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В В Е Д Е Н Г Е 
с о с т а в и т е л е й „ О с н о в ъ М а т е м а т и к и " . 

„Основы Математики" , первымъ тоыомь первой части кото-
рыхъ является „Ариѳмегика" Фербера, представляютъ продолжѳ-
ніе и обновленіе книги Baltzer'a „Элементы математики" въ 
соотвѣтствіи съ настоящимъ положеніемъ науки. 

Тѣ успѣхи, которыми отмѣчено въ математикѣ послѣднее 
столѣтіе, въ значительной степени коснулись и элементовъ ма
тематики. 

Согласно болѣе строгимъ методамъ новѣйшей науки, даны 
болѣе точныя обоснованія и для элементарной математики. Связь, 
существующая между элементами и болѣе глубокими и широ
кими вопросами науки, вскрыта и использована для уясненія 
тѣхъ понятій и методовъ, съ которыми имѣютъ дѣло элементы; 
благодаря этому, отдѣлыіыя области элементарной математики 
получили цѣнное расширеніе по существу. 

Если бы кто-либо захотѣлъ познакомиться съ современнымъ 
состояніемъ элементарной математики, то ему было бы не легко 
добыть всю литературу этого предмета, разбросанную по отдѣль-
нымъ докладамъ и работамъ, и получить болѣе глубокое пони-
м а т е элементовъ, основанное на изученіи такого многочиелен-
наго и часто труднаго матеріала. 

До наетоящаго времени не имѣлось труда, въ которомъ были 
бы собраны болѣе или менѣе полно результаты научной работы, 
относящіеся к ъ элементамъ математики. 

Рамки такого труда оказались бы слишкомъ узкими, если бы 
онъ ограничивался только исключительно элементами ариоме-
тики, алгебры и геометріи; казалось цѣлесообразнымъ въ связи 
съ элементами и основываясь на нихъ, разработать, хотя бы въ 
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О С Н О В Е , нѣкоторые дальнѣйшіе вопросы, что со своей стороны 
можетъ бросить новый свѣтъ и на самые элементы. 

Такимъ образомъ нижеподписавшиеся рѣпшли сообща запол
нить этотъ пробѣлъ въ литературѣ. 

„Основы" разсчитаны на 4 тома, изъ которыхъ два посвящены 
геометріи, одинъ ариометикѣ и одинъ алгебрѣ. 

Томъ, посвященный ариометикѣ, и первый томъ геометріи по 
существу должны ограничиться изложеніемъ элементовъ, отвѣча-
ющимъ современному -состоянію науки, въ то время к а к ъ въ 
двухъ остальныхъ томахъ будутъ даны дополненія и продолже-
нія элементовъ въ указанномъ выше смыслѣ, к а к ъ своего рода 
введеніе к ъ и з с л ѣ д о в а н і я м ъ , дающимъ возможность болѣе 
глубокаго пониманія ученій элементарной математики. 

Читатели, желающіе болѣе подробно ознакомиться съ к а к и м ъ -
либо изъ разобранныхъ здѣсь вопросовъ найдутъ соотвѣтству-
ющія литературныя и историческія указанія . 

Для изученія предлагаемаго труда достаточно минимальныхъ 
предварительныхъ свѣдѣній (для ариѳметики и перваго тома 
геометріи ихъ совсѣмъ не требуется), но во всякомъ случаѣ н е 
обходима нѣкоторая способность и склонность к ъ абстрактному 
мышленію. 

Предлагаемый 1-ый томъ первой части этого труда, „ А р и о -
м е т и к а " , ставитъ себѣ цѣлью соединить научную строгость съ 
требованіями школьнаго преподаванія. 

Каждое изъ этихъ требованій въ О Т Д Е Л Ь Н О С Т И выполнено въ 
нѣкоторыхъ изложеніяхъ ариометики. Авторъ ставитъ себѣ основ
ной задачей преодолеть трудность соединенія обоихъ этихъ тре-
бованій. 

Настоящая книга предназначена служить пособіемъ для под
готовки учителя к ъ преподаванію, но она при этомъ не имѣетъ 
въ виду предлагать матеріалъ непосредственно въ той формѣ, въ 
которой онъ пригоденъ для учениковъ среднихъ классовъ. 

К а к ъ первый томъ геометріи, такъ и этотъ томъ, не ограничи
ваются только тѣмъ, что необходимо нужно для преподаванія, но 
расширяютъ и углубляютъ матеріалъ болѣе, чѣмъ это возможно 
при преподаваніи. 

При разсмотрѣніи вопросовъ, на которые возможны Н Е С К О Л Ь К О 

точекъ зрѣнія, авторъ останавливается на той, которая соотвѣт-
ствуетъ его взглядамъ, въ примѣчаніяхъ жѳ указываетъ на другія 
мнѣнія и ихъ главныхъ представителей. 



В в е д е н і. е. У 

Черезь всю ариѳметику красной нитью проводится развитіе 
понятія числа. Начиная изложеш'е съ натуральныхъ чиселъ, 
авторъ старается ввести дробныя, отрицательныя, ирраціональ-
ныя и комплексныя числа въ такой формѣ, которая съ одной 
стороны удовлетворяла бы сравнительно строгимъ научнымъ тре-
бованіямъ, а съ другой была нримѣнима для школьнаго препо-
даванія. 

Ариометика, въ томъ видѣ, какъ она изложена здѣсь, быть 
можетъ, будетъ очень полезна при томъ повтореніи курса, кото
рое требуется программами старшихъ классовъ. 

При обработкѣ тома алгебры, которую взялъ на себя Е . Netto, 
авторъ исходить изъ того положенія, что основы ариометики 
даютъ фундаментъ для алгебраическихъ изслѣдованій и средства 
для ихъ выполнения. 

Изъ основныхъ вопросовъ алгебры необходимо будетъ вы
двинуть теорію алгебраическихъ уравненій, и въ особенности 
основную теорему о существованіи корней, a затѣмъ теорію сис-
темъ уравненій и теорію исключенія; изъ практическихъ сообра-
ж е н і й к ъ алгебрѣ присоединено и ученіе о детерминантахъ въ 
его основныхъ чертахъ. Съ другой стороны, пришлось исклю
чить теорію алгебраическихъ чиселъ, какъ не соотвѣтствующую 
общему характеру сочиненія. 

Первый томъі второй части J ) 'содержитъ элементы геометріи. 
Терминъ „элементы" понимается сравнительно широко; отдѣль-
ныя ученія разобраны нѣсколько подробнѣе, чѣмъ это принято 
въ школьныхъ учебникахъ; введены и простѣйшіе отдѣлы ана
литической геометріи на плоскости и въ пространствѣ, кониче-
скія сѣченія, поверхности второго порядка, начертательная гео-
метрія; въ извѣстномъ объемѣ подвергнуты разсмотрѣнію также и 
различные методы рѣшенія планиметрическихъ задачъ на построе-
ніе на ряду съ новѣйшей геометріей треугольника и тетраэдра. 

Второй томъ геометріи, составленіе котораго принялъ на себя 
Мейеръ (W. Fr. Meyer), будетъ посвященъ геометрическимъ 
образамъ съ точки зрѣнія преобразованій; при этомъ особое 
вниманіе будетъ удѣлено понятіямъ: группа и инваріантъ. 

Весь этотъ трудъ, к а к ъ ясно изъ предыдущаго, не предназна-
ченъ непосредственно для преподаванія, но имѣетъ задачею вне-

') 2-я часть: «Die Grundlehren der Geometrie», 2 тома. 1 томъ: «Die E l e 
mente der Geometr ie» , H. T h i e m e . X I I , 394 стр., 1909 г. 
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сти • и свою лепту въ усовершенствованіе обученія матема-
тикѣ. 

Вопросъ о будущей картинѣ преподаванія математики еще 
не рѣшенъ. 

Хотя послѣдній является скорѣе вопросомъ методики препо-
ваванія, чѣмъ науки, но все-таки и въ этомъ случаѣ выводы 
преподаваемой науки не могутъ считаться чѣмъ-то второсте-
пеннымъ. 

Наоборотъ, эти выводы должны получить первенствующее 
значеніе въ связи съ реформой преподаванія , если только по-
слѣднее должно дѣйствительно служить духовному усовершен-
ствованію молодежи. 

Для этого необходимо, чтобы учителя математики, которымъ 
придется на практикѣ проводить обновленное преподаваніе, были 
бы всесторонне знакомы съ современнымъ состояніемъ науки 
въ соотвѣтственныхъ областяхъ. 

W . F r . Meyer. Е. Netto. 

H . Thieme. С. F ä r b e r . 
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К а к ъ уже было сказано во введеніи, основной задачей этого 
тома является систематическое развитіе понятія числа и изло
жение семи дѣйствій для каждаго изъ введенныхъ видовъ чиселъ. 

Отсылая читателя для болѣе подробнаго ознакомлевія съ содер-
жаніемъ к ъ достаточно полному оглавленію книги, я считаю нуж-
нымъ поставить на видъ изъ предложеннаго здѣсь матеріала только 
слѣдующее. Въ первой главѣ („натуральныя числа") особенно 
подчеркнуто большое значеніе с и с т е м а т и ч е с к и х ъ чиселъ 
для овладѣнія областью чиселъ при помощи нашего интеллекта 
и для выполненія операцій счета (ср. стр. 29 прим. 1). Третья 
глава „Систематическая дроби" содержитъ подробную теорію 
періодическихъ дробей и дѣйствій надъ приближенными числами. 
Послѣ обоснованія въ первыхъ четырехъ главахъ дѣйствій надъ 
натуральными, дробными и относительными числами, въ пятой 
излагаются всѣ тѣ отдѣлы ариѳметики, въ которыхъ можно обой
тись только этими (раціонадьными) числами. Такъ какъ уже во 
второй главѣ (см. стр. 104) указано, въ какомъ смыслѣ можно 
разсматривать кубичный и квадратный корень изъ любого поло-
жительнаго числа въ области раціональныхъ чиселъ, то въ 
главѣ У § 5 устанавливается и понятіе логариома какого-либо 
положительнаго числа при какомъ-либо положительном! осно
в а н ы (ср. стр. 259, прим. 1 и стр. 268—264). Въ §§, посвящен-
ныхъ изложенію ариѳметическихъ рядовъ любого порядка, данъ 
выводъ независимыхъ (отъ рекурсіонныхъ формулъ) выраженій 
суммъ степеней членовъ ряда натуральныхъ чиселъ. 

УІ глава представляетъ переработку опубликованной авторомъ 
въ 1900 г. брошюры объ ирраціональныхъ числахъ (Приложеніе 
к ъ п р о г р а м м ѣ высшаго реальнаго училища въ Берлинѣ—Louiserist-
Oberrealschule zu Berlin 1900). Наконецъ VU глава даетъ подроб-
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ную теорію паръ чиселъ, главнымъ образомъ, обыкновенных-!, 
комплексныхъ (ср. кон. § 1 стр. 374). 

Всѣ вопросы аринметики, которые имѣють мѣсто въ школѣ, 
здѣсь разсматриваются возможно полно и равномѣрно, чтобы 
позволить читателю при преподаваніи черпать изъ полнаго источ
ника. Такъ к г к ъ (въ читатель) предполагается нѣкоторая склон
ность и способность к ъ абстрактному мышленію, а не спеціаль-
ныя познанія (за исключеніемъ одного мѣста V I I главы, стр. 434), 
то эта книга была бы полезна и для тѣхъ учителей, которые 
преподаютъ ариѳметику въ „высшихъ школахъ" (среднихъ 
учебныхъ заведеніяхъ) и дала бы возможность поставить 
преподаваніе на научныхъ основахъ и, такимъ образомъ, наибо-
лѣе целесообразно подготовить учениковъ къ изученію ариѳме-
тики въ будущемъ. Задачи введены лишь постольку (а именно 
въ главѣ V, § 7, „Теорія вѣроятностей") , поскольку они каза
лись необходимыми для уясненія теоріи. 

Особенное вниманіе во всѣхъ частяхъ книги обращено на 
точность изложенія, на строгое разграниченіе произвольно уста-
навливаемыхъ п о л о ж е н і й и необходимо вытекающихъ изъ 
нихъ слѣдствій. При всѣхъ формулировкахъ, теоремахъ и форму-
лахъ указывается, для какой области чиселъ онѣ справедливы. 
Опредѣленія не должны падать читателю какъ снѣгъ на голову; 
я , напротивъ, старался указать , на основаніи какихъ именно 
причинъ пришли къ такому, а не другому установленію понятія. 

Особенное вниманіе посвящено вопросамъ, которые даже въ 
нѣкоторыхъ недавно появившихся изложеніяхъ не отличаются 
еще необходимой ясностью (приведу для примѣра умноженіе отно-
сительныхъ чиселъ, стр. 186—189; различіе между условными и 
безусловными равенствами, стр. 192—194, 427—430, 445—450, 
логариѳмъ отрицательнаго числа стр. 438—439. 441 —444 и т. д.) . 

Я не могъ присоединиться к ъ чисто формальному опредѣле 
нію различныхъ видовъ чиселъ, которое дается теперь въ боль
шинстве новѣйшихъ изложеній. (См. напр. стр. 85) H . Hankel 
(теорія системъ комплексныхъ чиселъ, Лейпцигъ 1867 г., стр. 7) 
и G. Cantor (Mathematische Annalen, Bd. X X I , стр. 562) высказа
лись ясно и опредѣленно, что о реальности какого то ни было по
нятая числа можно говорить въ двухъ смыслахъ. Канторъ при-
писываетъ понятію числа и м м а н е н т н у ю реальность, если 
это понятіе на основаніи опредѣленія занимаетъ въ нашемъ со-
знаніи определенное мѣсто, очень ярко отличаясь отъ другихъ 
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составныхъ частей н а ш е ю мышленія и находится съ ними въ 
опредѣленныхъ отношеніяхъ. Если же кромѣ того есть возмож
ность показать, что понятіе числа есть отображеніе объектовъ 
или отношеній во внѣшнемъ мірѣ, противополагаемомъ нашему 
интеллекту, то Канторъ говорить, что этому числу принадлежитъ 
т р а н з і е н т н а я реальность. И если чистая наука (которую 
Канторъ въ цитированномъ мѣстѣ называетъ „свободной" мате
матикой), при своихъ построеніяхъ можетъ довольствоваться имма
нентной реальностью понятія числа, то, по моему мнѣнію, для 
школы указаніе на его транзіентную реальность безусловно необхо
димо. Въ силу этого въ предлагаемой книгѣ всѣ числа выводятся 
изъ разсмотрѣнія множествъ, между элементами которыхъ суще-
ствуютъ тѣ или другія соотношенія (ср. глава I , § 1, глава I I , 
§ 1, глава IV , § 1, глава V I I , § 2 ) . Для ирраціональныхъ чиселъ 
указаніе на ихъ т р а н з і е н т н у ю реальность выполняется при 
помощи отношеній (между величинами) (глава V I , § 8), а для 
обыкновенныхъ комлексныхъ чиселъ посредствомъ векторовъ на 
плоскости. (Глава V I I , § 3). Это отношеніе ариѳметики к ъ дѣй-
ствительности, кажется мнѣ самымъ существеннымъ зерномъ въ 
новѣйшихъ стремленіяхъ къ реформѣ, поскольку они касаются 
ариометики. 

Напротивъ , я мало пользуюсь графическимъ изображеніемъ 
функциональной зависимости, (за исключеніемъ отдѣла о векто-
рахъ на плоскости и то только при изслѣдованіи показательной 
функціи, стр. 434), которое играетъ значительную роль и въ выс
шей степени подробно излагается въ большинствѣ новѣйшихъ 
учебниковъ: предлагаемое руководство не является методиче-
скимъ, но чисто систематическимъ; сверхъ того, всякій препода
ватель математики, владѣющій элементами аналитической гео-
метріи, безъ особеннаго труда примѣнитъ графически методъ 
къ преподаванію ариометики тамъ, гдѣ это ему понадобится. Въ 
заключеніе слѣдуетъ указать, что историческія ссылки большею 
частью взяты изъ „Лекцій по исторіи математики" М. К а н т о р а 
и „Исторіи элементарной математики" I . Т р о п ф к е 1 ) . 

Берлинъ конецъ сентября 1910 г. 
С. Färber. 

1) См. р у с с к і й п е р е в о д ъ Д. А. Б е м а и Р. Э. Струве , п о д ъ р е д а к ц і е й 

I . И. Ч и с т я к о в а (Ред.). 
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Г Л А В А I . 

Натуральныя числа. 

§ 1. Понятіе натуральна™ числа. 

Ариѳметика есть наука о числахъ и ихъ соединеніяхъ. Ея 
первая задача состоитъ въ отвѣтѣ на вопросъ: „что такое число 
и каково происхожденіе понятія числа" . Н а ш ъ внутренній опытъ 
говоритъ намъ, что содержаніе нашего сознанія не есть недѣли-
мое цѣлое, а напротивъ, мы способны отграничивать одни предста-
вленія отъ другихъ. При этомъ одни изъ нихъ интересуютъ насъ 
главнымъ образомъ, другія т ѣ м ъ . н е менѣе изъ сознанія не исче-
заютъ. Если мы воспримемъ каждое интересующее насъ въ извѣ-
стный моментъ представленіе, какъ таковое, и при помощи мысли-
тельнаго акта соединимъ представленія въ одно цѣлое, не обращая 
вниманія на ихъ группировку, то придемъ к ъ установленію понятія 
„множественность, множество, („Vie lhei t" , „Mehrhe i t " , „Menge") 
совокупность или аггрегатъ" вещей, при чемъ слово вещь употре
бляется въ самомъ широкомъ смыслѣ: оно можетъ означать все, 
что можетъ быть предиетомъ нашего представленія. Въ составъ 
совокупности могутъ входить самыя разнородный вещи. При обра
зованы понятія множественности наше вниманіе направлено не 
на содержаніе отдѣльныхъ представленій, но на ихъ коллектив
ное J ) соединеніе, происшедшее въ силу нѣкотораго психическаго 
акта . 

Каждое представленіе, особенности внутренняго содержанія ко-
тораго въ настоящій моментъ намъ не важны, мы можемъ обо-

1) Это названіе примѣняетъ Е . H o u s s e r l B b своей «Phi losophie der 
Arithmet ik» (Halle, 1891), которая оказала большое вліяніе на изложеніе по
нятая числа въ этомъ §. Совершенно подобный же взглядъ находится и въ сочи . 
неніи G. C a n t o r'a: «Beiträge zur Begründung der transflniten Mengenlehre» 
Mathem. Annal . Bd . 46, стр. 481. 
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значить к а к ъ „нѣчто" или „одинъ" , и такъ к а к ъ коллективное 
соединеніе находитъ себѣ выраженіе вь разговорномъ языкѣ при 
помощи союза „ и " , то множественность (Vielheit) обозначаетъ не 
что иное, к а к ъ „нѣчго" и нѣчто, и нѣчто и т. д. или „одинъ, и 
одинъ, и одинъ, и одинъ и т. д . " . Отдѣльныя понятія „одинъ и 
одинъ" , „одинъ и одинъ и одинъ" , „одинъ и одинъ и одинъ и 
одинъ" и т. д. въ силу ихъ практической важности уже на пер-
выхъ "ступеняхъ культуры съ давнихъ временъ получили особыя 
назваь'. 'У (-у'всѣхъ народовъ: „два" , „три" , „четыре" и т. д. Об
щее названіе , -разовавшихся такъ понятій есть „число" 
(Anzahl) или „наі,, рао/ьное число" или (въ противоположность дру-
гимъ, позднѣе вводимымъ числамъ) „положительное цѣлое ч и с л о " . 

Счетъ какого-либо множества вещей производится, по крайней 
мѣрѣ первоначально, отвлекаясь совершенно отъ особенностей 
каждой вещи; каждая вещь воспринимается к а к ъ „одинъ"; всѣ 
эти „одинъ" , не обращая вниманія на ихъ порядокъ, въ созна-
ніи соединяютъ въ одно цѣлое и образовавшейся такимъ спосо-
бомъ множественности даютъ соотвѣтственныя названія: „два" 
или „три" , „четыре" и т. д. Если пересчитываемыя вещи всѣ 
окажутся однородными, т . -е . имѣющими одинаковые признаки съ 
интересующей насъ стороны и носящими, согласно этому, общее 
названіэ, то можемъ впослѣдствіи, т .е . выполнивъ счетъ, присо
единить это названіе, и тогда мы получаемъ представленіе объ 
„именованномъ" числѣ. Подъ только что данное понятіе числа, 
строго говоря, не подходить понятіе „одинъ" и тѣмъ болѣе 
понятіе „нуль" , которое означаетъ отсутствіе вещи опредѣлен-
наго рода въ данномъ множествѣ; въ самомъ дѣлѣ, „одинъ" и 
„нуль" не являются слѣдствіями коллективнаго соединенія ] ) . 
Но такъ какъ между понятіями „одинъ" и „нуль" и собственно 
числами существуютъ совершенно 2 ) такія же отношенія, к а к ъ 
и между только этими послѣдними, то мы расширяемъ нашу 
числовую область, включая въ нее понятія одинъ и нуль. 

!) Пиѳагорѳііцы говорили: (ср . Cantor, Vorlesungen über die Goschichte 
der Mathematik I , 2 Aufl. стр. 147). «Единица есть начало всѣхъ чиселъ, но 
само не есть число»—взглядъ снова встрѣчающіііся у арабскихъ и христіанскихъ 
математиконъ эпохи среднихъ вѣковъ. Разсмотрѣнію нуля, какъ числа, мы пре
жде всего обязаны индусамъ. Знакъ для изображенія нуля, согласно C a n t o г'у, 
(Vorlesungen I , стр. 569) относится къ 400 году по P. X . 

2 ) Характерны;! особенности единицы и нуля сказываются всегда въ много-
численныхъ исключеніяхъ, встрѣчающихся при дѣйствіяхъ надъ этими числами. 
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Указаннымъ путемъ мы можемъ въ действительности установить 
лишь нѳмногія числовыя понятія, такъ какъ для насъ является 
невозможнымъ воспринять раздѣльно болѣе , чѣмъ десять, двѣ-
надцать объектовъ и одновременно соединить ихъ въ нашемъ созна-
ніи въ одно цѣлое. Если бы мы могли ограничиться только собствен-
нымъ представленіемъ множества, то рядъ чиселъ въ лучшемъ слу
ч а е окончился бы на двенадцати, и мы не имели бы и понятія о его 
продолженіи. При болыпихъ множествахъ, въ роде множества зрите
лей въ театрЬ, или звьздъ на небе , возможно еще, пожалуй, после
довательное воспріятіе отдвльныхъ объектовъ, но не ихъ общей чи
словой совокупности. Объясненіе того, въ какомъ смысле мы все-
таки имеемъ право и въ такихъ случаяхъ говорить о множествен
ности (Vielheit) представляетъ задачу психологіи. Гуссерль (Husserl) 
въ его, указанной выше, „Философіи ариометики" подробно раз-
сматриваетъ эту задачу и приходитъ къ такому выводу: въ при-
веденныхъ примврахъ , хотя у насъ и І Г Б Т Ъ представленія множе
ства или множественности (Menge oder Vielheit) въ собственномъ 
смысле, но есть некоторое символическое представленіе т . -е . 
осуществленное при помощи знаковъ и х а р а к т е р и з о в а н н о е 
о д н о з н а ч н о . Каждому множеству объектовъ, будетъ ли оно 
определено собственнымъ образомъ или символически, соответ
с т в у е т ^ такимъ образомъ, определенная множественность (Vielheit) 
единицъ, число. Въ самомъ деле, понятіе совокупности членовъ 
множества представляетъ понятіе вполне определенное, хотя въ 
действительности мы не въ состояніи возсоздать эту совокуп
ность ' ) . Какимъ же образомъ мы оцениваемъ число, соответ
ствующее символически представленному множеству, если мы не 
можемъ образовать его въ собственномъ смысле? У насъ прежде 
всего остается возможность разбить данное множество на группы, 
которымъ соответствуютъ еще собственно предетавимыя числа, 
к а к ъ напр. пять, шесть, восемь. Если мы не въ силахъ предста
вить себе одновременно и раздельно всю совокупность единицъ, 
входящихъ въ эти числа, то мы прибегаемъ къ соединенію на-
званій пять, шесть, восемь (по отношенію к ъ ихъ знакамъ) и это 

1) Нѣтъ ничего противнаго здравому смыслу въ допущеніи представить с е б ѣ 
наши духовный способности расширенными настолько, чтобы было возможно и 
при болыыихъ множествахъ одновременное ихъ воспріятіе. Дѣйствительно, н е 
которые люди обладаютъ этой способностью въ большей степени, чѣмъ это 
встрѣчается обычно. Такъ извѣстный счетчикъ I) a h s е, видя гдѣ-либо отъ 
30 до 40 книгъ, былъ въ состояніи сейчасъ же точно указать число ихъ. 

К . Ферберъ. Арцѳметика. 2 
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еоединеніе замьняетъ намъ не представимое собственно число и 
является символомъ послѣдняго. Чтобы число группъ множества 
не оказалось слишкомъ велико, при образованіи числа прихо
дится пользоваться не только собственно представимьши числами, 
но допускать и числа, образованная символически. Чтобы при
дать устойчивость всей этой постройкѣ, пришлось бы давать особыя 
обозначенія всѣмъ этимъ соединеніямъ названій чиселъ, и скоро 
получилось бы т а к ъ много различныхъ именъ, что память ока
залась бы не въ состояніи ихъ удержать. К ъ этому присоеди
няется еще одинъ серіозный недостатокъ: такъ какъ множество 
допускаетъ различный расчлененія на части, то ему соотвѣтство-
вали бы различный числовыя формы, тогда к а к ъ на самомъ дѣлѣ 
ему принадлежитъ единственное вполнѣ опредѣленное число; для 
сравненія подобныя числовыя формы оказались бы весьма не
целесообразными. 

Чтобы избѣгнуть этихъ недостатковъ, съ одной стороны, на
стоятельно необходимо ввести твердый и опредѣленный прин-
ципъ образованія символическихъ числовыхъ формъ, чтобы въ 
памяти необходимо было удержать только его, а не всѣ образуе
мый формы. Съ другой стороны надо позаботиться о томъ, чтобы 
каждому множеству соответствовала только одна числовая фор
ма, построенная по этому принципу, и чтобы, такимъ образомъ, 
по различію формъ можно было заключать и о различіи самыхъ 
чиселъ. Простѣйшій путь удовлетворить этимъ требованіямъ за
ключается въ методѣ образования новыхъ числовыхъ формъ при-
соединеніемъ единицы къ уже составленному числу. Если раз-
сматривать десять, какъ послѣднее взятое собственно представи
мое число, то можно ввести соединеніе десять и одинъ, какъ с л е 
дующее новое число съ особеннымъ названіемъ „одиннадцать"; 
затѣмъ соединеніе одиннадцати и одного и дать ему названіе „две
надцать" и т. д. Ясно,что числовыми формами,получаемыми поэтому 
принципу, можно пересчитать любое множество и легко видеть , что 
каждому множеству с о о т в е т с т в у е м только одна числовая форма. 
Но все-таки и этотъ методъ образования символическихъ числовыхъ 
формъ оказывается непригоднымъ, такъ к а к ъ каждый новый 
шагъ въ образованіи числа требуетъ новаго названія. Если 
бы выбирать только названія, независимый другъ отъ друга, 
то память скоро бы изменила намъ. Если же образовывать на-
званія . путемъ повторенія хотя бы слова „одинъ" , то при доста
точно большихъ числахъ такого рода обозначеніе было бы еще 
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неудобнѣе и еще болѣе непригодно для употребленія. Въ § 10 
этой главы мы укажемъ, насколько тяжеловѣсными оказались бы 
дѣйствія надъ такими числовыми формами. Мы должны позабо
титься объ отысканіи другого метода построенія символическихъ 
числовыхъ формъ. 

Здѣсь мы встречаемся съ замѣчательнымъ явленіемъ, а 
именно: то, чего мы требуемъ на основаніи теоретическихъ 
соображеній, сдѣлано въ болѣе или менѣе совершенной степени 
уже почти у всѣхъ народовъ на самой ранней ступени культуры 
подъ вліяніемъ потребностей практической жизни. Когда при 
счетѣ множества доходили до опредѣленнаго числа, большею 
частью до десяти, то отдѣляли эту группу въ десять объектовь 
и начинали при дальнѣйшемъ счетѣ снова съ числа одинъ, пока 
не доходили снова до группы десять и т. д. , и устанавливали на-
конецъ число группъ и остающихся отдѣльныхъ объектовъ. Когда 
образовывалось 10 такихъ группъ, ихъ собирали въ одну кучу, 
и т. д . , и давали названія числу кучъ, группъ и отдѣльныхъ объек
товъ ] ) . При дальнѣйшемъ примѣненіи этого простого принципа 
достигли того, что при помощи сравнительно небольшой сово
купности малыхъ (елѣдовательно, В П О Л Н Е представимыхъ) чиселъ, 
оказалось возможнымъ символизировать любыя множества, встрѣ-
чающіяся въ практической жизни. 

Совокупность образованныхъ такимъ способомъ числовыхъ 
формъ называется системой чиселъ, и въ частности десятичной, 
если она построена при помощи числа десять 2 ) . 

1 ) Приведемъ нѣсколько примѣровъ, указывающихъ, что и въ наше время 
у малокультурныхъ народовъ сохранился еще этотъ первобытный способъ счета. 
S c h r u m p f (Zeitschrift d. Deutschen Morgeuländischen Gesellsch. X V I , 463) 
пишетъ: «У народовъ Южной Африки, когда приходится считать выше ста, эту 
трудную работу всегда должны выполнять трое мужчинъ. Одинъ считаетъ тогда 
единицы при помощи пальцевъ, поднимая послѣдніе одинъ за другимъ и указы
вая на считаемый предметъ и, быть можетъ, даже прикасаясь къ нему; второй 
отмѣчаетъ десятки, поднимая палецъ, какъ только наберется десятокъ; (все это 
дѣлается начиная съ мизинца лѣвой руки и кончая мизинцемъ правой); третій 
считаетъ сотни». 

У Т у 1 о г'а находимъ: «туземцы Южнаго Архипелага при счетѣ единицъ 
пользуются камешками; когда наберется десять штукъ, вмѣсто нихъ откладыва
ю с ь въ сторону кусочекъ вѣтки кокосоваго орѣха; когда такихъ наберется де
сять, то откладываютъ болѣе крупный кусокъ и т. д. 

2 ) Заслуга H u s s е г 1'я заключается въ указаніи на то , что десятичная 
система не только является методомъ для обозначенія уже существующихъ чи
селъ, но скорѣе служить для созиданія символическихъ числовыхъ формъ, не-

2* 
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Такому образованію понятія с и с т е м а т и ч е с к а я числа повсюду 
слѣдовалъ и я з ы к ъ , создавая уже на низшихъ ступеняхъ куль
туры отдѣльныя слова для понятія одинъ, два . . . девять и для группъ 
различныхъ порядковъ (конечно, по стольку, по скольку требо
вали этого практическая потребность и теоретическій интересъ) 
и составляя при помощи ихъ именъ названія остальныхъ чнселъ. 
Письменное изображеніе чиселъ при помощи знаковъ разви
лось значительно позднѣе и проявило многочисленный несовер
шенства даже у такихъ высоко стоявшихъ въ духовномъ раз -
витіи народовъ, к а к ъ древніѳ греки и римляне, пока наконѳцъ 
индусамъ въ первыхъ столѣтіяхъ нашего лѣтосчисленія не удалось 
осуществить идеалъ изображенія любыхъ чиселъ системы при по
мощи знаковъ, пользуясь геніальной идеей „помѣстнаго значе-
нія" послѣднихъ. 

Для основательнаго пониманія строенія системы чиселъ и 
полнаго пониманія индусскаго способа письма требуется извѣстное 
знакомство съ ариометическими дѣйствіями. Желаніе по возмож
ности просто и экономично выполнить вызываемые практическими 
потребностями ариѳметическія дѣйствія надъ десятичными числами 
дало, очевидно, первый толчекъ к ъ отысканію ариѳметическихъ 
правилъ Сначала мы разсмотримъ простѣйшія ариѳметическія 
дѣйствія и ихъ законы для собственно представимыхъ ч и с е л ъ 2 ) , 

посредственно намъ недоступныхъ. Только что разобраннымъ, такъ называемымъ, 
натуральнымъ числовымъ рядомъ, въ которомъ каждое новое число получается 
прибавленіемъ единицы къ только что образованному числу и который на
столько же является натуральнымъ, насколько и десятичная система счисленія, 
мы владѣемъ въ действительности лишь по стольку, по скольку члены его 
имѣютъ опредѣленныя названія. Число десять принято з а основаніе системы въ 
связи съ числомъ нашихъ пальцевъ; въ качествѣ основанія встрѣчаются такъ же 
пять, двадцать, шестьдесятъ и даже одиннадцать. Дальнѣйшія подробности см. 
C a n t o r , V o r l e s u n g e n I , E i n l e i t u n g , стр. 8, гдѣ имѣются указанія и 
на остальную литературу по этому предмету, а именно P o t t — Die quinäre 
und vigesimale Z ä h l m e t h o d e bei Völkern aller Weltteile, Halle 1847, и P о 11—-
Die Sprachverschiedenheit in Europa an den Zahlwörtern nachgewiesen sowie 
die quinäre und vigesimale Zäh lmethode , Halle 1868. 

В ъ § 12 D этой главы мы увидимъ, что для вычислѳній болѣе удобной, по
жалуй, оказалась бы система съ основнымъ числомъ двѣнадцать. 

1) M. C a n t o r (Vorlesungen I , стр. 6) указываете на это обстоятель
ство въ такихъ словахъ: «къ тому времени, какъ было изобрѣтено большинство 
названій для чиселъ, человѣкъ перешелъ уже отъ простого счета къ дѣйствіямъ. 

2 ) Включая и единицу; вычислеиіе съ нулемъ будетъ изложено лишь въ 
§ 10, гдѣ намъ окажется необходимымъ имъ пользоваться. 
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a затѣмъ (въ § 10) войдѳмъ въ болѣе подробное разсмотрѣніе 
систематическихъ чиселъ, и въ особенности десятичныхъ. 

Если рѣчь идетъ о числѣ, значеніе котораго желательно 
оставить н е о п р е д е л е н н ы м ^ будь это любое число или число, 
значеніе котораго еще неизвѣстно, то какъ символъ числа упо
требляется буква; при этомъ слѣдуетъ помнить, что во время одного 
и того же вычисленія одна и та же буква обозначаетъ одно и 
то же ч и с л о J ) . Въ первой главе подъ числомъ понимается вообще 
только число натуральное, и употребляемый здѣсь буквы должны 
обозначать только, эти числа за исключеніемъ тѣхъ случаевъ, 
гдѣ это особо оговорено. 

§ 2. Сравненіе чиселъ. 

Всякой множественности А, т . - е . множеству объектовъ, на 
особенности природы которыхъ мы совершенно не обращаемъ 
вниманія, соотвѣтствуетъ одно и только одно определенное число а. 
Двѣ множественности А и В, которыя характеризуются числами 
а и Ь, называемъ равночисленными или короче равными, и пи-
шемъ а — Ъ 2 ) , если обѣимъ соотвѣтствуетъ одно и то же число; 
следовательно, а и Ъ суть различный обозначенія одного и того 
же числа. Утвержденіе а = Ъ называется равенствомъ. О равныхъ 
натуральныхъ числахъ можно вообще говорить лишь по стольку, 

1) Отдѣльные слѣды обозначенія неопределенных* чиселъ буквами мы не-
ходимъ уже у грековъ (Аристотель, Паппъ, Діофантъ) и у индусовъ. Впервые 
послѣдовательно проводить буквенный вычисленія генералъ ордена Дбминвкан-
цевъ J o r d a n u s X e m o r a r i u s ( f 1237) въ своей ариѳметивѣ, но у него 
еще не достаетъ знаковъ дѣйствій, а также знака равенства, отчего въ его 
изложеніи не хватаетъ наглядности; въ противномъ случаѣ непосредственно его 
можно было бы назвать, говоритъ C a n t o r (Vorlesungen I I стр. 62), отцомъ позд-
нѣйшаго буквеннаго вычисленія, отцомъ котораго обычно считаютъ француз-
скаго алгебраиста F r a n ç o i s V i è t e (In artem analyticam isagoge 1591). 

2) Знакъ « = » встрѣчается впервые y R . R e c o r d e , («The whetstone 
of witte, London» 1557) который выбралъ его «потому что ни что не можетъ 
быть такъ равно другъ другу, какъ два нѳболыпихъ параллельныхъ отрѣзка>. 
Д і о ф а н т ъ пользовался начальной буквой, a арабскіе математики п&слѣд-
ней въ словѣ «равно», V i è t e пользовался латинскимъ глаголомъ «aequare» , 
изъ двухъ первыхъ буквъ котораго Д е к а р т ъ составилъ знакъ оо . Лишь по
степенно, въ теченіе X V I I столѣтія, знакъ = вытѣснилъ всѣ остальные. 
Знакъ > и < для «больше» и «меньше» впервые встрѣчается у T h . H a r r i o t ' a 
(Artis analyticae praxis, London 1631). 



8 Глава I. Натуральный числа. 

по скольку произвольно часто можно представлять себѣ каждое 
число т а к ъ же, какъ и ' всякое другое понятіѳ. Поэтому 
само собой понятно, что если а и Ъ суть натуральный числа 
и если а = Ь, то въ каждомъ выраженіи можно замѣнить а 
черезъ Ъ и обратно Ъ черезъ а. Следовательно, изъ а—Ь и 
Ъ=с само собой вытекаетъ а~с. Не трудно далѣе г ) усмотрѣть, 
что тогда и только тогда каждому объекту множества А можетъ 
соотвѣтствовать объектъ множества В, и обратно, каждому объекту 
В соответствовать объектъ А 2 ) , если а = Ъ. 

Если А и В не равночисленны, то можно одну изъ этихъ 
двухъ множественностей напр. А разложить на 2 группы, изъ 

1) Сравни также G. C a n t o r , Mathem. Annal . Bd . 46, стр. 482—483. 
2) Этотъ достаточный и необходимый критерій для равночисленности двухъ 

множествъ почти во всѣхъ новѣйшихъ изложеніяхъ ариѳметики разсматри-
вается какъ опредѣленіе равночисленности. Мы уклонились отъ этого и здѣсь 
также послѣдовали примѣру H u s s е г Гя (a такъ же G. Cantor'a), такъ какъ 
съ одной стороны чисто умозрительная возможность установить взаимно-одно
значное соотвѣтствіе не вполнѣ тождественна съ равночисленностью (выра
жаясь языкомъ логики это понятія одинаковаго объема, но не одинаковаго с о -
держанія), съ другой стороны практически этотъ критерій можетъ найти пр'и-
мѣненіе лишь на той ступени культуры, на которой мало развито различеніе 
чиселъ и ихъ названій. и поэтому составленіе большого числа представляетъ 
трудности. В ъ силу тѣхъ же соображеній мы не устанавливали опредѣленія 
числа пользуясь критеріемъ равночисленности (какъ это напр. встрѣчается въ 
учебникахъ Е . Schroder, О. Stolz, H. Weber). Названные математики соединя-
ютъ въ одинъ классъ всѣ множества, члены которыхъ могутъ быть приведены 
въ однозначное соотвѣтствіе другъ съ другомъ, a затѣмъ онредѣляютъ число, 
какъ нѣчто общее всѣмъ множествамъ одного класса, какъ своего рода ннва-
ріантъ класса. Это послѣднее, какъ вполнѣ правильно съ нашей точки зрѣнія 
говоритъ H u s s e r l , не является дѣйствительнымъ смысломъ опредѣленія чи
сла. «Называемъ ли мы лежащее иередъ нами множество орѣховъ четырьмя 
потому, что оно принадложитъ къ оиредѣленному классу, 'состоящему изъ б е з -
конечно-большого числа множествъ, которыл взаимно можно привести въ од
нозначное соотвѣтствіе? Врядъ ли кто такъ думаетъ, и едва ли мы найдемъ 
практически! поводъ, чтобы интересоваться вещами такого рода. Н а самомъ 
же дѣлѣ насъ интерѳсуетъ то обстоятельство, что на лицо есть одинъ орѣхъ , 
да еще орѣхъ, еще орѣхъ, и еще орѣхъ. Это неудобное и длинное предста-
вленіе мы дѣлаемъ болѣе удобнымъ для мышленія и рѣчи, пользуясь общей 
формой множества одинъ да одинъ, и одинъ, и одинъ, которому придаютъ на-
званіе четыре. При этомъ неопредѣленная единица получаетъ свое опредѣленіе 
присоединеніемъ названія орѣхъ къ названію числа». Также и G. C a n t o r 
опродѣленно говоритъ (Mitteilungen zur Lehre vom Transfmiten, Zeitschr. Phi 
losophie u. philosoph. Krit ik, B d . 91, стр. 55, Anm.): «Для образованія общаго 
нонятія «пяти» достаточно лишь множества, которому принадлежать это к а р 
динальное число». 
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которыхъ одна будетъ равночисленна съ В; въ этомъ случаѣ 
говорятъ: а больше, чѣмъ Ь и пишутъ а^>Ъ; или же Ъ меньше а 
т . -е . въ знакахъ Ь<^а. Подобный утвержденія называются нера
венствами. Чтобы выразить, что а больше или меньше Ъ, или во 
всякомъ случаѣ не равно ему, пишутъ а^Ь. 

§ 3. Сложеніе. 

A . Понятіе суммы. 

Если даны какія-либо множества А, В, С, . . . N произволь-
ныхъ объектовъ,то мы можемъ представить ихъ соединенными 
въ одно множество 8, которое содержитъ всѣ объекты отдѣль-
ныхъ множествъ, но другихъ объектовъ не содержитъ . Если 
насъ интересуютъ только числа а, Ъ, с, . . . п, соотвѣтствующія 
множествамъ А, В, С, . . . N, то мы отвлекаемся совершенно 
отъ природы отдѣльныхъ объектовъ, разсматриваемъ каждый, какъ 
„нѣчто" или „одинъ" , и, соединяя всѣ единицы чиселъ а, Ь,с,.. .п, 
въ одно число s, находимъ число, соответствующее результи
рующему множеству Ä. Эту операцію называюсь сложеніемъ, 
данныя числа слагаемыми, результата суммой. Знакъ сложе-
нія - j - 1 ) . , Следовательно, сумма чиселъ а, Ъ, с, . . . п, напи
шется т а к ъ : а-{-Ь-\-с.. .-\-п. Сужденіе, что образованное та-
кимъ образомъ число есть s, выражается равенствомъ а-\-Ъ -\-
—{— « —f— . . . ~\-n = s. Въ сумму можно соединять произвольно много 
чиселъ. 

В . Независимость значенія суммы отъ порядка слагаемыхъ. 

Вместо того, чтобы соединить въ одно число всв единицы 
чиселъ а, Ъ, с, . . . п одновременно однимъ только мыслитель-
нымъ актомъ, мы можемъ это выполнить различнымъ образомъ, 
постепенно складывая некоторый слагаемыя отдельно и снова 
соединяя вместе полученный частныя суммы; при этомъ необхо
димо только следить за т е м ъ , чтобы каждое слагаемое было при
нято во вниманіе одинъ и только одинъ разъ . Въ письме мы выра-

J) Можно утверждать, что этотъ знакъ появился въ концѣ X V столѣтія и, 
можетъ быть, образовался изъ буквы t въ словѣ et. Подробности см. С a n t о г, 
Vorlesungen И, стр. 230. 
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жае'мъ различную возможность образованія суммъ примѣненіемъ 
скобокъ 1 ) ; мы ставимъ въ круглыя скобки образовавшіяся при 
сложеніи частныя суммы; образовавшаяся при сложеніи этихъ 
частныхъ суммъ частныя суммы 2-го порядка мы заключаемъ въ 
квадратныя скобки; частныя суммы, полученный при сложеніи 
суммъ 2-го порядка, заключаемъ въ фигурныя скобки. Вообще 
говоря, этихъ видовъ скобокъ бываетъ достаточно; въ крайнихъ 
же случаяхъ вводятъ новый видъ скобокъ, чѣмъ-либо отлича
ющейся отъ предыдущаго. Пользуясь употребленіемъ этихъ зна
ковъ , можно указать нѣкоторые способы образованія суммы, хотя 
бы пяти чиселъ, а, Ъ, с, d, е: 

{[(« + &) + с] + d ) + е или [(a+b) + (e-\-d)\-\-e 

или [с - { - (а -f- е)] -\- (Ъ -\- d) и т. д. 

Чтобы избѣжать чрезмѣрнаго употребленія скобокъ согласи
лись 2 ) совершенно опускать скобки въ томъ случаѣ, когда слѣ-
дуетъ к ъ суммѣ двухъ ранѣе написанныхъ чиселъ прибавить 
третье, к ъ такимъ образомъ полученной суммѣ присоединить 
четвертое и продолжать далѣе такимъ же образомъ. Слѣдова-
телыю: 

а -(- Ъ -f- с - j - d -(- е, обозначаетъ всегда то же, что и 

{[(a + b) + c]+d} + e; 

Такъ какъ при всѣхъ этихъ различныхъ способахъ выполне-
нія сложенія данныхъ чиселъ а, Ъ, с, . . . п, результирующее число 
представляетъ изъ себя коллективное соединеніѳ единицъ всѣхъ 
слагаемыхъ, а мы при образованіи понятія числа [въ § 1] на
рочно отвлеклись отъ группировки единицъ, то различные пріемы 
образованія суммы всегда даютъ одинаковый результата , другими 
словами: с у м м ы , о б р а з о в а н н ы й и з ъ о д н и х ъ и т ѣ х ъ 
ж е ч и с е л ъ , н о о т л и ч а ю щ і я с я п о р я д к о м ъ с л а г а е 
м ы х ъ и м ѣ с т о м ъ с к о б о к ъ , р а в н ы м е ж д у с о б о й . Изъ 

1) Прямыя и фигурныя скобки впервые примѣнилъ F r a n ç o i s V i è t e 
(1593), круглыя A l b e r t G i r a r d (1629), ср. J . T r o p f k e , Geschichte der 
Elementarmathematik, Bd. I , стр. 139. 

2 ) Подробнѣе объ употреблении скобокъ см. S с h г ö е d е г, Lehrbuch der 
Arithmetik und Algebra. (Іейпцитъ 1873). Стр. 214 и т. д. 
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полученныхъ такимъ образомъ равенствъ мы выдѣлимъ слѣду-
ющія: 

( I ) a + 6 = ft + a 

( I I ) (а + 6) + с = а + (Ь + с). 

Равенство (I) называютъ к о м м у т а т и в н ы м ъ (перемѣсти-
тельнымъ) а равенство ( I I ) а с с о ц і а т и в н ы м ъ (сочетатель-
нымъ) закономъ сложенія 1 ) . 

Важность этихъ равенствъ основывается на томъ, что при 
сложеніи (и при другихъ аналогичныхъ операціяхъ) чиселъ от-
личныхъ отъ натуральныхъ, для которыхъ независимость значе-
нія суммы отъ порядка слагаемыхъ не ясна непосредственно, по
следняя сѳйчасъ же можетъ быть распространена на произвольно 
большое число слагаемыхъ, к а к ъ только будетъ установлена 
справедливость равенствъ (I) и ( I I ) . Чтобы въ дальнѣйшемъ 
имѣть возможность ссылаться на это предложеніе въ различныхъ 
случаяхъ, мы его докажемъ теперь же, хотя для сложенія нату
ральныхъ чиселъ, согласно предыдущему, такое доказательство 
является излишнимъ. 

Для доказательства воспользуемся часто примѣняемымъ спо-
собомъ заключенія, которое называется з а к л ю ч е н і е м ъ о т ъ 
п к ъ п-[-1, или м е т о д о м ъ п о л н о й и н д у к ц і и 2 ) . Если 
извѣстно, что нѣкоторое утвержденіе, въ которомъ встрѣчается 
неопределенное число х, несомнѣнно справедливо при х = п - 4 -1 , 
если только допустить его справедливость при х = п, гдѣ » обо-
значаѳтъ произвольное натуральное число, и если притомъ И З 
В Е С Т Н О , что это утвержденіе справедливо при х = а, гдѣ а озна-
чаетъ опредѣленное натуральное число, то заключаемъ, что это 
предложеніе остается вѣрнымъ, если х замѣнить какимъ - либо 
натуральнымъ числомъ болыпимъ а. Сила этого метода заклю-

') Эти названія введены въ Германіи H a n к ѳ Ре м ъ въ его «Theorie der 
komplexen Zah lensys teme» стр. 3. Названіе «коммутативный» (commutativ) и 
«дистрибутивный» (distributiv), (которое будетъ объяснено въ § 5), установлено 
(по H a n k e Гю) S е г ѵ о і s (Gergonnes Ann. Bd. V , 1814, стр. 93), названіе 
же «ассоціативный» (associativ) дано, вѣроятно, Г а м и л ь т о н о м ъ. 

2) Этотъ методъ впервые примѣнилъ въ своей ариѳметикѣ (1575) М а н г о -
1 у с u s' изъ Мессины. Отъ него впервые узналъ этотъ способъ П а с к а л ь 
(1662), считавшшся одно время изобрѣтателемъ этого способа заключенія. 
Ср. Zeitschr. f. mathemat.-naturwiessenschaftl. Unterricht, Bd. 33 (1902), 
стр. 536. 
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чѳнія основывается на томъ, что каждое число, которое больше 
а, можетъ быть получено повторнымъ прибавленіемъ единицы 
к ъ а 1). 

Пусть аѵ а2, а 3 , . . . суть элементы нѣкоторой системы вели-
чинъ (здѣсь, следовательно, эти буквы обозначаютъ не только на
туральный числа), для которой сумма двухъ величинъ определяет
ся, к а к ъ некоторая величина той же самой системы, и для кото
рой справедливо предложеніе: „Если две величины равны одной 
и той же третьей, то оне равны между собой". Мы прежде всего 
покажемъ, что если ассоціативный (сочетательный) законъ спра-
ведливъ для какихъ-либо трехъ произвольныхъ величинъ этой 
системы, то онъ справѳдливъ и для произвольнаго числа ихъ . 
Предположимъ, что законъ установленъ для 3, 4, 5, . . . п сла-
гаемыхъ, т . -е . предположимъ, что если въ ряде, содержащемъ не 
более и, величинъ будемъ суммировать, не изменяя ихъ порядка, 
следующее другъ за другомъ произвольно большое число п а р ъ , 
з атемъ попарно следующія другъ за другомъ суммы, или же такую 
сумму со следующей за нею отдельной величиной, или две сосед-
нихъ отдельныхъ величины, до тЬхъ поръ , пока наконецъ две 
последнія полученныя частныя суммы (а въ последнемъ случае 
такая сумма и отдельное слагаемое) не будутъ соединены при 
помощи сложенія въ одну величину, то результата при всехъ 
предполагаемыхъ соединеніяхъ въ суммы будетъ одинъ и тотъ 
же. Мы можемъ тогда каждую изъ образованныхъ, какимъ-либо 
изъ допущенныхъ способовъ, суммъ г величинъ, аѵ а2, . . . аТ 

(где г означаетъ одно изъ чиселъ 3, 4 , . . . и ) обозначить однимъ 
и т е м ъ же символомъ аг -4- а2 -\- а3 . . . - f - аг. Изъ всехъ суммъ, 
образованныхъ допущеннымъ способомъ изъ (п-{-\) величинъ а1У 

а2, . . . ап + j , могли бы отличаться другъ отъ друга только с л е -
дующія: 

S l = а 1 + ( « 2 + «Я + • • • + + l ) . 

s2 = (в„ - f а2) - j - («g - f « 4 -I- . . . - j - an + 

r ) Такъ какъ каждое число, большее, а можетъ быть получено изъ а при-
бавленіемъ къ нему какого-либо натуральнаго. числа г и такъ какъ а-\-г~ 

z слагаемыхъ 

— a - j - (1 --f- 1 + . . . - ) - 1 ), то мы здѣсь уже наиередъ преднолагаемъ (а по 
предыдущему имѣемъ на это право) справедливость ассоціативнаго закона 
для частиаго случая « - f - ( l -j- 1 -j-... -j- 1 ) — я - f 1 + 1 - ) - • • • + 1. 
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** + 1 = ( « 1 + « 2 + • • • + «ѵ + і ) + К + 2 + • • • + ап + і ) . 

То обстоятельство, что всякія слѣдующія другъ за другомъ 
суммы, a, слѣдовательно, (согласно сдѣланному допущенію относи
тельно системы величинъ) и всѣ остальныя равны между собой, 
легко выясняется изъ слѣдующаго. Введемъ для краткости такія 
обозначенія: 

тогда: 

*ѵ = Л ч + (я ѵ + 1 + В ѵ + 2 ) . 

Но п р е д п о л о ж е н а , сдѣланному для трехъ величинъ, слѣдуетъ 

Такимъ образомъ, на основаніи полной индукціи вытекаетъ 
справедливость ассоціативнаго закона для произвольно большого 
числа величинъ системы alt а2, . . . . 

Теперь мы докажемъ, что если для трехъ, (а, слѣдовательно, и 
для произвольно большого числа) величинъ нашей системы спра-
ведливъ ассоціативный законъ и для двухъ коммутативный, — 
то послѣдній вѣренъ и для произвольнаго числа величинъ. 
Такъ к а к ъ перестановка любыхъ двухъ слагаемыхъ можетъ быть 
достигнута повторными перестановками двухъ сосѣднихъ слага
емыхъ, что ясно само собой, то намъ достаточно только пока
зать, что двѣ слѣдующія суммы: 

s = a1 + a2 - f . . . - f a 4 - i + av + «v + i + e * + s + • • • + й п 
и 

равны между собой. 
Если опять ввести для краткости такія обозначенія: 

° 1 + Й 2 + - - - + Й ѵ - 1 = А - 1 И аѵ + 2 + ••• + «™ = -#ѵ + 2> 

то: 
*' = Л - 1 + К+-1 + а») + Д + 8» 

или, такъ какъ , по п р е д п о л о ж е н а , 



14 Глава I. Натуральным числа. 

то: 

слѣдовательно, s' = sl). 

Такимъ образомъ для нашей системы величинъ (аг а2 . . . ) 
в ъ силу сдѣланныхъ предположена доказано слѣдующее пред-
ложеніе: 

Е с л и и з ъ р я д а , с о с т о я щ а г о и з ъ п р о и з в о л ь н о 
б о л ь ш о г о ч и с л а в е л и ч и н ъ с и с т е м ы , в ы б р а т ь н ѣ -
с к о л ь к о и с о е д и н и т ь и х ъ в ъ п р о и з в о л ь н о м ъ 
п о р я д к ѣ в ъ о д н у с у м м у , и з а м ѣ н и т ь в ы д ѣ л е н н у ю 
г р у п п у п о л у ч е н н о й с у м м о й , т о б у д е м ъ и м ѣ т ь 
р я д ъ с ъ м е н ь ш и м ъ ч и с л о м ъ ч л е н о в ъ , с ъ к о т о р ы м ъ 
м о ж н о п о с т у п а т ь п о д о б н ы м ъ ж е о б р а з о м ъ ; п о с т у -
п а ѳ м ъ т а к ъ д о т ѣ х ъ п о р ъ , п о к а в м ѣ с т о п е р в о й а -
ч а л ь н а г о р я д а н е п о л у ч и м ъ т о л ь к о о д н у в е л и ч и н у , 
к о т о р а я и п р ѳ д с т а в и т ъ с у м м у д а н н ы х ъ в е л и ч и н ъ ; 
е я з н а ч е н і е с о в е р ш е н н о н е з а в и с и т ъ о т ъ п о р я д к а 
о б р а з о в а н і я с у м м ъ 2 ) . 

С. Теоремы о неравенствахъ. 

Изъ только что доказаннаго предложенья вытекаетъ рядъ 
слѣдствій относящихся к ъ неравенствамъ. 

I . Если 

то s можетъ быть написано въ формѣ 

гдѣ означаетъ число 

но это, согласно опредѣленію, данному въ концѣ § 2, значитъ , что 

1) Доказательство того, что можно первый, а также и послѣдній члены 
мѣнять мѣстами съ сосѣдними, по существу то ж е самое. 

2 ) Это предложеніе приблизительно въ такой же формѣ встрѣчается у 
Е . S c h r ö d e r , Lehrbuch der Arithmetik п. Algebra. Стр. 60. О числѣ р а з -
личныхъ способовъ образованія суммы изъ произвольнаго числа членовъ, ср. 
гл. V , § 1, D . 

3 ) Буквы теперь снова означают* натуралышя числа. 
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т . -е . , если выразить эту мысль словами: с у м м а в с е г д а 
б о л ь ш е , ч ѣ м ъ к а к о е - л и б о и з ъ е я с л а г а е м ы х ъ . 

И. Если 
а і ^ > а 2 > а слѣдов. а1 = а і - \ - 2 1 , 

« 2 > « 3 л » « 2 = а 3 + г 2 > 

а п - і > а » » я « « і = « • + * » - ! . 

гдѣ Ä'J , ^ 2 - - - 0 7 . - і означаютъ какія-либо натуральный числа, то 
легко видѣть, что 

fli = {[f«« + * , - i ) + * » - 2 ] + ••• } + 
или 

в 1 = в , + ^ я - і ѵ Г А * # » - 1 = * , - 1 + * « - И Т * * і » 

слѣдовательно, 
« і > в я . 

Къ аналогичному результату можно притти, замѣнивъ во 
всѣхъ неравенствахъ знакъ > знакомъ < \ 

I I I . Т а к ъ какъ 

a - f (Ъ - f г) = (a - j - 6) + г > a - f й, 
и 

(a - f г) - f ft = (a - f й) - f - * > a - f 6, 

т о з н а ч е н і е э т о й с у м м ы у в е л и ч и в а е т с я , ( и л и 
у м е н ь ш а е т с я ) е с л и у в е л и ч и т ь ( у м е н ь ш и т ь ) о д н о 
и з ъ с л а г а е м ы х ъ . 

То же предложеніе остается въ силѣ и для многочленной 
суммы, въ чемъ легко убѣдиться, замѣняя неизмѣняющіяся сла
гаемый частными суммами. Изъ этого предложенія мы можѳмъ 
сдѣлать слѣдующій важный выводъ: если 

а -f- Ь = a - j - й', то необходимо, чтобы 

й = й'; 

т а к ъ к а к ъ если бы й « £ й ' , то мы 

имѣли бы а-\-Ъ^_а~\-Ъ'. 

I V . Если 

а > й , а, слѣдовательно, •a = b-\-z, 
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то а + «' = 6 + 6 ' + + 

откуда « + а ' > 6 + 6'. 

Такимъ же образомъ изъ а < ^ 6 и а <^Ѵ получаемъ: 

« + « ' < 6 + 6'. 

Словами это выражается т а к ъ : н е р а в е н с т в а о д и -
н а к о в а г о з н а к а м о ж н о с к л а д ы в а т ь и п р и т о м ъ 
т а к ъ : с к л а д ы в а ю т ъ с о о т в ѣ т с т в е н н о л ѣ в ы я ч а с т и 
с ъ л ѣ в ы м и и п р а в ы я с ъ п р а в ы м и , и п е р в а я с у м м а 
с о е д и н я е т с я с о в т о р о й т ѣ м ъ ж е з н а к а м ъ н е р а в е н 
с т в а 

§ 4. Вычитаніе. 

A . Опредѣленіе вычитанія. 

Если число « будетъ больше, чѣмъ число Ь, то а можно 
разсматривать, к а к ъ сумму (см. § 2), одно изъ слагаемыхъ кото
рой есть 6, а другое с, вполнѣ опредѣляемое числами о и 6; что 
число с единственное, вытекаетъ изъ предложенія: если 6 + с' = 
= Ь + с, то необходимо должно быть ё — с (§ 3, С I I I ) . Число с на-
зываютъ разностью чиселъ а и 6 и, чтобы выразить ея зависи
мость отъ чиселъ а и 6, пишутъ с — а— б 2 ) , т. е. а безъ 6, 
или а минусъ 6; а называется уменьшаемымъ, 6 называется 
вычитаемымъ. Операція нахожденія с называется вычитаніемъ; 
а — Ь означаетъ то число, которое будучи соединено съ 6 въ одну 
сумму даетъ а. Символически: 

6 + ( а — Ъ)~а, 
или 

(а — Ь)-\-Ь = а 

<) Изъ опредѣленія равенства двухъ натуральныхъ чиселъ, даннаго въ § 2, 
само собой понятно, что если а = а' и Ь = ¥, то должно имѣть мѣсто также 
и а-\-Ь = а' -\-Ъ'. 

2 ) Знакъ « —> встрѣчается впервые (одновременно со знакомъ +') въ концѣ 
X V столѣтія (у Joh. W і d m а п п въ Германіи, у L i o n a r d o da V i n c i въ 
Италіи). Н а сто же лѣтъ позднѣе V i é t e ' ( a нослѣ него и G i r a r d ) употреб-
ляетъ также и знакъ = , который ставится между двумя числами для обозна-
ченія абсолютнаго значенія разности независимо отъ того, какое изъ этихъ 
двухъ чиселъ больше. 
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Непосредственно изъ опредѣленія вычитанія слѣдуетъ: 

(a-\-b)— Ъ = а. 

Послѣднія два равенства указываютъ на то, что если изъ 
числа а сначала вычесть Ь, a затѣмъ то же число прибавить, 
или если сначала прибавить Ъ, а потомъ его же вычесть, перво
начально данное число а останется безъ измѣненія; прибавленіе 
и вычитаніе одного и того же числа взаимно покрываются. Вы-
читаніе поэтому называется дѣйствіемъ, обратнымъ сложенію. 
Оно выполнимо только тогда и притомъ единственнымъ образомъ, 
когда уменьшаемое больше вычитаемаго. 

В . Соотношенія между суммами и разностями. 

(I) (a-\-b) — c = a-\-(b—c). 

( I I ) а — (Ь -[-с) = (а — Ъ) — с. 

( I I I ) а — (Ъ — с) = {а — Ъ)-\-с. 

( IV) {а-\-с) — (Ъ-{-с) = а — Ъ. 

(V) (а — с) — (Ь — с) = а — Ъ. 

(VI) (a-e)-j-(b — (/) = (а - f 6) — (с-+ d) 
Эти равенства справедливы, если а, Ь, с, d, означаютъ какія-

либо натуральныя чиола и въ каждой встрѣчающейся разности 
уменьшаемое больше вычитаемаго. Доказательства получаются 
очень просто изъ опредѣленія разности, изъ ассоціативнаго за
кона для суммы, а для ( I I I ) и (V) изъ доказаннаго ранѣе равен
ства ( I ) . 

Чтобы доказать, напримѣръ , справедливость (I) намъ доста
точно выяснить, что сумма всей правой части этого равенства и 
числа с равна а~\-Ь. 

Имѣемъ: 

[a -L. (6 — с)] -f- с = a - f [(6 — с) - f с] = a - f Ь. 

Чтобы вывести ( I I I ) , составляемъ сумму: 

[ ( о — + - f-(ô-— с) = [(я — Ъ)-\-е-\-Ъ] — с (по I ) . 

[ l « — b\ -| h •-<•} — <• . 

= [a - j - с] —-с 
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Остальныя равенства доказываются подобнымъ же образомъ. 
Чтобы употреблять по возможности меньше скобокъ, распро-

странимъ условія, указанный въ § 3 В, и на тотъ случай, когда 
вычитаніе и сложеніе чередуются, такимъ образомъ, а-\-Ь — с 
означаетъ тоже самое, что и (а -\- Ь) — с, а — Ь -}т с тоже самое, 
что и (о — Ь) -|~ с и т. д. 

§ 5. Умноженіе. 

A . Понятіе произвѳденія. 

Пусть Аѵ А2, . . . Ab, означаютъ множества, состаящія каждое 
изъ а однородныхъ объектовъ, т. е. изъ вещей, оказывающихся 
одинаковыми по свойствамъ, являющимся главнымъ предметомъ 
нашего вниманія; эти множества можно разсматривать к а к ъ оди
наковый постольку, поскольку мы отвлекаемся отъ ихъ остальныхъ 
различій. Каждое изъ нихъ мы можемъ обозначить одной и той 

(Ь слагаемыхъ). 
* I i i - ч 

же буквой А и записать ихъ сумму А -\- А -(- А . . . -\- А. 
Т а к ъ к а к ъ подобныя суммы, въ которыхъ всѣ безъ исключе-

нія слагаемый равны между собой, встречаются очень часто, то 
для нихъ имѣется сокращенный способъ записи, а именно А X Ь, 
или А . Ь , или также Ab, и введено особое названіе „произве
д е т е " J ) . Слагаемое А, повторно прибавляемое называютъ мно-
жимымъ, число слагаемыхъ Ь называютъ множитѳлемъ 2 ) , а са
мое дѣйствіе, посредствомъ котораго получается п р о и з в е д е т е , на
зывается умноженіемъ 3 ) . 

') Знакъ умножения въ видѣ креста ведетъ свое начало отъ O u g h t r e d 
(Clavis mathematica, 1631), точка же впервые примѣнена Л е й б н и ц е м ъ 
(1693) и стала затѣмъ наиболѣе унотребительнымъ знакомъ умноженія, благо
даря учебникамъ Chr. v. W o l f f a . Ср. C a n t o r , Vorlesungen I I , стр. 721 и 
J . T r o p f k e , Geschichte der Elementarmathematik I , стр. 135—137. 

2) Иногда пишутъ множитель передъ множимымъ; общаго соглашенія о 
ихъ порядкѣ не имѣется, 

3 ) Пока мы остаемся въ области собственно представимыхъ чиселъ, то 
рѣчв идетъ лишь о сокращенномъ обозначеніи, а не о сокращеніи вычисленія. 
Лишь ариѳметическіе законы, которые еще будутъ выведены въ этомъ § и 
слѣдующемъ, дадутъ намъ ВІЗМОЖНОСТЬ замѣнить значительно болѣе короткимъ 
вычисленіемъ суммированіе, которое слѣдуетъ производить надъ символически 
представленными числами. (Ср. § 10). 
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(6 слагаемыхъ). 
• — ^ 

Число, соответствующее множеству А.Ъ, есть а-\-а-\-а • — j - a ; 
его можно также записать въ В И Д Е a \ b или а.Ь\ если мно
жимое и множитель суть числа обозначенныя цыфрами, то не
льзя обойтись безъ знака умноженія ( X и л и •)> т а к ъ к а к ъ про
стому помѣщенію рядомъ двухъ чиселъ записанныхъ цыфрами 
придаютъ другой смыслъ (см. § 10), 

Множимое можетъ представлять изъ себя какое-либо множе
ство объектовъ, т . -е . быть именованнымъ числомъ, но можетъ 
быть и н е и м е н о в а н н ы м ъ числомъ. Множитель по своей при-
родѣ всегда есть нѣкоторый аггрегатъ отвлечениыхъ единицъ, 
следовательно, не именованное число. Мы будемъ разсматривать 
произведенія, въ которыхъ множимое и множитель суть числа не 
именованный *). 

В . Коммутативный (перемѣстительный) и асеоціативный 
(сочетательный) законы. 

Согласно определенію произведенія имѣемъ: 

(b слагаемыхъ) 

a.b=a-\-a-\-a-{- •. • -\-a 

(h частныхъ суммъ) 

(a слагаемыхъ) (a слагаемыхъ) (a слагаемыхъ) 

= ( i + i + i - - - + i ) + ( i + i + i H И ) - | f - C M - i + i H r-TT-

Т а к ъ к а к ъ значеніе суммы не зависитъ отъ порядка слагае
мыхъ, то можно образовать суммы такимъ образомъ: взять по 
единице изъ каждой частной суммы и сосчитать ихъ , затѣмъ 
взять по второй единице изъ каждой частной суммы и эти еди-

!) В ъ послѣднее время С а р е 11 і (SuH'ordine di precedenza fra le opera-
zioni fbndamentali deU'Aritmetica, Napoli 1900 и Element! di aritmetica r a -
gionata e di algebra, Xapoli 1902) опредѣлилъ п р о и з в е д е т е даухъ чиселъ a, ft, 
какъ число принадлежащее такому множеству, которое получается, если ка
ждый объектъ множества числа а комбинировать съ каждымъ объектомъ мно
жества числа Ъ. O a p e l l i пользуется этймъ опредѣленіемъ, чтобы имѣть 
возможность разсматривать умноженіе независимо отъ сложенія и раньше его, 
исходя изъ опредѣленныхъ оенованій, не совсѣмъ для меня убѣдительныхъ. До 
этого G . C a n t o r (1895), въ его уже цитированныхъ работахъ cBeiträge 
zur Begründung der transî in i ten Mengenlehre» (Math. Ann. Bd. 46, стр. 485) 
нодобнымъ же образомъ онредѣлилъ умноженіе мощностей двухъ множѳствъ. 

К. ферберъ. Лриеметика. 3 
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ницы сложить; и" продолжать такимъ образомъ до тѣхъ порт., 
пока не будутъ пересчитаны всѣ единицы. Такимъ образомъ, по-
лучаемъ: 

(а частныхъ суммъ) 

ф слагаемыхъ) (Ь слагаемыхъ) (6 слагаемыхъ) 

« . г , = ( Т + і н pT)- f - ( i+L4 Ь ^ ) Ч - ( ^ і + і 4 - - - - - М ) Н h 
ф слагаемыхъ) 

+ ( 7 + i + i + . . . + ï ) ; ' 
(a слагаемыхъ) 

rt.ô=ô+6+&H \-bl 

a-b—ba. 

Доказанная здѣсь формула называется к о м м у т а т и в н ы м ъ 
закономъ умноженія. 

Этотъ законъ говорить: м н о ж и м о е и м н о ж и т е л ь 
м о ж н о м ѣ н я т ь м ѣ с т а м и ; поэтому обоимъ дано общее на-
званіе сомножителей (факторы); часто называютъ тотъ изъ двухъ 
сомножителей, которому не отдается превалирующего значенія въ 
данномъ вычисленіи, коэффиціентомъ другого, а именно опредѣ-
ленное (напр. обозначенное цыфрами. Ред.) число въ произве-
деніи, состоящемъ изъ одного опредѣленнаго числа и другого 
неопредѣленнаго. Такимъ образомъ, 5 называется коэффиціентомъ 
а въ произведена 5а. 

(а слагаемыхъ) 

П р о и з в е д е т е 1 • а по опредѣленію равно 1 + 1 + 1 + 1-1, 
т . -е . имѣетъ значеніе a. Обозначеніе а • 1 само по себѣ не 
имѣетъ никакого смысла, т акъ к а к ъ попятіе суммы предпола-
гаетъ по крайней мѣрѣ два слагаемыхъ. Если станемъ а Л раз-
сматривать какъ произведеніе, то для того, чтобы и здѣсь имѣлъ 
мѣсто коммутативный законъ, подъ этимъ произнеденіемъ мы 
должны подразумѣвать не что иное, какъ а. Мы этимъ твердо 
устанавливаемъ, что при умноженіи числа на 1 значеніе его не 
измѣняется. 

Число, полученное путемъ перемноженія двухъ чиселъ, мы 
всегда можемъ умножить на третье число; т а к ъ , напримѣръ, 
можемъ образовать изъ трехъ чиселъ а, Ь и с слѣдуюпіія лроиз 
веденія: 

(ah) с или а(Ьс), или (ас)Ъ, или a (be)... и т. д. 
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Имѣемъ 
(г частныхъ суммы 

(b слагаемых!,) (b слагаемыхъ) 

(а • Ь) • с = (а-\-а-\- • • • -\-a) -f- (a J

r a -f- • • • - ( - а) . 
(> слагаемыхъ) 

Сумма въ правой части равенства имѣетъ 6 - } • - & - ( - . . . - ) - і = ftc 
слагаемыхъ. Такъ какъ каждое слагаемое = а, то ее можно на
писать а(Ьс). Этимъ самымъ доказывается равенство. 

( I I ) (пЬ)с = а(Ы), 

т . -е . ассоціативный законъ для умноженін. 
Повторное примѣненіе обѣихъ формулъ: 

а • b = b • а и (ab) • с = а • (be) 

даетъ прежде всего равенство всѣхъ производеній, который можно 
образовать изъ трехъ чиселъ а, Ь, с. Тѣмъ же методомъ доказа
тельства, которымъ мы вывели въ § 3 В справедливость ассоціа-
тивнаго закона для любого числа слагаемыхъ, при допущеніи его 
для трехъ слагаемыхъ, а также наличность коммутативнаго за
кона для любого числа слагаемыхъ, при допущеніи ассоціатив-
наго закона и коммутативнаго для двухъ чиселъ, мы можемъ 
сдѣлать заключеніе о справедливости обоихъ законовъ и для про-
изведенія произвольнаго числа сомножителей. 

В ъ доказательствѣ, приведенномъ въ § 3 В, слѣдуетъ только 
слова „сложить" , „слагаемое", „сумма", повсюду замѣнить сло
вами: „умножить", „сомножитель", „ п р о и з в е д е т е " и знакъ сло-
женія знакомь умноженія, а въ остальномъ изложеніе останется 
дословно такимъ же. ІІримѣненіе обоихъ законовъ приводить къ 
слѣдующему общему предложенію, аналогичному тому, которое 
высказано относительно сложенія въ § 3 В: 

„ Е с л и и з ъ р я д а и ч и с е л ъ ал, а, , . . . « п , с о е д и н и т ь 
к а к и х ъ - л и б о д в а в ъ о д н о п р о и з в е д е н і е и в ы д і ; л е н -
н ы я д в а ч и с л а з а м ѣ н и т ь э т и м ъ п р о и з в е д е н і е м ъ , 
т о о б р а з у е т с я р я д ъ и з ъ п — 1 ч и с л а . Е с л и и з ъ 
э т о г о р я д а с н о в а с о е д и н и т ь к а к і я - л и б о д в а ч и с л а 
в ъ о д н о п р о и з в е д е н і е , т о о с т а н е т с я п — 2 ч и с л а ; 
п р о д о л ж а в м ъ т а к и м ъ- о б р а з о м ъ д а л ь ш о д о т ѣ х ъ 
п о р ъ , п о к а п е р в о н а ч а л ь н ы й р я д ъ н е з а м ѣ н и т с я 
е д и н с т в е н н ы м ъ ч и с л о м ъ , п р и ч е м ъ п о с л ѣ д н е е н е 

3* 
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з а в и с и т ъ о т ъ в ы б о р а п о р я д к а о т д ѣ л ь н ы х ъ п р о 
и з в е д е н а ; о н о к о р о т к о м о ж е т ъ б ы т ь н а з в а н о п р о 
и з в е л е н і е м ъ ч и с е л ъ аг, а2, as • • • ап и з а п и с а н о в ъ 
в и д ѣ аЛ-а2- • 

Этимъ предложѳніемъ пользуются, напр . , когда одни изъ 
сомножителей опредѣленныя числа, a другія неопредѣленныя; 
тогда принято опредѣленныя числа соединять въ одно произве
д е т е и полученное число ставить въ видѣ сомножителя (коэффи
циента) впереди произведенія неопредѣленныхъ сомножителей, 
напримѣръ: 

2а-ЗЬ — öab. 

С. Дистрибутивный (распредѣлительный) законъ. 

Соединеніе нѣсколькихъ чиселъ при помощи сложенія и умно-
женія ведетъ к ъ новымъ соотношеніямъ и предложеніямъ. Т а к ъ 
какъ при нодобнаго рода соединеніи дѣйствій результатъ уже 
является зависящимъ отъ порядка ихъ , то для предупрежденія недо-
разумѣній слѣдуетъ заключать въ скобки тѣ числа, которыя при
ходится соединять сначала; затѣмъ въ большія скобки заключать 
тѣ числа и полученные ранѣе результаты, которыя требуется 
снова соединить между собой и т. д. Чтобы по возможности избѣ-
жать накопленія скобокъ, распространяюсь данное въ §§ 3 В и 4 В 
соглашеніе объ опущеніи скобокъ слѣдующимъ образомъ. 

Называя сложеніе и вычитаніе операціями первой ступени, а 
умноженіе и дѣленіе (которое будетъ введено въ § 6) онераціями 
второй ступени, принимаемъ, что скобки могутъ быть опущены 
въ двухъ случахъ: 

1. Если выраженіе, данное для вычисленія, содержитъ только 
операціи одной и той же ступени и соединенія должны быть 
выполнены въ той последовательности, какъ они записаны, 
т . -е . первое число должно быть соединено со вторымъ, полученный 
результатъ съ третьимъ и т. д. 

2. Если въ вычислены, содержащемъ операціи различныхъ 
ступеней, операція высшей ступени должна быть произведена 
сначала. Напримѣръ , а-Ь-\-с означаетъ то же , что и (а-Ь)-\~с. 
Если же сначала надо образовать сумму Ь -4- с, то слѣдуетъ 
писать такъ : а(Ъ-\-с) ]). 

х ) Случаи, когда слѣдуѳтъ ставить или опускать скобки, основательно и 
подробно разобралъ Е , S c h r ö d e r , Lehrb. d. Arithm. u. Algebra, стр. 214 и д. 
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По опредѣленію произведенія имѣемъ: 
(с частныхъ суммъ) 

(а + h) - ß = (a - f b) + - • •+(« + *) 
(с слагаемыхъ) (с слагаемыхъ) 

(а 4 - è) • с = (а -] f- a) - f (й -\ f- i ) 

(I) (« + 6 ) . « = « С - | - & Г ! . 

Равенство ( А . - j - ? > ) с ~ - f - в ы р а ж а е т ъ д и с т р и б у т и в н ы й 1 ) 
законъ умноженія. Его доказательство не зависитъ отъ двухъ 
предыдущихъ законовъ 2 ) . Если коммутативный законъ еще не 
доказанъ, то можно непосредственно изъ опредѣленія произве-
денія вывести слѣдующую формулу: 

с-(а-\-Ъ) = с-а-\-с-Ь. 

Далѣе совершенно подобнымъ же образомъ (или, если угодно, 
примѣненіемъ способа доказательства отъ п къ п-\-\) выводится 
болѣе общая формула. 

( I I ) (<*! + «* H \-nn)-« = aifl-{-a2cJr- V + V -

Повторнымъ примѣненіемъ этой формулы мы можемъ произ
в е д е т е двухъ суммъ представить въ видѣ одной суммы. 

Если дано п р о и з в е д е т е 

Р = (ал + а2 + а3 - | \- о„) (Ьг + \ -\ \- bj, 

то полагая 
6і + 6 3 + - - - + ^ = -В. 

найдемъ: 

P = = ( a 1 + a2 + a s + ..--f-_e n)-J5 

На основаніи ( I I ) слѣдуетъ: 

Р = а1В + а3В + а8В + . . . + аяВ 

=«x(*i + » 2 + ' • • + U + «2<A + h + • • • + * J + «3(&a + h + 
+ • • • + J

m ) + • • • + + ^2 + • • • + U ; 

В о всякомъ случаѣ надо замѣтить, что эти условія выполняются не всегда. 
а : Ъс въ силу перваго условія должно было бы обозначать то же самое, что и 
(а : Ь ) . с, и S c h r ö d e r этого и требуетъ. Но б е з ъ сомнѣнія, большинство ма-
тематиковъ нонимаетъ а : be, какъ а : (be). 

*) Что касается названія, ср. § 3 В, стр. 11. Прим. 1. 
2 ) Изъ дистрибутивнаго закона можно легко вывести ассоціативный и 

коммутативный законы. Ср. S c h r o d e r , Lehrbuch der Arithm. u. Algehra. 
Стр. 91. 
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итакъ: 

^ = « Л + « А Н Ь « А , 

A " A +аА~І Va2hm 

( I I I ) - А ' А + "А>Н \ . а ф ш 

+ " А + " А - І h « А -

т . - е . п р и п е р е м н о ж е н і и д в у х ъ с у м м ъ к а ж д о е е л а - ' 
г а е м о е п е р в о й у м н о ж а е т с я н а к а ж д о е с л а г а е м о е 
в т о р о й , и п о л у ч е н н ы е р е з у л ь т а т ы с к л а д ы в а ю т с я . 

Подобныя же формулы можно получить и для умноженія 
разности на число, на сумму или на разность. Равенство 

( IV) {а — Ъ)-с = ас, — Ъс 

можно доказать , выяснивъ, что если къ лѣвой части прибавить 
вычитаемое правой части, то получается уменьшаемое правой 
части. Въ самомъ дѣлѣ: 

(a —ft) -с-4-йс = [(« — & ) - [ - ( п о ( I ) ) 
= ас 

Пользуясь формулой ( IV) и формулами ( I I ) и ( I I I ) въ §§ 4 В, 
можно сейчасъ же доказать слѣдующія равенства 

(V) (a — b)-(c + d) = ac + ad — bc — bd 
и 
(VI) (а — h) -{c—d) = ас - j - bd — ad— be. 

Въ формулахъ ( IV) , (V) и (VI) предполагается, конечно, что 
во всѣхъ разностяхъ уменьшаемый больше вычитаемыхъ. 

D. Теоремы о неравенетвахъ. 
Если 

b^>V, a слѣд. , b = b'-\-z, 
то 

( I) ab = а{1! -f- s) = ab' - f as > ab'. 

Следовательно, если въ произведена двухъ сомножителей 
мѣняется значеніе одного изъ нихъ, то въ томъ же смыслѣ 
измѣнится и значеніе произведенія, откуда вытекаетъ слѣдующее 
предложеніе: Е с л и д в а п р о и з в е д е н і я , с о с т о я щ і я к а 
ж д о е и з ъ д в у х ъ с о м H о ж и т е л е й , и м ѣ ю т ъ о д н о и т о 
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ж е з н а че, н і е, п р и ч с м ъ о д и н ъ с о м н о ж и т е л ь о д н о г о 
и з ъ п р о и з в е д е и і й р а в е н ъ о д н о м у и з ъ с о м н о ж и т е 
л е й д р у г о г о п р о и з в е д е н і я , т о и в т о р о й с о м н о ж и 
т е л ь п е р в а г о п р о и з в е д е н і я р а в е н ъ в т о р о м у с о 
м н о ж и т е л ю д р у г о г о п р о и з в е д е н і я . 

Если 

а^>а', a слѣд. , а = п'-\-и 
и 

й > 7 / , a слѣд. , h = b' + g, 

то слѣдуетъ: 

a-b = (а' -}-и)• (7/ -J- г) — a'V -\- а'.г -f- bu -4- uz, 

слѣдовательно, 
( I I ) ahy>a'U 

E. Добавленіе. Ариѳметичеокіе ряды. 

До с ихъ поръ мы все время имѣли дѣло съ такими множе
ствами однородныхъ предметовъ, которыя не опредѣлялись однимъ 
какимъ-нибудь числомъ, но числа которыхъ находились въ опре-
дѣленныхъ простыхъ соотношеніяхъ между собой; мы теперь бу-
демъ говорить о множествахъ, которыя могутъ быть расположены 
въ такой послѣдовательности, что число, соотвѣтствующее каждому 
слѣдующему множеству на одно и то же, напр. , на d, болѣе 
непосредственно ему предшествующего: такимъ образомъ, обозна
чая числа, соотвѣтствующія отдѣльпымъ множествамъ этой по
следовательности черезъ аѵ о 2 •••«•„) 
получаемъ: 

а2 — а1 -f- d 

as — аг -4- d -J- d = ay -f- 2d. 

« „ = " 1 + 0 — 1 H 

Иослѣдовательность такого рода чиселъ называется „ а р и о -
м е т и ч е с к и м ъ р я д о м ъ " , a отдѣльныя числа его „членами". 
Не трудно выразить число, соотвѣтствующее совокупности отдѣль-
ныхъ множествъ, т.-е. сумму членовъ ариометическаго ряда въ 
видѣ произведенія (т.-е. суммы равныхъ слагаемыхъ), примѣняя 
основной законъ сложенія о независимости значенія суммы отъ 
порядка слагаемыхъ (гл. 1, § 3 В). 
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Въ самомъ дѣлѣ, если 

з — «j -f- а 2 H (- о ѵ H h « „ _ ! + а „ , 
то 

* = ап + « я - 1 "I h » n + 1 - v H 1" fl2 + » 

слѣдовательно, 

2 s = ( « , + a j + (a2 + %...Л ) - f 1- fa, + « „ + , - , ) ^ H « „ - , + « 2 ) + 
+ K + « + 

Такъ какъ вообще 
« v = a -f- (v— 1") г/ 

и ' ( v = l , 2 , - . . « ) 
« n + 1 _ , = « + (» — v)^ , 

то 
a v - f «»+i - , = 2« + О — 1 ) d, 

а, слѣдовательно, не зависитъ отъ ѵ. Поэтому 2s будетъ пред
ставлено въ видѣ суммы слагаемыхъ, значенія которыхъ равны 
2« + ( м — Г ) ( / , и число такихъ слагаемыхъ равно п; слѣдова-
тельно, можемъ написать: 

2s = [2fii-{-(n — l ) d ] u . 

Для примѣра возьмемъ 

аЛ = I и d=l, то получимъ: 

2s = 2(1 + 2 - I (-и) = [2 - + ( » — 1)]. и = (« - f 1)• w; 

а для « = 1 и (1 = 2 

2* = 2[1 + 3 + 5 \-(2п — 1)] = [2 + ( п — l)2jw== 2и2.1). 

§ 6. Дѣленіе. 

A. Опрѳдѣлѳніе дѣленія. 

Если а и b два натуральныхъ числа, то иногда возможно 
найти такое третье число с, что: 

a —be. 
Въ этомъ случаѣ говорятъ, что а есть число кратное b или b 

есть дѣлитель числа а. 
Изъ § 5D (I) слѣдуетъ, что во всякомъ случаѣ не можетъ 

существовать болѣе одного такого числа с. 

1) Задачи, въ который входятъ числа, расположенный въ ариѳметическій 
рядъ, встрѣчаются у ж е у древнихъ египтянъ и вавиііонянъ, а сумма п первыхъ 
натуральныхъ и п первыхъ нечетныхъ чиселъ встрѣчается въ щколѣ ниѳаго-
рейцевъ. Ср. С a u t o r I , стр. 40 и стр. 149. 
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Задачу объ отысканіи по числамъ а и Ъ такого числа с, 
чтобы а — Ъс, записываюсь такъ : с — а'.Ь1) и называютъ a дѣ-
лимымъ, Ъ — дѣлителемъ, с — частиымъ, а самое дѣйствіе, посред-
ствомъ котораго по даннымтл о и J находясь с, называютъ дѣ-
леніемъ. Нахожденіе по данному произведенію и второму сомножи
телю с перваго сомножителя Ъ, въ силу коммутативнаго закона 
для неименованныхъ сомножителей, представляетъ ту же за
дачу. Если же А и В именованный числа и, следовательно, 
представляюсь множества однородныхъ объектовъ, а е. число не 
именованное, то можно съ одной стороны по даннымъ A a r 
искать множество В, которое удовлетворяем равенству А = Вс; 
это множество называютъ с-той частью А; съ другой стороны, если 
даны А и В, можно искать число с, которое должно показывать, 
какой кратностью относительно В обладаетъ множество А, или 
иначе , сколько разъ В содержится въ А. Въ первомъ случаѣ дѣ-
леніе называютъ дѣленіемъ на части, а во второмъ измѣреніемъ 
(дѣленіемъ по содержанію). Въ области действительно предста-
вимыхъ чиселъ дѣленіе числа А на В производясь слѣдующимъ 
образомъ: изъ единицъ числа А образуюсь группу въ В еди
ницъ; изъ единицъ оставшагося числа снова составляютъ группу 
въ В единицъ и т. д. Если окажется возможнымъ всѣ единицы 
числа А соединить въ группы по В единицъ и если при этомъ 
не окажется лишнихъ единицъ, то дѣленіе А:В выполнимо, и 
число полученныхъ группъ даетъ искомое частное. Что же ка
сается символическихъ чиселъ, въ особенности же чиселъ де-
сятичныхъ, то мы позднѣе (§ 10) познакомимся съ болѣе корот-
кимъ способомъ выполненія дѣленія, который основывается на 
ариѳметическихъ законахъ, которые будутъ выведены далѣе . 

В. Формулы дѣленія. 

Согласно опредѣленію частнаго а:Ъ есть то число (и притомъ 
единственное, если только оно существуетъ), для котораго: 

( а : 6 ) - 6 = а 2 ) или Ь-(а\Ь) = а. 
Дѣленіе выполнено правильно въ томъ случаѣ и только въ 

томъ, если произведете частнаго и дѣлителя равно дѣлимому. 

1) Двѣ точки, въ качествѣ знака дѣлѳнія. введены Л е й б н и ц ѳ м ъ (1684). 
2) Число а останется, слѣдовательно, безъ измѣненія, если его сперва р а з -

дѣлить на какое-нибудь число Ъ, a затѣмъ умножить на то же число ft. Дѣле-
ніе и умноженіе, такимъ образомъ, уничтожаютъ другъ друга; поэтому дѣленіе 
и умноженіе называютъ обратными дѣйствіями. 
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ІІосредствомъ этого критерін легко доказать слѣдующія ра
венства: 

( I ) (ab у. с —а-(Ь:с), 

такъ к а к ъ \a-(b\c)~\-c = a-[(b'.v)-c] = ab. 

( I I ) o:(ftr) = (o:ft) :r , 

т а к ъ к а к ъ [(n\b)\r\-Q)p) = \^(a\b)\r\-c^b — (fi'.b)-b==a. 

(HI) a:(b:c) = (a:b)-c, 

т а к ъ к а к ъ [(a:b)-c]-(b:c) = [(a'.b)-c-b\:c (по 1). 

= [(a'.b)-b-c]'.c, 

= [а-с]'.с — а. 

( I V ) (а-с):(Ь-с) = а:Ь, 

т а к ъ к а к ъ (a:b)-(be) = [(a:b)-b]-r = a-c. 

(Y) ( я : с ) : ( і : « ) = а : і , 

т а к ъ к а к ъ ( а : і ) - ( й : с ) = [ (а :? / ) - і ] :с (по I ) . 

= а'.с. 

(VI) ( а : с И & : г і ) = ( а -й ) : ( с<0 , 
такъ какъ (a'.c)-(b\d)-(c-d) = ah. 

Формулы отъ (1) до (VI) вполнѣ аналогичны формуламъ отъ (I) до 
(VI) въ § 4 В, точно такъ же, какъ и ихъ доказательства 

Изъ опредѣленія частнаго и изъформулъ ( I I ) и (IV)'§ 5 С, выте-
каютъ еще два равенства, соотвѣтствующія этимъ формуламъ: 

>) Законы сложенія и умноженія съ одной стороны, вычитанія и дѣленія 
съ другой, могутъ быть одновременно выведены чисто-формалыіымъ иутемъ 
(т.-е. не касаясь смысла понятій суммы, ироизведенія, разности и частнаго) . 
Въ общемъ видѣ это было впервые проведено H a n k е 1'е м ъ въ его «Theorie 
der komplexen Zahlensys teme» Leipzig 1867 (ср. также 0. Stolz. Vorlesungen 
über allgemeine Arithmetik. I Te i l , 3. Abschn.). Въ случаѣ заданія какой-либо 
системы величинъ онъ называете соединеніе этихъ величинъ т е т и ч е с к и м ъ 
(полагательнымъ), если послѣднее для любой пары величинъ всегда даетъ въ 
результатѣ одну и только одну величину, и соотвѣтствующимъ ему л и т и ч е-
с к и м ъ (разрѣшающимъ) такое соединеніе, которое по результату полаганія 
(тезиса) и по одной составной части даетъ другую. Формулы §§ 3 и 5 свраведливы 
для каждаго тетическаго соединенія, въ которомъ ассоціативный законъ спра-
ведливъ для трехъ произвольныхъ величинъ, а коммутативный для двухъ, а 
формулы §§ 4 и 6—для каждаго соотвѣтственнаго литическаго соединенія лишь 
при томъ предположеніи, что оно однозначно, т.-е. что не можетъ оказаться 
двухъ или болѣе различныхъ величинъ, являющихся результатами одного и 
того же лизиса. Для доказательства формулъ §§ 3—6 мы иными предположе-
ніям», кромѣ указанныхъ здѣсь. и не пользовались. 
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(VU) («J - Ь « 2 + - • • -Ь « J : с = (а , : с) -f- ( « 2 : с) + • • • - f ( а . : с) 

и ( V I I I ) (а — Ъ):с = (а:с) — (Ь:с). 

Всѣ формулы этого § имѣютъ смыслъ въ области натураль
ныхъ чиселъ только тогда, когда въ каждомъ изъ дѣленій дѣ-
лимое кратно дѣлителя. 

§ 7. Возведете въ степень. 

А. Понятіе степени. 

К а к ъ для суммы одинаковыхъ слагаемыхъ (въ § 5) было вве
дено сокращенное обозначеніе, т акъ и произведете одинаковыхъ 

(Ь сомножителей) 

сомножителей, а-а-а-•-а пишутъ сокращенно въ видѣ аь и 
иазываютъ степенью г ) . Повторяемый сомножитель называется 
основаніемъ степени. Число сомножителей b называется показа-
телемъ степени 2 ) . Обозначеніе а1, которое само по себѣ не 

1) Греческое слово êûvajxiç. соотвѣтствуюідее латинскому potent ia—степень 
(впервые, КІШЪ спеціальное выраженіе, попадается у Г и п п о к р а т а изъ Хіоса, 
во второй половинѣ пятаго столѣтія до P . X . ) , сперва означало лишь вторую 
степень, а третья степень называлась xûjioç. Д і о ф а н т ъ (возможно, что онъ 
жилъ во второмъ столѣтіи до P . X . , а всего вѣроятнѣе въ I I I или въ началѣ 
I V столѣтія по P . X.J изъ соединенія этихъ двухъ словъ составилъ названія 
для 4-ой, 5 -ой , 6-ой степени. Ср. C a n t o r , Vorlesungen I , стр. 196 и 439., 
Слово exponent—показатель впервые встрѣчается у M і с h а с Гя S t і с f о Гя 
въ его Arithmetica intégra. 1544. ( C a n t o r , Vorlesungen I I , стр. 432). Упо
требляемый теперь обозначенія степени введены Д е к а р т о м ъ; но у него по
казатель степени всегда есть нѣкоторое опредѣленное (обозначенное ц и ф 
рой) число. Степени же съ неопредѣленнымъ показателемъ впервые ввелъ 
I I ь ю т о н ъ . 

*) И здѣсь надо замѣтить (аналогично тому, какъ и § 5). что сокращеніе 
обозначеній еще не сокращаетъ вычисленій. Чтобы действительно вычислить 
значеніе степени, напр. З 4 , мы пока не имѣемъ никакого иного средства, какъ 
вернуться къ произведенію 3 . 3 . 3 . 3 , выражающему значеніе 3 s , а отъ этого 
произведенія обратиться къ суммѣ 

| ( 3 + 3 + 3 ) + ( 3 + 3 + 3 ) + ( 3 + 3 + 3 ) | + | ( 3 + 3 + 3 ) + ( 3 + 3 + 3 ) + ( 3 + 3 + 3 ) 1 + 
+ [ ( 3 + 3 + 3 ) + ( 3 + 3 + 3 ) + ( 3 + 3 + 3 ) | 

В ъ этой суммѣ слѣдуѳтъ еще каждую 3 замѣнить черезъ 1 + 1 + 1 и всѣ 
единицы коллективно соединить въ одно число,—работа, которая действительно 
выполнима лишь при сильной идеализаціи нашихъ умственныхъ способностей. 
Въ § 10 мы увидимъ, какъ это вычисленіе принимлетъ болѣе легкую и удобную 
форму въ случаѣ символическихъ чиселъ. 
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имѣетъ смысла, такъ к а к ъ произведение должно составляться по 
крайней мѣрѣ изъ двухъ сомножителей, должно обозначать самое 
число а. 

Только при такомъ соглашении всѣ формулы этого § остаются 
вѣрными и для показателя 1. 

В. Формулы возведенія въ степень. 

Въ противоположность сложенію и умноженію, при возведе-
ніи въ степень при любыхъ основаніи и показателѣ не имѣютъ 
мѣста ни коммутативный (аь не —Ьа), ни ассоціативный ((аь)° не = 
= Фе)) законы. 

Напротивъ , изъ опредѣленія степени и формулъ §§ 5 и 6-ого, 
легко получаются слѣдующія формулы: 

(I) ат-ап = а" 

( I I ) ат:ап = ат~п, 

въ предположеніи, что т~^>п. 

( I I I ) am-bm = (a-b)m. 

(IV) ат :Ьт = (а :&)'", 

при условіи, что а кратно Ъ. 

(V) ( a » ) * = ( o » r = «•»•«. 

Что касается заключенія въ скобки и пропуска ихъ , то мы 
должны замѣтить слѣдующее: называя в о з в е д е т е въ степень и 
обратное ему дѣйствіе, о которомъ будемъ говорить въ слѣдую-
щемъ §,—дѣйствіями третьей ступени, мы можемъ распространить 
соглашенія, приведенный въ § 5 С, за исключеніемъ лишь того, 
что аьС должно обозначать не (аь)°{= аЬс), но ( # е ) . 

I . Если 

то и 

С. Теоремы о неравенствахъ. 

а^>а', следовательно, a = d -\-s, 

ап ^> а'п. 

Это неравенство, несомненно, вѣрно для га=1. Его общность 
будетъ доказана (ср. § 3 В), если удастся показать что, въ слу- . 
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чаѣ его справедливости для м = ѵ , оно справедливо и для м = ѵ - | - 1 . 
Итакъ имѣемъ: 

а-;-1 = (rf - L . , , - i , : ( « ' + . ( а ' + 

И такъ какъ но нашему п р е д п о л о ж е н а : 

(«' -\-zf ^> а'1, 

то слѣдуетъ .(§ 5 I) ( I ) ) , что 

«vf 1 > а''-(а' 

« ѵ + 1 > а ' 4 1 - ) - « ' • ' • * , 

т . -е . a'' f 1 ^ > а ' ' ' + 1 , следовательно: 

Е с л и о с н о в а н і е у в е л и ч и в а е т с я , а п о к а з а т е л ь 
с т е п е н и о с т а е т с я б е з ъ и з м ѣ н е н і я , т о и з н а ч е н і е 
с а м о й с т е п е н и т а к ж е в о з р а с т а е т ъ 1 ) . 

П. Если 
т . -е . если п = т -{-и, 

то и 
( * " > « ' " , при предположена , что « > 1 , т акъ какъ 

но если « > 1, то и а" > 1, 

слѣдователыю, 

Отсюда имѣемъ: 
Е с л и п о к а з а т е л ь с т е п е н и у в е л и ч и в а е т с я , н о 

о с н о в а н і е ( о т л и ч н о е о т ъ 1) о с т а е т с я б е з ъ и з м ѣ н е -
н і я , т о з н а ч е н і е с т е п е н и т о ж е р а с т е т ъ . 

I I I . Для того, чтобы болѣе точно изслѣдовать зависимость 
значенія степени отъ показателя иоложимъ: 

тогда имѣемъ: 
а"- = 1 - f 2s - f г2, 

a слѣдовательно: 
а 2 > і -f- 2s. 

J) Это прсдложѳніе непосредственно получается изъ формулы бинома, ко
торой въ отоаъ мѣстѣ мы еще не можемъ воспользоваться. 
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Покажемъ, что вообще: 

( 1 + Ä ) W > 1 + H » , 

гдѣ il означаетъ любое число. Для этой дѣли воспользуемся спо-
собомъ полной индукціи (§ 3 В, стр . I I ) . Если уже доказано, что 

( 1 + , г У > 1 + ѵ * , 

то умножая обѣ части неравенства на (1 -f- г) на основаніи § 5 1) (I) 
получимъ: 

( 1 + г ' г + і > ( 1 + ѵ ^ ( 1 + * ) 

> 1 + ( ѵ + 1 > + ѵ ^ 

> 1 + ( ѵ + 1)*. 

Неравенство справедливо для показателя ѵ — f - I , к акъ только 
оно доказано для показателя ѵ, а следовательно, оно справедливо 
и вообще, такъ к а к ъ оно справедливо для показателя 2. 

D. Добавленіе. Геометричеекіе ряды. 

Подъ геометрическимъ рядомъ разумѣютъ множество рас-
ноложѳнныхъ въ опредѣленной послѣдовательности чиселъ, стоя-
щихъ въ такомъ отношеніи другъ к ъ другу, что каждое слѣ-
дующее образуется изъ предыдущаго умноженіемъ на одно и 
то же число е. Если въ выбранномъ рядѣ первый членъ будетъ аЛ, 
то слѣдующій членъ а2 имѣетъ значеніе: а1-е, слѣдующій а3 

значеніе а2-с=заЛ-а2 и т. д. Наконецъ и-ый — значеніе «„ = 
= а , _ 1 - с = о 1 - е » - 1 . 

Чтобы сумму 

s = №j -f- «i« + «а*?2 + • • • - f - a 1 e n ~ z 4 - t f ] e n - 1 

п членовъ геометрическаго ряда представить въ болѣе короткой 
формѣ, составляемъ произведеніе 

s • е = е -f- ахс2 -f- a^e3 -f- • • • -f- иЛеп~ 2 -f- алел " 3 -f- ^ с " • 

Вычитая получаемъ: 

8-(е— 1) = о 1 - ( с « — 1), 
слѣдователыш, 

s ~ « j -(с»— 1) : fe— 1). 

Напримѣръ , для « л = \ и с = 2 получаемъ 

s = l + 2 + 2- у-| ^ 2 " - s - f - 2 " _ , = ( 2 « — 1) : (2— 1) = 2" — 1. 
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§ 8. Извлечете корня и логариѳмированіе. 

A. Опредѣленіе извлеченія корня и логариѳмированія. 

Аналогично тому, какъ по суммѣ и одному изъ слагаемыхъ, 
мы опредѣляли другое слагаемое, или по произведенію и одному 
изъ сомножителей, опредѣляли другой сомножитель, возможно, 
зная степень и показатель степени, определить основаніе, или, 
зная степень и основаніе, определить показатель. 

Эти двѣ новыя задачи существенно отличны другъ отъ друга; 
причина этого различія заключается въ томъ, что нельзя мѣнять 
мѣстами основаніе и показатель степени. Если даны з н а ч е н і я : ^ — 
степени и п — показателя, а требуется найти основаніе а, то его 
называютъ м-ымъ корнемъ числа />; п называютъ показателемъ 
корня, р подкореннымъ (иодрадикальнымъ) числомъ и пишутъ 

Дѣйствіе при помощи котораго находится а по даннымъ р и п, 
называется изрлеченіемъ корня. Если даны значеніе степени р и 
основаніе а, а требуется найти показатель п, то послѣдній назы
ваютъ логариомомъ числа р при основаніи а и пишутъ п=Що%р2). 
Дѣйствіе, при помощи котораго находится п по даннымъ р и а 

1) Въ одной изъ рукописей X V столѣтія знаками извлеченія корня явля
ются точки, стояіція нерсдъ подкореннымъ количествомъ; одна точка означаетъ 
квадратный корень; двѣ — квадратный корень изъ квадратниго корня, три — ку
бичный корень, четыре — корень кубичный изъ корня кубичнаго. C h r . R u-
d o l f f (1525) удлиннилъ эти точки въ штрихи и пользовался знаками j / , 
|/ f/, (/ у/ | / для соотвѣтственнаго обозначения корней второй, четвертой, третьей 

степени. У M i c h . S t і f е Гя (1553) у/ есть символъ квадратнаго корня, а 
остальные корни характеризуются знаками, присоединяемыми къ этому символу. 
Уже передъ этимъ C h u q u e t (1484) пользовался знаками -К1. -К*. Л4 и т. д. 
даже Иі для обозначенія корней 2-й, 3-й. 4-іІ, a соотвѣтственно и первой сте
пени. Обычный теперь сиособъ обозначенія корней хотя и иредложенъ G i-
r а г d'o м ъ, но въ общее употребленіе вошелъ лишь со времени М. R o l l e 
(Traité d'Algèbre, 1690). Превращеніе знака у/, въ знакъ у/~ основывается, 
по всей вѣроятности, на примѣненіи штриха, которымъ пользовался Декартъ 
для соединенія нѣсколькихъ членовъ (вмѣсто нашихъ скобокъ) Ср. C a n t o r , 
Vorlesungen I I . стр. 243, 352, 399, 446 и Л. T r o p f k e , Geschichte der E l e 
mentarmathematik, Bd I . стр. 214—223. 

2 ) Основаніе a нѣкоторые авторы ставятъ надъ, и лѣкоторые нодъ зна
комь log. 
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называютъ логариомированіемъ *). Оба равенства а= ^ р и п = 
= <")log_p, выражаютъ ту же зависимость между тремя числами 
а, р и » , какъ и равенство ап=р. Различный способъ записи 
долженъ лишь указывать различную группировку данныхъ и 
искомыхъ чиселъ. Если за числа р и п принять произвольныя 
натуральный числа, то, вообще говоря, нѣтъ такого числа а , 
которое удовлетворяло бы равенству ап — р; во всякомъ случаѣ, 
можно найти не болѣе одного такого числа, что непосредстенно 
слѣдуетъ изъ § 7, С I ; другими словами задача извлеченія корня 
п-ой степени изъ числа р или не имѣетъ совсѣмъ рѣшенія , или 
имѣетъ только одно (въ области натуральныхъ чиселъ) . Т а к ъ же 
и при произвольно выбранныхъ значеніяхъ р и », или со-
всѣмъ не существуетъ или существуетъ только одно число, ко
торое = Mlogp (§ 7 С, 2). Исключеніе представляетъ лишь тотъ 
случай (не разсмотрѣнный въ § 7 С, 2), когда а = \ . Е с л и « = * 1 , 
/ > > 1 , то нѣтъ такого числа и, для котораго ап—р; если же 
а=1, р — 1, то за п можно принять какое угодно ч и с л о / В ъ 
силу этого а = 1 мы всегда будемъ исключать изъ числа значеній 
основанія лагориомовъ. 

В. Формулы извлеченія корня. 

Для дѣйствій обратныхъ возведенію въ степень, т . -ѳ. для 
извлеченія корня и логариомированія не существуетъ .формулъ, 
соотвѣтствующихъ равенствамъ I — V I § 4 В и § 6 В. Въ самомъ 
дѣлѣ доказательство этихъ равенствъ основывалось на примѣне-
ніи соотвѣтственныхъ ассоціативнаго и коммутативнаго зако-
новъ, для сложенія—и для умножеиія; но эти законы не имѣютъ 
мѣста при возведеніи въ степень. 

Изъ равенствъ Ш — V § 7 В и изъ опредѣленія 'ур, к а к ъ един-
ственнаго числа (если такое существуетъ), для котораго 
С\/ рТ—р, сейчасъ же вытекаютъ слѣдующія формулы: 

( I ) ѴР-Ѵ І = ѴР-Ь 

1 ) Изобрѣтателями вычисленія съ логариемами являются J o b s t B ü r g i 
и J o h n X e p e r (который и установилъ самое названіе логариѳмъ). X е р е г 
опубдиковалъ свое Descriptio mirifici Iogavithmorum canonis въ 1614 г., B ü r g i 
свои Progress-Tabulen лишь въ 1620, но обработалъ ихъ уже между 1603— 
1611 гг. Op. C a n t o r , Vorlesungen И, стр. 725 и д. П о д р о б н ѣ е мы будемъ 
говорить о логариомахъ B ü r g i u N е р с г'а въ гл. V , § 5 А. 



§ Я. Извлечете корня и логарнѳмированіс. 'ЛЬ 

такъ какъ 

Слѣдовательно, лѣвая часть, будучи возведена въ степень п 
даетъ pq. Т а к ъ к а к ъ такое число можетъ быть только одно и 
должно обозначаться черезъ У p-q., .то этимъ равенство (I) до
казано. 

(H) ѴР'-ѴЧ=ѴР'Ч\ 

доказательство то же, что и для формулы ( I ) . 
Новторнымъ примѣненіемъ равенства (I) получаемъ: 

Эти формулы имѣютъ смыслъ только въ томь случаѣ, если 
встрѣчающіеся въ нихъ корни извлекаются. 

С. Формулы логариѳмированія. 

Пользуясь равенствами (I) и ( I I ) § 7 В , находимъ: 

( I ) (a4og(p • q) = H o g p -f~ ( n ) Iogg. 

Такт, какъ при умноженіи равеиствъ 

а" —р 
К Ферберѵ Ариѳметнка. 4 
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И 

a m = q 

на основаніи § 7 В , I получается: 

то 

(«) log (^ . ) = n - j - »? = ( , , ) log - [ - ("> log q. 
( I I ) ("> log (p:q)= (") log 2? — ( , , ) log </; 

доказательство ведется аналогично, какъ и для I . 
Повторнымъ примѣненіемъ равенства I , получаемъ: 

("] log (>j • р , • • • рг) = <"> logJ», - f - ("] log j», - | f <"> logpr, 

а для ^ = р . , = ••• = р г = р : 

( I I I ) <«> log (;>r) = r-Mlog_p. 

Формулы отъ (I) до ( I I I ) пока имѣютъ значеніе только въ 
тѣхъ случаяхъ, когда встрѣчагощіеся въ нихъ логариомы суть 
натуральный числа. 

§ 9. Общій резюмирующій обзоръ дѣйствій. 

Отъ суммы двухъ чиселъ возможенъ переходъ к ъ произведе-
нію, а отъ произведенія двухъ сомножителей переходъ къ сте
пени; этотъ переходъ можно осуществить слѣдующимъ образомъ: 
замѣняемъ одно изъ двухъ слагаемыхъ (сомножителей) суммой 
(произведеніемъ); одно изъ двухъ слагаемыхъ (сомножителей) 
этой суммы (произведения) новой суммой (произведеніемъ) и такъ 
продолжаемъ, к а к ъ угодно далеко, a затѣмъ всѣ введенный числа 
принимаемъ равными другъ другу. Безразлично, замѣнять ли 
суммой постоянно первое слагаемое (сомножитель) или второе, 
т акъ к а к ъ для сложенія и для умноженія справедливъ коммута
тивный законъ. Теперь является вопросъ, можно ли подобнымъ 
же образомъ отъ возведенія въ степень перейти к ъ новымъ дѣй-
ствіямъ? Если оперировать надъ однимъ числомъ а и постоянно 
замѣнять основаніе черезъ степень, то постепенно можно полу
чить слѣдующія числа: а", (ап)", [(«")"]" и т. д.; если же постоянно 
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замѣнять показатель степени, степенью, то получатся слѣдующія 

числа: аа, da"\ al"'" J ' и т. д.; всѣ эти величины являются не
сомненно вполнѣ опредѣленными, если извѣстно значеніе а и 
число п, которое указываетъ, сколько разъ написано а; поэтому 
мы для упрощенія письма степенный формы перваго рода будемъ 
обозначать черезъ (а, 2), (а, 3), (а, 4), (а, п), a второго рода че-
резъ I», 2], [а, 3], . .-[а, и ] . Изъ § 7 В , V получаемъ непосред
ственно: 

(к—1) множитель 

(а, п) = аа-а-- = а ' """" , 

следовательно, оно приводится к ъ обыкновенной степени. На-
противъ, символъ [а, п] опредѣляетъ новое дѣйствіе, которому 
дано названіе операціи четвертой ступени. Въ математической ли-
тературѣ имѣется сравнительно мало работъ, посвященныхъ из-
ученію этой и обратной ей операціи Такъ какъ развитіе теоріи 
этихъ дѣйствій является очень сложнымъ, а насущной потреб
ности въ примѣненіи ихъ до сихъ поръ не встречалось, то и 
мы не станемъ на нихъ останавливаться болѣе подробно, а въ 
особенности на разсмотрѣніи операцій 5, 6 и т. д. ступеней, к ъ 
которымъ можно было бы притти, поступая далѣе аналогичнымъ 
путемъ; остановимся • лишь на семи дѣйствіяхъ, опредѣлен-
ныхъ нами въ §§ 3—8. Первыя три прямыхъ дѣйствія, а именно: 
сложеніе, умноженіе и возведеніе въ степень приводятся къ сложе-
нію, а въ концѣ концовъ к ъ коллективному соединенно единицъ въ 
одно число. Теоретически выполненіе этихъ дѣйствій всегда 
возможно, если только мы достаточно разовьемъ у себя способ
ность числового представленія. Въ дѣйствительности же, если 
ограничиться собственно представимыми числами, то мы натолк
немся вскорѣ на неопреодолимыя преграды, которыя оказываются 
устранимыми, если обратиться к ъ символическому образованію 
чиселъ. Четыре обратныхъ дѣйствія: вычитаніе, дѣленіе, извле
ч е т е корня и логариѳмированіе, не всегда выполнимы; если же 
они выполнимы, то только е д и н с т в е н н ы м ъ образомъ (един
ственное исключеніе представляетъ ( 1 ) log 1). Съ систематиче-

1) E i s e n s t o i u , Journ. f. Math, Bd. 28, стр. 49: W о е р с k е, Joarn. f. 
Math. Bd . 42, стр. 83; G e r l a c h , Zeitschrift f. math. u. naturwissenschaf'tl. 
Unterricht. 13. Jahrg. стр. 423; S c h u l z e , Archiv f. Math ti. Phys. (2) I I I , 
стр. 302. 

4* 
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сними методами опредѣленія результатовъ обратныхъ дѣйствій мы 
познакомимся лишь въ дальнѣйшихъ §§, посвященныхъ символи-
ческимъ числамъ. 

Если желательно указать , что произвольное число чиселъ 
должно быть соединено при помощи различныхъ дѣйствій. то знаки, 
обозначающія числа, соединяютъ при помощи соотвѣтствующихъ 
знаковъ дѣйствій, и при помощи скобокъ указываютъ порядокъ 
дѣйствій, согласившись, сначала производить дѣйствія, заклю-
ченныя внутри тѣхъ скобокъ, которыя не охватываютъ какихъ-
либо другихъ. Чтобы избѣжать накопленія скобокъ, пользуются 
соглашеніями, указанными въ §§ 5 С и 7 В. 

Символъ, составленный путемъ соединения знаковъ чиселъ и 
знаковъ дѣйствій называется вообще выраженіемъ; свое спеціаль-
ное названіе это выраженіе получаетъ въ зависимости отъ того 
дѣйствія, которое выполняется послѣднимъ. Если это сложеніе 
или вычитаніе, то такое выраженіе называется также аггрега-
томъ (многочленомъ), и по числу членовъ, соединяемыхъ при 
помощи сложенія и вычитанія, биномомъ (два члена), триномомъ 
(три члена) и полиномомъ (многочленъ, неопределенное число 
членовъ). Если послѣднее дѣйствіе будетъ операціей ступени выс
шей, чѣмъ первая или, если выраженіе соотоитъ . просто изъ 
одного числа, то оно называется одночленомъ (мономъ). 

§ 10. Систематичеснія числа; преимущественно десятичная 
система чиселъ. 

À. Построеніѳ числовой системы и письменное изображе
н о систематическихъ чиселъ. 

Послѣ того, какъ мы познакомились въ §§ 3—9 съ основными 
дѣйствіями и ихъ законами, мы теперь, развивая дальше мысли 
§ 1, можемъ подробнѣе ознакомиться съ построеніемъ система^ 
тически составленныхъ символическихъ числовыхъ формъ, замѣ-
няющпхъ собственно не представимыя числа, и разсмотрѣть дѣй-
ствія надъ ними. Такъ какъ нѣтъ необходимости за основание 
системы брать непремѣнно число 10 (ср. стр. 5, прим. 2), то 
оставимъ основаніе неопредѣленнымъ и обозначимъ его буквой д. 
Для того, чтобы сосчитать какое-либо множество вещей, мы бу
демъ имѣть въ своемъ распоряженіи такія числа: 
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(1) 

(И) 

( I I I ) 

Если при ограниченности нашей способности числового пред-
ставленія на самомъ дѣлѣ окажется невозможнымъ коллективное 
соединеніе въ нашемъ сознаніи въ одно цѣлое всѣхъ единицъ 
в о с п р и н и м а е м а я множества, чего собственно и требуетъ понятіе 
числа, то все-таки возможно это нужное намъ число опредѣлить, 
какъ сумму одного числа ряда I . одного числа ряда I I и т. д.; 
при чемъ нѣтъ необходимости въ томъ, чтобы собственное зна-
ченіе этихъ вспомогательныхъ чиселъ доходило до нашего со-
знанія; наоборотъ, мы часто ограничиваемся сочетаніемъ знаковъ 
или названій. Такимъ образомъ, любое число можетъ быть пред
ставлено суммой слѣдующаго вида: 

т . -е . суммой произведеній, въ которыхъ значеніе каждаго перваго 
сомножителя не болѣе g—1, а второй есть степень g, и это изобра-
женіе числа есть точное выраженіе принципа, при помощи кото
р а я еще на ступеняхъ первобытной культуры были образованы 
символическія числа *). Чтобы имѣть возможность изобразить всѣ 
числа, нужны только знаки для изображенія чиселъ отъ I до 
(g—1) (для десятичной системы знаки для чиселъ отъ одного до 
девяти). Н ѣ т ъ необходимости въ особомъ знакѣ для основного 
числа системы, если числа заносить на счетную доску ( „Abacus" ) 2 ) , 

1) Такое систематическое изображение произволыіаго числа есть самое про
стое и естественное, но во всякомъ случаѣ не единственно возможное. G. C a n 
t o r въ Zeitechr. f. Math. u. Phys. 14 (1869), стр. 121. показалъ, что каждое число 
можетѣ быть представлено въ видѣа, я 1 + а а о а - т - . . . + ! 1

1 І

а ѵ + а ч * і а ч + і + , , - > и 

при томъ только однимъ способомъ. если a b a b . . . a . t . . . . суть какія-либо 
числа, каждое изъ которыхъ дѣлится на предыдущее, и если а ѵ (для всѣхъ ѵ) 

можетъ принимать значенія 0 , 1, 2 , 3 , . . . , — — — 1. 
а,у 

2) Названіе произошло отъ греческаго слова ст^я*. происхожденіе котораго 
въ точности неизвестно. 
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т . -е . на доску, которая какимъ-либо образомъ, напр. , вертикаль
ными, параллельными другъ другу линіями разбита на колонны, 
изъ которыхъ каждая предназначена для опредѣленнаго числа я ѵ 

Такого рода счетныя доски существовали у всѣхъ народовъ 
древности, а въ христіанской Европѣ были распространены вплоть 
до второй половины среднихъ вѣковъ . Въ то время, какъ первона
чально, напр . , у грековъ ] ) и римлянъ 2 ) числа а ч обозначались 
камешками на счетной доскѣ, индусы для чиселъ отъ еди
ницы до девяти пользовались особыми знаками (быть-можетъ, 
начальными буквами словъ, соотвѣтствующихъ числамъ), кото
рые, по всей вѣроятности, во I I столѣтіи по P. X . проникли въ 
Александрію, а оттуда далѣе въ западную Европу и были исполь
зованы для счета на а б а к ѣ . Наибольшаго же упрощенія въ письмѣ 
чиселъ индусы достигли по всей вѣроятности нѣсколько позд-
нѣе 3 ) , а именно съ изобрѣтеніемъ нуля, т . -е . особаго знака для 
указанія на отсутствіе въ числѣ какого-либо разряда (f. Лишь 
тогда оказалось возможньшъ освободиться отъ вертикальныхъ 
линеекъ для разграниченія столбцовъ, и, придерживаясь опре-
дѣленнаго порядка записи разрядовъ, отмѣчать отсутствіе члена 
(f простымъ указаніемъ того мѣста, которое должно было зани
мать а ч , a любое число опредѣлять лишь при помощи послѣ-
довательной записи знаковъ: апап-і • • • ага0

 4 ) . Эта „помѣстная 
индусская система" съ нулемъ (и со знаками для обозначенія 
чиселъ отъ единицы до девяти, измѣнившимися за это время), 
проникла въ V I I I столѣтіи к ъ арабамъ 5 ) , отъ которыхъ около 
1100 года ей научились романскіе и германскіе народы. Въ 
теченіе двѣнадцатаго столѣтія на западѣ абацисты, т . -е . сто
ронники вычисленія при помощи абака, и такъ называемые 

1 ) Эти камешки носятъ названіе фт"іроі, и образованное отсюда слово 
<[>ï,:p'Xsiv, — перекидывать камешками, вообще употребляется въ смыслѣ «вы
числять». М. C a n t o r . Vorleungen I , стр. 120. 

2 ) И латинское слово calculus (вычисленіе) происходить отъ названія та
кихъ же камней (calculi). M. C a n t o г. Vorlesungen I . стр. 493. 

3 ) Ср. стр. 2 примѣчаніе 1. 
j ) Надъ буквами имѣется черта, такъ какъ въ противномъ случаѣ УТО вы-

раженіе могло означать п р о и з в е д е т е чиселъ ап, я „ _ 1 ; ан_% а ь а 0 . Такое 
смѣшеніе устранится, если вмѣсто я ѵ будутъ подставлены опредѣленныя числа. 
Ср. § 5 А. 

5 ) У арабовъ нуль называется as — sifr «пустота>, и послѣднее представ-
ляетъ переводъ индусскаго, означающаго то же самое, слова sunya. Изъ as— 
sifr произошла наша «цыфра» (Ziffer) и французское «zéro». 
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алгориемики пользовавшіеся помѣстной системой, находились 
въ постоянной враждѣ, пока постепенно первые не были вытѣс-
нены, и въ X I I I столѣтіи побѣдила индусская система, по край
ней мѣрѣ, среди ученыхъ, въ то время какъ ея распространеніе 
среди широкихъ маесъ начинается лишь во второй по.товинѣ 
X V столѣтія 2 ) . 

Само собой, ясно, что въ каждой изъ строкъ (Г), ( I I ) и т. д. , 
на стр. 38, всѣ числа записаны въ рядъ по своей величинѣ, а въ 
цервой строкѣ т а к ъ , что каждое послѣдующее на 1 больше преды-
дуіцаго. Если помѣстить послѣ каждаго числа второй строки всѣ 
числа, образующіяся послѣдовательнымъ сложеніемъ ея съ чи
слами строки 1, то и въ этой каждое послѣдующее будетъ 
на 1 больше предыдущаго, а первое число этой строки будетъ 
единицей больше послѣдняго числа первой строки; если за ка-
ждымъ числомъ третьей строки помѣстить также всѣ числа, полу
чающаяся послѣдовательньшъ сложеніемъ чиселъ этой строки съ 
числами первой и дополненной второй, то указанное выше свой
ство будетъ имѣть мѣсто и здѣсь. 

Если продолжать такимъ же образомъ произвольно далеко, 
то совокупность всѣхъ составленныхъ строкъ представитъ изъ 
себя числовой рядъ, который начинается съ единицы и каждое 
число котораго на единицу больше предыдущаго. Н а ш ъ принципъ 
систематическаго образованія чиселъ даетъ тѣ же числа, къ ко-
торымъ мы приходимъ, если станемъ, начиная съ единицы, обра
зовывать новыя числа послѣдовательнымъ прибавленіемъ единицы; 
такимъ образомъ, наши систематическая числа могутъ быть раз-
сматриваемы, какъ обозначенія чиселъ такъ называемаго нату-
ральнаго ряда 3 ) . 

Подобно тому, какъ понятіе любого числа образуется изъ но-
нятій чиселъ 1, 2.--у при помощи двйствій сложенія, умноженія 
и возведенія въ степень, такимъ же образомъ и названія любыхъ 
чиселъ составляются изъ названій чиселъ 1, 2 и степеней д. 

г ) Названіе «алгориомъ»,. которое теперь означаетъ дѣйствіе, ставшее по-
стояннымъ правиломъ, происходить отъ собственнаго имени восточно-араб-
скаго писателя начала ІХ-го вѣка Мухамедъ-Ибнъ-Муза-Альхваризми, напи-
савшаго алгебру и ариѳметику, въ поелѣдней изъ которыхъ онъ излагаетъ дѣй-
ствія надъ числами, написанными по индусскому способу. 

2) Ср. J . Tropfte, Gesch. d. Elementarmathem. I , стр. 9—16. (См. русск. 
пер. Бема и Струве. Ред.) . 

3 ) Ср. прим. 2, стр. 5, 
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(У большинства народовъ у — д е с я т и ) 1 ) . Готовыми названіями чи
селъ, въ порядкѣ, соотвѣтствующемъ строкамъ ( I ) , ( I I ) , ( I I I ) и 
т. д. , стр. 38, благодаря частому употреблению, мы настолько 
легко владѣемъ, по крайней мѣрѣ въ предѣлахъ практики, что 
для счета множествъ мы пользуемся болѣе удобнымъ пріемомъ, 
чѣмъ тотъ, который быль намъ нуженъ для построенія понятія 
числа. Вмѣсто того, чтобы, присоединивъ к ъ одному объекту 
множества другой, сказать: одинъ да одинъ, есть два, затѣмъ, 
.присоединивъ слѣдующій, сказать: два да одинъ, есть три и т. д., 
и, наконедъ, дойдя до десяти объектовъ (чтобы остановиться на 
мгновеніе при у равномъ десяти), соединить ихъ въ одну группу 
и т. д. , названный выраженія мы сокращаемъ чисто механически, 
говоря при п р и с о е д и н е н а отдѣльныхъ вещей просто: одинъ, два, 
три и т. д. въ привычномъ, благодаря долгому употребленію, 
порядкѣ 2 ) . Когда приходится сталкиваться съ числами, выходя
щими за предѣлы привычныхъ "границъ, намъ ничего болѣе не 

1) В ъ то время, какъ у всѣхъ народовъ, какъ это впервые указалъ H a ti
li о 1 (Zur Geschichte der Mathematik im Altertum und Mittelälter, стр. 32), въ 
аддитивно составлеиномъ написанномъ числѣ большая составная часть всегда 
предшествуетъ меньшей (въ обычно принятомъ порядкѣ письма), въ чтеніи какъ 
разъ именно въ нѣмецкомъ языкѣ (а также въ санскритѣ и арабскомъ) еди
ницы произносятся раньше дѳсятковъ. (Также и въ русскомъ языкѣ отъ 11 до 
19. Ред . ) . 

2) В ъ этомъ чисто-механическомъ нріемѣ, до котораго, благодаря продол
жительному уиражненію, сократился первичный методъ счета, Г е л ь м г о л ь т ц ъ 
въ своемъ сочиненіи «Zählen und M e s s e n » усматриваете (Philosoph. Aufsä tze 
zu Z e 11 e r s Doktorjubiliium) истинную сущность понятія числа. Онъ разсма-
триваетъ числа, какъ произвольные знаки (или слова), между которыми перво
начально нѣтъ никакихъ соотношений по величинѣ, но послѣдовательность ко
торыхъ была произвольно установлена нашими предками, когда они создавали 
языкъ. Съ его точки зрѣнія, счетъ множества ведется такимъ образомъ, что 
каждому изъ объектовъ этого множества послѣдовательно приводится въ с о -
отвѣтствіе определенный членъ числового ряда въ его установленномъ по
р я д и ; послѣднее названное при этомъ процессѣ число и называется числомъ 
соотвѣтствующаго множества. Я с н о , что определенное такимъ образомъ поня-
тіе числа не совпадаете съ тѣмъ, которое обычно связываютъ съ числомъ при 
всѣхъ примѣненіяхъ ариѳметики. Вслѣдствіе этого и дѣйствія иадъ такими чис
лами остаются лишь операціями иадъ чистыми символами, хотя бы они и были 
развиты весьма последовательно, причемъ собственное значеніе этихъ симво-
ловъ остается неяснымъ. Подобной же точки зрѣнія, какъ и Г е л ь м г о л ь т ц ъ , 
придерживается и L . K r o n e c k e r въ его сочиненіи «Über den Zahlbegriff» 
(Philosoph. Aufsätze zu Z e l l e r s üoc tor jub i läum u. Journ. f. Math. Bd. 101). 
Cp. H u s s e r l , Philosophie der Arithmetik; Anhang zum ersten Tei l . 
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остается, к а к ъ снова воспользоваться основнымъ принципомъ 
образованія понятія числа и составленія его названія. Благодаря 
полному параллелизму, который существуетъ между системати-
ческимъ построеніемъ понятія числа, съ одной стороны, и обо-
значеніемъ его въ индусской помѣстной системѣ, съ другой, мы 
можемъ выполнять всѣ дѣйствія не надъ самими числовыми по-
нятіями, а надъ ихъ знаками, соединяя и перемѣщая ихъ по 
опредѣленнымъ правиламъ, и только лишь послѣ того, какъ 
уже полученъ результата, намъ остается перейти к ъ понятію, 
соотвѣтствующему найденному знаку. Мы убѣдимся, теперь что 
такимъ образомъ можно безъ особаго труда выполнять дѣйствія, 
которыя мы раньше (сравни прим. 3, стр. 18 и прим. 2, стр. 29) 
должны были признать невыполнимыми. Всякое вычисленіе сво
дится к ъ тому, чтобы любое данное выраженіе, которое само 
можно воспринять, к а к ъ символъ числа въ собственномъ смыслѣ, 
привести к ъ формѣ числа с и с т е м а т и ч е с к а я ; и только тогда, 
когда это сдѣлано, мы получаемъ опредѣленное представленіе о 
величинѣ числа, х а р а к т е р и з о в а н н а я этимъ « выраженіемъ, такъ 
к а к ъ всѣ систематическія числа расположены въ рядъ по вели-
чинѣ, и мы безъ всякихъ затрудненій можемъ сравнить это число 
съ какимъ-либо другимъ. Но раньше, чѣмъ начать разсмотрѣніе 
дѣйствій надъ систематическими числами, мы должны хотя бы 
вкратцѣ опредѣлить дѣйствія для нуля, в в е д е н н а я нами въ этомъ § 
въ качествѣ числа. 

В. Опредѣленіе дѣйствій для числа нуль. 

Если во мяожествѣ А находится а вещей о п р е д е л е н н а я вида, а 
въ другомъ множествѣ N, напротивъ, нѣтъ ни одной вещи того же 
рода, то множество, образованное соединеніемъ А к N содер
ж и с ь только а вещей этого рода; поэтому a -f- 0 = 0 rj- а = а. 
По опредѣленію вычитанія (§ 4 А) отсюда сейчасъ же с л ѣ д у е т ъ : 

а — 0 = я и а — а = 0. 

а слагаемыхъ 

Далѣе имѣемъ 0-o = 0 - f - 0 - T - 0 - j - - • - - [ - 0 = 0. Символъ a-0 не 
имѣеть , собственно говоря, никакого смысла, но чтобы и его 
было бы возможно разсматривать, какъ произведете , для кото
р а я справедливъ коммутативный законъ, опредѣляемъ: а - 0 = 
= 0 - а = 0. Отсюда вытекаетъ [по опредѣленію частнаго § 6 А ] 
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О : а = О, 0 : 0 = «, въ то время, к а к ъ задача Ь : 0, гдѣ Ь 
есть число отличное отъ нуля, не допускаетъ рѣшѳнія въ нашей 
области чиселъ. Такъ к а к ъ дѣленіе на нуль или совсѣмъ не
выполнимо, или (если дѣлимое то же равно нулю) частное мо-
жетъ быть любымъ числомъ, то мы совершенно исключаемъ 0 въ 

(а множителей) 

качествѣ дѣлителя. О" = 0 • 0 • • -0 = 0. Подъ символомъ а0, кото
рый самъ по себѣ не имѣетъ смысла, мы подразумѣваемъ число 
равное единицѣ для того, чтобы формула ат : ап — ат~п (§ 7 В ( I I ) ) 

имѣла мѣсто и для т = п. Д а л ѣ е ^ О = 0, ^ 1 = любому числу а; 
требованіе, указываемое символомъ у/"Ъ, если Ь отлично отъ 
единицы, не можетъ быть удовлетворено никакимъ числомъ, по
чему 0 мы и исключаемъ, какъ показатель корня. Изъ а° = 1 
слѣдуетъ, что log 1 при любомъ основаніи а равенъ нулю. 
Такъ к а к ъ ат, при а > 0, всегда отлично отъ нуля, то число О 
не имѣетъ логариѳма при основаніи отличномъ отъ нуля; т а к ъ 
к а к ъ для основанія 0, логариѳмъ 0 можетъ быть равенъ и лю
бому числу, а для числа отличнаго отъ нуля при этомъ основа-
ніи логариома не существуетъ, то мы и не станемъ принимать 
нуль за основаніе логариѳмовъ. Въ силу опредѣленій дѣйствій, 
данныхъ для 0, всѣ выведенный формулы въ §§ 3—8, остаются 
вѣрными, если одну или нѣсколько встрѣчающихся тамъ буквъ 
замѣнить нулемъ; если при этомъ заранѣе предположить, что 
онѣ и въ этомъ случаѣ имѣютъ еще смыслъ въ области нату-
ральныхъ чиселъ. 

С. Сложеніе еистематичеекихъ чиселъ. 

Сложеніе съ самаго начала требуетъ разложенія отдѣльныхъ 
слагаемыхъ на единицы и затѣмъ коллективнаго соединенія въ 
одно цѣлое ,—операціи , дѣйствительное выполненіе которой при 
болѣе или менѣе болыпихъ числахъ превосходитъ наши силы. 
Если бы мы для замѣны подлинныхъ чиселъ, недостуішыхъ нашему 
непосредственному представленію, воспользовались иатуральнымъ 
рядомъ у ) , т . -е . исходя отъ какого-либо извѣстнаго числа, опре-
дѣляли новое, какъ сумму этого и единицы, слѣдующее, к а к ъ 
сумму вновь опредѣленнаго и единицы и т. д., то намъ не оста
валось бы другого пути для сложенія, к а к ъ присчитать к ъ дан-

1) Сравни § 1, стр. 3 и 4. 
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ному слагаемому последовательно столько единицъ, сколько ихъ 
содержитъ другое слагаемое; хотя это и представляетъ всегда вы
полнимое дѣйствіе, но при болыпихъ числахъ оно весьма длинно. 
Пусть А и В суть два числа нашей системы съ основаніемъ 
g и пусть 

Л = ап- • -ат- • • « 2 a ] 0 , o = «'J/NH f-«„,!/"4 Н ' ^ + ^ + ^ о 
и 

^ ^ ^ ^ ' ' . / Н ГАІ/ 2+Ѵ+*О ( nz » 0 ; 

тогда на основаніи формулъ, выведенныхъ въ §§ 3 и 5 полу-
чаемъ: 

А + В = ajr H h К + К)!Г -\ h ('h + h)'J2 + 

+ ("1 + bi)'J + ( « о + h)-

Правая часть написаннаго равенства уже имѣетъ форму си-
стематическаго числа, при томъ условіи, что, для любого д 

Если же для какого-нибудь значенія JA 

то полагаемъ 

гдѣ 

и 

Если и я + 1 + 1 - j - 1 то избытокъ приходится перене
сти такимъ же образомъ въ коэффиціентъ при д^+2 и т. д. 
Въ виду такихъ преобразованій целесообразно начинать сложе-
ніе съ низшихъ разрядовъ. 

Сложеніе двухъ произвольныхъ систематическихъ чиселъ 
сводится къ целому ряду сложеній (во всехъ действительно 
встречающихся случаяхъ на сравнительно небольшое число сло-
женій) такихъ чиселъ, которыя меньше, чемъ g, и работа эта еще 
значительно облегчается тЬмъ, что результаты такихъ сложеній 
твердо усваиваются при первоначальномъ обученіи. Безъ суще-
ственныхъ измененій въ характере действія можно образовать 
сумму любого числа систематическихъ чиселъ. , 
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D. Вычитаніе систематическихъ чиселъ. 

Пользуясь формулами § 4 В, (VI) и § 5 С, ( IV) , получаемы 

А —В = ап<г - { - • . • + ( « м _ bjr + • • • + К - \ V 2 + 

+ ( « 1 — ЬгЬ + К — Ьо)-

Если при любомъ значеніи ц о, ^Ь^, то правая часть уже 
представляетъ изъ себя число нашей системы. Если для какого-
либо значенія ца << b , то полагаемъ 

Если « + 1 = 0, т.-е- члена, содержащаго въ числѣ A совсѣмъ 
не встрѣчатся , то приходится обратиться къ а +2д?-+2 и написать: 

%WJ^2 + = ( V * - 2 + (О — 1 + fa + и т. д. 
Значенія разностей а{1 — Ъ и у-\-а-^ — № каждый ребенокъ так
же заучиваетъ наизусть при первоначальномъ обученіи ариоме-
тикѣ. 

E. Умноженіе систематическихъ чиселъ. 

П р о и з в е д е т е двухъ собственно представимыхъ, не образован-
ныхъ при помощи соединения, чиселъ, не можетъ быть получено 
иньшъ путомъ, какъ непосредственнымъ сложеніемъ; а именно, 
возвращеніемъ к ъ суммѣ, для которой произведете служитъ 
лишь с о к р а щ е ш ш м ъ обозначеніемъ (ср. стр. 18, прим. 3). Для 
умноженія же двухъ систематическихъ чиселъ на основаніи 
формулъ, выведенныхъ въ § 5 и 7 получается способъ, болѣе 
быстро ведущій к ъ цѣли. 

Но § 5 С, ( I I I ) и § 7 В, (I) имѣемъ: 

4 - « n ö e , _ ^ » + « - i + o l l . _ l 6 m . . . 1 . f f » b - - s 4 - . . . 

+«„ K s - і Г + » - г - г - -

—JraAfJ2Jraohi9 
• • • + « 2 è o . ' 7 2 + « ] V / + « ( A r -

Умноженіе двухъ произвольныхъ чиселъ сводится, благодаря 
этому, къ вычисленію ряда произведены паръ сомножителей мень-
шихъ у. Всѣ произведенія такого рода разъ навсегда вычислены 
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ііутемъ непосредственная сложенія и соединены въ „таблицу умно
жения", которая тоже твердо усваивается при первоначальыомъ 
обученіи ариометикѣ ] ) . 

Если такого рода произведеніе, напр. п./Ь . больше чѣмъ 
g — 1, то оно является въ формѣ rg-\-d, гдѣ с и d оба меньше у. 

Въ такомъ случав полагаемъ: 

и съ полученнымъ коэффиціентомъ поступаемъ точно такъ же, 
если a v + ] ô - ( - « > < / — 1 . Т а к ъ какъ всякій вычисляющей, при не
которой привычкѣ, небольшія нреобразованія производитъ въ 
умѣ, то каждая строка суммы, представляющей А В (см. с т р . 4 6 ) , 
можетъ быть сразу написана въ формѣ с и с т е м а т и ч е с к а я числа. 
Ради этихъ преобразованій цѣлесообразно каждую строку начинать 
съ наименьшей степени числа g, т . -е . начинать умноженіе съ 
к р а й н я я праваго разряда м н о ж и м а я . Такъ какъ безразлично, 
въ какомъ порядкѣ складывать въ окончательномъ результатѣ 
эти строку, то вычисленіе можно начинать, к а к ъ съ выс
ш а я , т а к ъ и съ н и з ш а я разряда множителя. 

Вмѣсто того, чтобы сначала выписывать отдѣлышя строки, 
можно, если есть навыкъ складывать въ умѣ двузначныя числа, 
вычислять и складывать стоящія вертикально другъ подъ другомъ 
произведенія и при этомъ каждую изъ частныхъ суммъ 

Й О І 0 , а0Ьг -f- агЬ0, a0b2 -f- а1Ь1 - f a2b0 и т. д. 

можно сейчасъ же приводить къ виду 

с••• g -f- d, гдѣ drS^g — 1. 

Такимъ образомъ полученныя числа d и будутъ цыфрами иско
м а я произведенія, которое безъ всякихъ промежуточныхъ иись-
меиныхъ вычисленій можно подписывать, начиная справа. 

Работа облегчается, если цыфры множителя нанести на по
лоску бумаги въ обратномъ порядкѣ bj\ • • •bm и эту полоску 
такъ передвигать надъ множимымъ, что сначала bQ придется надъ 
« 0 , затѣмъ b0 надъ ау, затѣмъ b0 надъ а2 и т. д. и при каждомъ 
яоложеніи полоски умножать пары вертикально стоящихъ другъ 

1) У насъ и у всѣхъ современныхъ культурныхъ народовъ при д=Ю. 
Если желательно вычислять по другой системѣ, то слѣдуетъ заготовить прежде 
всего аналогичную таблицу при соотвѣтствующѳмъ оенованін. 
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иодъ другомъ цыфръ и въ умѣ складывать ироизведенія; т акимъ 
епособомъ очень удобно получаются значенія слѣдующихъ выра* 
женій: 

aQbQ, « o ^ + f f i ^ o , %b2-\- ffljftj - f - « 2 6 0 и т. д. 

Болѣе подробный указанія относительно цѣлесообразнаго раепо-
ложенія дѣйствій при многозначныхъ сомножителяхъ можно найти 
у Luroth „Vorlesungen über numericb.es Reclmen" § 7. 

F . Дѣленіе систематичеекихъ чиселъ. 

Если бы при образованіи произведенія коэффиціенты степе
ней числа g оставались безъ измѣненія въ той формѣ, въ какой 
они являются первоначально, то можно было бы по произведенію 
С —AB и одному изъ сомножителей А, опредѣлить другой 
множитель В слѣдующимъ образомъ: прежде' всего по коэффи
циенту при д т + п определить Ът, затѣмъ по коэффициенту при 
дт + п---г вычислить Ьт_г и т. д. 

Но такъ какъ этотъ способъ, при изображеніи С въ видѣ 
систематическаго числа, не примѣнимь, въ виду того, что вслѣд-
ствіе ряда преобразованій нельзя знать первоначальнаго значенія 
коэффиціентовъ,—то необходимо итти другимъ путемъ. Мы прежде 
всего постараемся 

С - f c^ir-i 4 1- сЛд 4- с0 

преобразовать т а к ъ , чтобы каждый коэффиціентъ при степени // 
былъ представленъ, к а к ъ произведеніе дѣлителя А и нѣкотораго 
числа, менынаго д. Пусть въ рядѣ чиселъ: 

С г . <~г9 4 - Cr-V eJI- + f'r-lff + " r - » • ' • 

число 

4fi + W 1 4 Ь <-^л i • И + 'ѵ- ?

х ) 
будетъ первымъ изъ чиселъ большихъ или равныхъ А. Такое 
число мы непременно встрѣтимъ (хотя бы при р = »•), т акъ к а к ъ , 
если дѣленіе вообще выполнимо, С1>А. Птакъ , пусть 

rtfr^ 4- rv_L</P - 24 у сг_Лгд -f- cr_j+1 < i g r.0 - f 
+ w p 4 — - Ь ^ 0 + 1 . 9 + w 

Изъ 

A ^ 4- c^gt-* + • • • 4- <V~p+2.0 + W i 4-1 

J) Или короче: сг e , _ , . . . с г _ р + 1 c ,_ 

http://numericb.es
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слѣдуетъ: 

g А ^ erg? + cr. - I 1- б ; „ ? + 2 , ^ + ^_?+,<у + //, 
а такъ какъ <'г~,,<ід: 

то А - f ^ s f P - - 1 -| (- <ѵ_?+,.0 + rr_,? < . 

Пробами, основывающимися на знаніи таблицы умноженія, 
необходимо установить, будетъ ли сумма, заключенная между 
знаками неравенства, кратной числа А, или же установить, 
между какими кратными А она заключена. 

Пусть мы нашли, что 

с/р + С г - і ^ " 1 H Ь с,-р+і.9 H- р г - Р = M + А> 
гдѣ 6 0 означаетъ одно изъ чиселъ 1, 2, 3 . . . / / — 1 , и 

О^А0<А. 

Тогда С можетъ быть написано, въ слѣдующей формѣ 

с = ( M + A à r ^ + - . ^ - p - 1 Ч h с,.? + с„ = 

= Ъ0Ад*~? + (.«Л0 + c ^ ^ j ) 0 ' - Р - І H 1-ff,flf + c0. 
Изъ того, что 

слѣдуетъ: 

или 

Если теперь выраженіе: 

- f - . опять представить въ видѣ 

Ъ^А + А^, гдѣ O S i ^ j ; 0 § і , < і , 

то можно написать: 

С = Ь0Адг~? -\- ЪхАд*~^ + (Ѵ/Л j + с ^ ^ у - ? - 2 -\ \-сЛд + "о-

Продолжая такимъ же образомъ дальше, получимъ оконча
тельно: 

С = ЪйАдг-і - f 1\ A(f- ?-•'-+ b2Ag>-?~z -\ f 

гдѣ 

l S é 0 < r / , 

при jx = 1, 2 , . .. .(г —p — 1), и 
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Теперь приходится различать два случая: 

1. ff • А _ г с 0 , есть число кратное А или нуль, а, следова
тельно, можетъ быть приведено к ъ виду: ЬГ._0А, гдѣ & г _ 0 .озна
чаете одно изъ чиселъ 0, 1, 2...(д—1). 
Въ этомъ случаѣ 

С— A-(ftoSf—р + * i S " - ? - 1 + • • • + Ъг-г-19 + К-)-
Скобка даетъ выраженіе искомаго частнаго въ формѣ систе
м а т и ч е с к а я числа b 0 & j . . . 6 r _ . 0 _ j b . 

2. г/Л. _ j -f- co н е е с т ь кратное числа А, но равно 

br__r-A4-Ar „ 
г—р I г—р" 

гдѣ Ьг_п опять-таки есть одно изъ чиселъ 0, 1 , 2 . . . (д — 1) и 

0 < 4 Г _ 0 < Х 
Тогда: 

не есть кратное А. Дѣленіе „не выходить" и м ы п о л у ч а е м ъ о с т а -
токъ А^. Принято 'и въ этомъ случаѣ число Ь0Ьг- • -br_o^ - br_0, 
являющееся наибольшимъ изъ чиселъ, указывающихъ сколько 
разъ А можетъ содержаться въ С, называть частнымъ отъ дѣ-
ленія С : А. Но тѳрминъ „частное" мы будемъ употреблять 
всегда въ томъ смыслѣ, какой ему данъ при опредѣленіи 
въ § 6 А>, если только не будетъ опредѣленнымъ образомъ 
указано на иной способъ его пониманія. 
Соединеніе вмѣстѣ всѣхъ приведенныхъ разсужденій, даетъ 

непосредственно обычный, извѣстный изъ элементовъ, пріемъ 
дѣленія а ) . 

G. Возведеніе въ степень, извлечете корня и логариѳми-
рованіе систематическихъ чиселъ. 

Степень любого систематическаго числа можетъ быть вычислена 
повторнымъ умноженіемъ; особый пріемъ мы дадимъ только для 
второй и третьей степени (который иначе называются квадратомъ 

1) Другой способъ дѣленія, при которомъ приходится оперировать не со 
всѣми цыфрами дѣлителя, а лишь съ частью ихъ,' принадлежит^ F o u r i e r 
(Analyse des équat ions dé terminées . Paris 1831. стр. 187). Мы не останавли
ваемся здѣсь на способѣ F o u r i e r , такъ какъ онъ слишкомъ сложеиъ для 
того, чтобы иримѣнять его при преподаваніи. Сравн. L ü г о t h; Vorlesungen 
über numerisches Rechnen, Leipzig 1900, § 17 и пр. 
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и кубомъ), чтобы на основаніи полученныхъ такимъ образомъ 
формулъ найти методы и для рѣшенія обратныхъ задачъ. 

Изъ § 5 С, ( I I I ) имѣемъ: 

(а А-я , ) 2 = а 2 4 - 2 а а , 4 - а 2 

При помощи этого равенства находимъ далѣе: 

(*п-\-*н~і+а*-2)2=(a«+Œ(l._1)î4-2(a11+an Л)-ап а 4 - а * . _ а = 

Продолжая далѣе подобнымъ образомъ, окончательно получаемъ: 

(а„ - ! - « „ „ ! + я л _ , - | - f a , + a o ) 3 = a n

 2 + 2 a n a „ +a 2...., + 

+ 2 ( а » + а , , - - і ) < * , . - - » + < * « 2 + 

- f + 
H - 2 ( a - - 4 r a „ _ 1 4 - - - - + a 2 ) a 1 + a 3

2 + 
+ 2 ( a „ - r - a l l _ H f a 2 + a j ) a 0 + a 0

2 . 
Положимъ теперь 

av = «.,•#'' (при v = n , n — 1 , - 1 , 0), 

гдѣ g есть основаніе нашей системы счисленія, а каждое a., озна
чаешь одно изъ чиселъ 0, 1, 2,- • ( я — 1), тогда последнее равен
ство приметь видь : 

+ «п - л<Гл + л » - * ? " " 2 4 h" «10 -Ь % ) 2 = « „ У - f 

4 - 2 « A - ^ 2 " - 1 4 - C r / 2 " - 2 - h 

+ • •• + 
4 - 2 (Ѵ Ѵ У" 1 - f я п . . ^ - а 4 f a2g 4 ~ a^g f <Ç~, 

или короче: 

' ' , / ' , . > - , 2 Г : - " Л . - = 0 2 n " f - 2 « / „ - , . ? 2 " 4 + «*_, ^ 2 " 2 + 

4 - e „ _ ^ 2 » - 8 4 - ^ _ 2 . r / 2 » - * 4 -

+ • ; ; _; • ; • • • 

+ 2 • a „ « n _ ! • • • a2rt, • Oe«/ + a 0

2 . 

Такимъ образомъ вторая степень систематическаго числа 

Л ---а,,",, 2 - - - 0 , 0 , , 

представляется въ видѣ суммы, расположенной по ни сходя щи мъ 
стененямъ основного числа д. Чтобы написать полученную сумму 
въ видѣ систематическаго числа, слѣдуетъ примѣнить здѣсь пре-

К Ферберъ Ариѳметика. ^ 
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образованіе коэффиціентовъ, указанное при умножении, іюелѣ 
чего получимъ: 

^ = с 2 я + ] . ^ » + і + e2J*» + ^ , - ! . ? 2 " - 1 + с2п__2д^- - f f- с,// + 

Правая часть начинается или съ 2«-ой степени f/ или съ 
2« -f- 1-ой, иными словами ^ 2 г е + 1 или равно нулю или имѣетъ 
одно изъ значеній 1, 2...(с/—1); но во всякомъ случаѣ не 
встрѣтится члена степени высшей, такъ какъ 

А<^дп+1 

А2 <</**+*. 

Перейдемъ теперь къ обратной задачѣ. Пусть намъ дано н е 
которое число С и требуется найти такое число А, если оно во-
общее существуетъ, квадратъ к о т о р а г о = 0 , т . -е . извлечь второй 
корень, или иначе, квадратный корень изъ числа С. 

Изъ предыдущего ясно, что если 

будучи изображено въ видѣ систематическаго числа, начинается 
съ 2п\-\-ш или 2»-ой степени основанія, то искомое число а 
необходимо должно начинаться съ и-ой степени числа g; a слѣ-
довательно, оно должно имѣть в и д ь : 

А = - f а^)пЛ H Y <HI + ffo> 
гдѣ 

l S a K ^ . f y — 1; O S a , < f / - l , при v = 0, 1, 2,...(n— 1). 

Наша задача состоите въ томъ, чтобы, зная коэффиціенты г, 
вычислить коэффициенты а. 

Образованіе коэффиціентовъ с при возведеніи систематиче
скаго числа въ квадратъ показываетъ , что 

d l ) « 2 » + ^ 2 " + Ч ^ - + с Я я _ ] ^ - і + Й 2 я _ 2 . 9 г » - 2 ^ 

^ая

2д2* + 2аЛая_,д2*-і + а3

я_і!і**-* и т- Д-

Найдемъ теперь наибольшее число дп, квадратъ котораго 
меньше или равенъ с2п+1с2п. такъ что 

f/J S r 2 n + l • g - j - c2n < (gn - f 1 )2 . 

Первое опредѣляемое число не можетъ быть больше </„, 
такъ какъ если бы ап^дп-\-\, то 

rt 2/,2г. ( l 2 , i + l \ r п2п 
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что противоречить соотношению (1). ап не можетъ быть и меньше, 
чѣмъ gn, т акъ какъ изъ 

9пѴ-п S c2n+iff-n+l + ЧЛІЛ + • • • + Н9 + 

по § 7 С I , слѣдуетъ: 

fjjr S «„.?" + a^" - 1 H h «1.9 - f «o' 

т.-е. соотношеніе, возможное только при an7>gnt следовательно, 
ап~9п- Первая цыфра ап искомого корня изъ A опредѣляется 
отимъ, какъ наибольшее число, квадратъ котораго заключается въ 
с2п+г'Г/2п- Образуемъ теперь разность: 

(е2п+1-9 + «2п) — а п 2 = ( к 

и ищемъ наибольшее число </„-, для котораго 

При такомъ опредѣленіи дп^л нельзя обойтись безъ пробъ. 
Этому соотношение прежде всего стараются удовлетворить та 
кимъ числомъ, которое получится, если ^ - j - е 2 п __, раздѣлить 
на 2ап, при чемъ полученное частное часто приходится умень
шать на одну или нѣсколько единицъ г ) . 

Такъ же, к а к ъ и раньше, можно убѣдиться въ томъ, что 
должно существовать равенство ап_у=дп_г; если же предполо
жить, что a n _j дп_г - f - 1 , то отсюда будетъ слѣдовать: 

2 " Л і'/ + «Ü-i > <1У + Чп-л9 + 
И Л И 

2 « . « . - , . ? 2 - 1 + ,'/?" 2 > (^я+іГ/ + еія - « Л « 2 " + ' ' 2 „ ^ Л 3 + 

т . -е . неравенство, противоречащее соотношенію I I на стр. 52. 

') Легко видѣть, что число, большее частнаго, полученнаго такимъ путемъ. 
несомнѣнно можетъ удовлетворять послѣднему неравенству. D а г b о u х 
(Bulletin des sciences mathémat iques et astronomiques, 2. Série . 11 томъ. 
1 часть, стр. 176 и др.: сравни также L ü r o t h , Vorlesungen über numerisches 
Rechneu, Leipzig 1900, S. 143) указалъ на то, что если dng -\- c i n _ t раздѣлить 
не на 2ап, а на 2ал - f l к обозначить частное черезъ q, то всегда 2а дд -j-
<^лд'і + е<іп-\9 + с і п - ъ но, по крайней мѣрѣ, при р = 10, 2 о„ (q - f 2) g + 
+ (2 + 2)2 > dng^J

rc<la_x g -f- <? 2 | |_ 2 . Искомое число gn^\ можетъ, следовательно, 
имѣть лишь одно изъ двухъ значеній q или q-\- 1, въ зависимости отъ того, 
будетъ ли 2an(q+l)j ~\~ ( j - f - l ) 2 больше или меньше dngi -f- ftj„_j q -f- ^іп-і-
Доказать это очень легко. 

5* 
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Но такъ к а к ъ , съ другой стороны, 

<->2nu92n+l + с-ш92п + Ч* if"-1 -\ ; - 'Ѵ/ : ' „ ^ 

то 

+ o » - ! . « / " - 1 "I Ь я і .</ + "о ^ « Л " + Un л<Г \ 

откуда вытекаетъ , что «„..., н е . можетъ быть меньше </„._•,. 
Опрѳдѣливъ такимъ образомъ «„..•,, полагаемъ 

К ? 2 + ^»- -iff + Ѵ - г ) ~ ( 2 " А - Ѵ + «Ü-i) = 'C- i» 
и выбираемъ въ качествѣ значенія « n 2 наибольшее число, для 
котораго 

2(«,//-f «„- ,)'«,-! ,.'/ + ' , . S - ! § r f . - / T ' , J , - i « T ( , J , 4і 
и продолжаемъ такимъ же образомъ дальше. 

Когда будутъ найдены цыфры ап, ап_у,---ач, то полу
чается, к а к ъ наибольшее число, для котораго: 

2 • « А - Г • Я , - + 0 ^ _ j g + C 2 v _ ! • 7 + ^v-2' 

гдѣ можетъ быть вычислено посрѳдствомъ „рекурс іошшхъ 
ф о р м у л ъ " ] ) . 

<l — <l+ïf- + ^2ѵ+і.7 + съ — ( 2 « А - і • • • « , + ! • «v7 + "v2) 

Наконецъ « 0 представляетъ то число, для котораго: 

2 • « А - г • ' г Ѵ* і • «0.9 + V = f 7 i / / 2 + Ч) -Vсо• 
Если пе существуетъ числа « 0 , удовлетвориющаго этому 

равенству, то это значитъ , что не существуетъ такого числа А, 
квадратъ котораго есть С. Если въ этомъ случаѣ за п0 при-
мемъ наибольшее значеніе, при которомъ лѣвая часть меньше 
правой, то соотвѣтствующее систематическое число А предста
вляетъ изъ себя наибольшее число, квадратъ котораго все епіе 
меньше С, и разность между правой и лѣвой частями равна 
разности С — А2. 

Только что изложенный способъ вычислевія поясвимъ на 
числовомъ примѣрѣ. Чтобы оказаться внѣ зависимости отъ при
вычки , выберемъ за основаніѳ системы не 10, a напримѣръ 12. 
Если мы жѳлаемъ производить вычисленія по 12-ричной системѣ, 

>) Подъ рекурсіоннон формулой понимаютъ формулу, дающую возможность 
вычислить каждый члеиъ какого-либо ряда величинъ (нъ данномъ случаѣ числа 
dH. f / B _ j , . . . ff.,... f/j) по предыдущему или нѣсколькимъ предыдущимъ. 
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то намъ съ одной стороны нужны особые знаки для чиселъ 10 и 11, 
для чего и возьмемъ £ и г; съ другой стороны, для суммы и для 
произвѳденія каждыхъ двухъ чиселъ ряда 1, 2 , - - , С, s необхо
димо составить таблицы, по которымъ всѣ вычисленія надъ 
знаками чиселъ можно выполнять чисто-механически, нѳ думая 
каждый разъ о значеніи этихъ знаковъ. И т а к ъ , пусть дана за
дача извлечь квадратный корень изъ слѣдующаго числа, напи-
сапнаго по двенадцатиричной системе: 

6' = ^ 13112 s 0 1 . 

Такъ к а к ъ число восьмизначное, то 2м-}-1 — 7, а, слѣдова-
тельно, » = 3. 

Если вообще существуетъ число А, квадратъ котораго равенъ 
С, то оно должпо быть четырехзначнымъ, т . -е . имѣть слѣдующую 
Форму, 

А = а3а.гаЛа0 = а3103 -f- а2102 -J- аг 10 -f- а0

 ]). 

«g есть наибольшее число, квадратъ котораго меньше, чѣмъ 13, 
следовательно, а 3 = 3. 

г 7 3 = 13 — 3 2 = 6; 

а2 наибольшее число, для котораго 2 - 3 - а 2 - 1 0 + а 2

2 5 ^ 6 1 1 
2-3 = 6, хотя и содержится въ 61 10 разъ , но даже для а 2 = г 
лѣвая часть имеетъ значеніе: 

6 - s - l O - f £ 2 = 5 6 0 4 - U = 6 4 1 , 

a, слѣдовательно, больше 611. 

Для а 2 = £ мы напротивъ получаемъ: 

6 « 2 • 10 + « 2

2 = 500 + 84 = 584 ^ 6 1 1 ; 

следовательно, а 2 = Ç. Теперь 

Jj = 611 —584 = 49,. 

и Яд есть наибольшее число, для котораго: 

2 - 3 : - а 1 - 1 0 + а 1

г ^ 4 9 2 е 
или 

7 8 - а 1 - 1 0 - { - а 1

2 ^ 4 9 2 г . 

78 содержится въ 492, 7 разъ , и при аг = 1 получаемъ: 

7 8 - й Г 1 О + я 1

2 = 4 5 8 0 - | - 4 1 = = 4 6 0 1 , 

J) Здѣсь 10, конечно, является символомъ числа 12. 
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слѣдовательно, и на самомъ дѣлв а1 — 1. 

^=--.4925 — 4601 =--321;. 

а0 тенерь остается опредѣлитъ т а к ъ , чтобы 

2 - 3 l 7 - d o . ] 0 - f - a o a = 32:0l 
или 

792 • а 0 • 1 0 + а 0 » = 32:01. 

Это равенство удовлетворяется при а0 = Ь, следовательно: 

\ г 13112е01 = 3:75. 

Дальнѣйшія упрощенія письменнаго вычисленія при нѣкото-
ромъ навыкѣ являются сами собой ] ) . 

Методы возведенія систематическаго числа въ третью степень 
и извлеченія корня третьей стенѳни изъ этихъ чиселъ мы во 
избѣжаніе повтореній изложимъ возможно кратко. При помощи 
формулы, вытекающей изъ § 5, С, I I I : 

(а -\--6)з = a 3 - f иѢ - f Ш2 - f б» 

мы получаемъ: 

( « + а п i<Jn-1 + а„ - 2 Ü n ~ 2 + • • • + «]</ + «o) 3 = 

= «„'• g** + W a ^ - i + ъАЯА1 ^ - 2 ±„« у , , , 3 + 

+ • • f 

= < W 2 . ' / 3 n + 2 + ^ з „ + ^ 3 п + ] + + • • • + ^ + , ^ + C o , 

гдѣ каждый изъ коэффиціентовъ с имѣетъ одно изъ значеній 
0, 1, 2 , . . . ( 9 - 1 ) . 

Обратно, для извлеченія кубичнаго корня изъ послѣдняго числа 
слѣдуетъ принять за аЛ наибольшее число, для котораго: 

а п S hn + tf* + СЪп + іУ + ( îSn> 

положить 
dn = (C3n + 2(f + + + Ч п) ~ ап 

1) Такъ же. какъ и для дѣленія (ср. стр. 50, пр. 1). Ф у р ь е далъ для нз -
влеченія квадратнаго корня особый пріемъ вычисленія, на которомъ мы по
дробно не будемъ останавливаться, такъ какъ для его пониманія требуется 
болѣе свѣдѣній, чѣмъ тѣ, которыми можетъ обладать читатель въ настоящее 
время. Ср. L іі г о t h, Vorlesungen über numeiisches Rechnen, Leipzig 1900, 
§ 59 и д. 
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и найти для ап_Л наибольшее числовое значеніе, удовлетворяю
щее соотношенію: 

положить разность между правой и лѣвой частью неравенства 
равной àn-x и опредѣлить ап._2, какъ наибольшее число, для 
котораго 

3 • « А ~ і 2 • «»-20 2 + 3 • ап%-і • К- 2.9 + « ' iU S? 

Обоснование указаннаго пріема тоже самое, какъ и при извле
ч е т е квадратнаго корня. Точно такъ же можно безъ принци-
піальныхъ затрудненій установить аналогичные пріемы и для 
извлеченія корней съ другими показателями кромѣ 2-хъ и 3-хъ. 
Но съ увеличеніемъ показателя, вычисленія становятся столь 
затруднительными, что на нрактикѣ предпочитаютъ другой спо
собъ, съ которымъ мы ознакомимся позднѣе г ) . 

Чтобы найти логариѳмъ п с и с т е м а т и ч е с к а я числа р при 
основаніи а, данномъ также въ систематической формѣ, у насъ 
пока нѣтъ другой возможности, какъ вычислять повторными умно-
женіемъ слѣдующія другъ за другомъ степени буквы а и смотрѣть, 
не будетъ ли ап—р для какого-либо показателя п, и именно для 
какого. 

Н. Переходе отъ одной системы счисленія къ системѣ съ 
другимъ основаніемъ. 

Если число 

. M m 4 - * M - i Ä m - 1 + - - - + 61A + V 

данное по системѣ (h), изобразить по систѳмѣ (//), то необходимо 
лишь изобразить по этой системѣ основаніе h и коэффиціеиты 
Ьт, Ьт_г,...Ьѵ b0 и потомъ выполнить рядъ возведены въ сте
пень, умноженій и сложеній 2 ) . Если, напримѣръ , требуется число 

1) Гл. Г § 5 Е . 
2 ) Соотношения между изображеніями одного и того же числа (главнымъ 

образомъ, правильныхъ дробей) по двумъ различнымъ сиетемамъ разсматри-
ваетъ J . K r a u s въ Zeitschr. f. Math. u. Phys. Bd. 37 (1892) стр. 321 и 
B d . 39 (1894) стр. 11. 
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4963, данное по десятичной системѣ, перевести на двенадцати
ричную систему, то: 

4963 = 4 : 3 - ) - 9 • : 2 4 - 6 : -Ь 3. 
Т а к ъ к а к ъ 

^2 = 84; сз = 8 4 - ; = " 6 е 4 , 
то получаемъ 

(X) 4963== ( X I I ) 2394 + 630 + 50 + 3 = 
= ( X I I ) 2^57. 

Въ дальнѣйшѳмъ, если не будемъ діілать особыхъ указаній, 
за основаніѳ системы счислепія .будемъ принимать число 10. 

§ 11. Основныя предложенія о дѣлимости чиселъ1). 

А. Общій дѣлитель нѣсколькихъ чиселъ. 

Уже въ § 6 А сказано, что если между тремя числами а, I, 
и m существуетъ равенство 

а = / • m, 

то а называется кратнымъ t, а t дѣлителемъ а. 
Если а = 0, т.='0, то ото равенство справедливо при любомъ 

t; каждое число можетъ быть разсматриваемо поэтому, к а к ъ д е 
литель нуля. Съ другой стороны если t = Q, то и а должно быть 
равно нулю, т . -е . никакое , отличное отъ нуля число не можетъ 
имѣть дѣлителемъ 0. Непосредственно изъ ассоціативнаго закона 
умноженія (§ 5, В, I I ) вытекаетъ слѣдующѳе предложеніѳ: 

I . Е с л и т е с т ь д ѣ л и т е л ь /, a t в ъ с в о ю о ч е р е д ь 
д ѣ л и т е л ь ч и с л а а, т о и т е с т ь д ѣ л и т е л ь а. 

Н а основаніи закона дистрибутивности при умноженіи (§ 5, 
С, I , I I , I V ) вытекаетъ слѣдующее предложеніе: 

I I . Е с л и і я в л я е т с я о б щ и м ъ д ѣ л и т е л е м ъ ч и с е л ъ 
а и Ь, т . - е . к а к ъ д ѣ л и т е л о м ъ ч и с л а а, т а к ъ и ч и с л а 
Ь, т о t я в л я е т с я д ѣ л и т е л е м ъ и д л я a + è и д л я a — Ь. 

1) В ъ существенныхъ чертахъ эти теоремы уже встрѣчаются въ знамени-
тыхъ «Элементахъ» Е в к л и д а , учившаго въ Ллександрін около 310 г. до P . X . 
Здѣсь мы въ существенпыхъ чертахъ ведемъ изложеніе по «Vor lesungen über 
Zal i l cntheor ie» L e j e u n e U i г i с Ii 1 e t, въ изданіи R. D e d с k i n d'à, и 
останавливаемся на этой темѣ лишь постольку, поскольку это намъ н е о б х о 
димо для слѣдующей главы. 
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Это предложеніѳ имѣетъ мѣсто и для суммы произвольного 
числа слагаемыхъ. 

Любыя два числа а и Ъ всегда имѣютъ одинъ общій дѣ-
литоль, а именно 1. 

Если они не имѣютъ другого общаго дѣлителя кромѣ 1, то 
про нихъ говорятъ, не принимая во вниманіѳ этого столь оче-
виднаго дѣлителя, что они общаго дѣлителя не имѣютъ, и 
пазываютъ или первыми между собой, или взаимно простыми. 
Такъ к а к ъ общій дѣлитель чиселъ а и Ъ не можетъ быть больше 
меньшаго изъ нихъ, то одинъ изъ ихъ общихъ дѣлителей дол-
женъ быть н а и б о л ь ш и м и Нахожденіе общаго наиболынаго д е л и 
теля двухъ чиселъ является въ высшей степени важной зада
чей, которую рѣшилъ уже Евклидъ („Элементы, книга V I I , 
Nr 2, изданіе H e i b e r g , томъ I I , стр. 191). Если а = Ь, то ко
нечно общее значеніе обоихъ чиселъ одновременно является 
и ихъ наиболыпимъ общимъ дѣлителемъ. Если же а обозна
чаете большее изъ двухъ чиселъ, то дѣлимъ а на Ъ. Дѣленіе 
выполняется либо нацѣло, либо съ о с т а т к о м ъ г ) . Въ первомъ 
случаѣ Ъ является общимъ наиболыпимъ дѣлителемъ, во второмъ 
случаѣ, если обозначить частное черезъ m, а остатокъ черезъ Ъѵ 

то получится равенство: 

Этотъ процессъ дѣленія продолжаемъ до тѣхъ поръ, пока дѣленіе 
не окончится, т . -е . пока въ остаткѣ не получится нуля, что не
обходимо должно имѣть мѣсто, т а к ъ какъ каждый слѣдующій 
остатокъ меньше предыдущего. 

Такимъ образомъ получаемъ слѣдующую цѣпь равенствъ: 

а = Ът -f- b1, гдѣ Ъ1<^Ъ. 

Дѣленіемъ Ъ на Ьг получится слѣдующее равенство 

b = b1m1-\-b2, гдѣ Ъ2<ЪѴ 

I I I , Ь. 

a 

Ъ 
bm -f- ôj, 

b2m2 - f \ 

b. b. • m. 

Jj Cp. § 10 F . стр. 48—50. 
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Послѣднее равенство показываотъ , что Ъч есть дѣлитель 
изъ предпослѣдняго равенства на основаніи предложений I и I I 
этого § слѣдуетъ, что b.t есть также дѣлитель и й ѵ _ 2 и т. д.; 
изъ второго равенства слѣдуетъ, что b.t есть дѣлитель Ъ и нако-
нецъ изъ перваго, что Ь.( есть дѣтитель a, a, слѣдовательно, есть 
общій дѣлитель чиселъ а и Ъ. Съ другой стороны изъ перваго ра
венства этой цѣпи слѣдуетъ, что каждый общій дѣлитель чиселъ 
а и Ъ есть дѣлитель Ъх\ изъ второго, — каждый общій дѣлитель 
bu Ьг, является дѣлителѳмъ общимъ и Ь2 и т. п.; наконецъ, изъ 
предпослѣдняго, что каждый общій дѣлитель <5,( 2 и Ь.І.Л является 
дѣлителемъ Ьч. Поэтому каждый общій дѣлитель чиселъ а и b 
является также и дѣлителемъ Ъч. Изъ этихъ двухъ выводовъ, а 
именно изъ того, что, во-первыхъ, число 6„ есть общій дѣлитель 
чиселъ а и Ь, и, во-вторыхъ, что оно есть кратное каждаго 
общаго дѣлителя а и Ь, слѣдуетъ далѣе , что Ьч должно быть 
о б щ и м ъ н а и б о л ь ш и м ъ д ѣ л и т е л е м ъ а и Ъ. Каждый 
общій дѣлитель двухъ чиселъ есть дѣлитель общаго наиболь
ш а я дѣлителя этихъ чиселъ. 

Тогда и только тогда, когда Ьѵ = 1, числа а и b являются 
взаимно простыми. Для такихъ двухъ взаимно простыхъ (первыхъ 
между собой) чиселъ а и b имѣетъ мѣсто слѣдующая важная 
теорема. 

IV*. Е с л и а и Ъ ч и с л а в з а и м н о - п р о с т ы я и J е с т ь 
п р о и з в о л ь н о е ч и с л о , т о к а ж д ы й о б щ і й д ѣ л и т е л ь 
ч и с е л ъ а-к и b я в л я е т с я о б щ и м ъ д ѣ л и т е л е м ъ к и b. 

Для доказательства представимъ себѣ Ц Б П Ь равенствъ 111, 
написанную для случая &ѵ — 1 и каждое равенство умножимъ 
почленно на I: 

а-к= Ьтк - j - bjc, 
bk = b1m1k -\-b2k, 

= Ь Ч - і ) п . , - + 

Изъ этой цѣпи, при помощи тѣхъ же разсужденій, когорыя 
мы примѣнили для цѣпи I I I . непосредственно вытекаетъ теорема, 
которую и слѣдовало доказать. 

Необходимо выдѣлить два частныхъ случая въ виду ихъ осо
бой важности. 

ІѴа. Е с л и а и b с у т ь д в а в з а и м н о п р о с т ы х ъ 
ч и с л а и п р и э т о м ъ а-к д ѣ л и т с я н а Ъ, т о к д о л ж н о 
д ѣ л и т ь с я н а Ь. 
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IVb. Е с л и и а и / я в л я ю т с я в з а и м н о п р о с т ы м и 
с ъ Ь, т о ак д о л ж н о б ы т ь т ож е ч и с л о м ъ в з а и м н о-
п р о с т ы м ъ с ъ Ъ. 

Повторное примѣненіе этой теоремы приводить къ слѣдую-
щему обобщенію: 

Если каждое изъ чиселъ а, к, 1, т, • • • является взаимно 
простымъ съ Ъ, то и ихъ произведете a-k-1-m- • • есть 
также число взаимно простое съ Ь, 

и къ такому слѣдствію: 
Если каждое изъ чиселъ а, к, I, т, • • • является взаимно 

Простымъ съ каждымъ изъ чиселъ Ъ, к', I', / /« ' , ••• то и 
произведете a-Jc-1-ш--- есть число взаимно простое съ 
произведеніемъ bk' I' • m' • • • 

Всѣмъ этимъ мы будемъ пользоваться позднѣе, а, главнымъ 
образомъ, слѣдующимъ частнымъ случаемъ приведеннаго слѣдствія: 

Если а и Ъ числа, взаимно простыя, то и каждая степень а 
есть число взаимно простое съ любой степенью Ъ. 

В. О б щ е е к р а т н о е н ѣ с к о л ь к и х ъ ч и с е л ъ . 

Въ слѣдующей главѣ намъ придется для двухъ данныхъ чи
селъ находить общія кратныя, т . -е . такія числа, которыя дѣ-
лятся, какъ на а, такъ и на Ь; поэтому мы здѣсь и займемся 
рѣшеніемъ указанной задачи. 

Если Т есть общій наиболыпій дѣлитедь чиселъ а и Ь, т . -е . 
а = а'Т, и b = b'T, при чемъ а! и Ъ' должны быть числами взаимно 
простыми, то общее кратное чиселъ а и b должяо быть прежде 
всего кратнымъ числа a a имѣть видъ ш-а = т-а'Т, гдѣ m есть 
какое-либо число. Для того, чтобы ma'T было кратнымъ числа 
b = b'T, ma' должно дѣлиться на b', а такъ-какъ а' и V числа 
взаимно простыя, то m должно дѣлиться на V и поэтому имѣть 
видъ цЬ'. Каждое общее кратное чиселъ а и b равно произве
дение а'Ь'Т на какое-либо число ц. Отсюда ясно, что и обратно, 
всякое произведете вида р.-а'Ь'Т есть кратное чиселъ а и Ь. 
Наименьшее изъ всѣхъ чиселъ ца'Ь'Т, а, слѣдовательно, наимень
шее общее кратное чиселъ а и & есть d-V'-T—a-b'.T, a всѣ 
остальныя общія кратныя будутъ числами кратными этого общаго 
наимсныпаго кратнаго. 

Если требуется найти общее наименьшее кратное болѣе чѣмъ 
двухъ чиселъ, a, аѵ а2, а3---ап, то находимъ сперва общее на
именьшее кратное іп1 чиселъ а и аѵ затѣмъ общее наименьшее 
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кратное т2 чиселъ тЛ и а 2 и т. д. и наконецъ, общее наимень
шее кратное тп чиселъ тп__г и ап. Тѣми-же пріемами, к а к ъ и 
въ случаѣ двухъ чиселъ , можно показать , что тп есть наимень
шее изъ чиселъ дѣлящихся одновременно на а, на аг,- • • на 
ап, и всѣ остальныя числа, обладающія тѣмъ же свойствомъ, 
должны быть кратными тп. 

Если же ч и с л а . a, аѵ а2, • • • ап окажутся попарно числами 
взаимно простыми, то ихъ наименьшее кратное равно произве
д е ш ь a- «j • а2 • • -ап. 

С. Представленіе любого числа въ видѣ произведенія 
простыхъ чиселъ. 

Такъ к а к ъ для каждаго числа имѣетъ мѣсто равенство: 
а = а-1, то каждое число дѣлится на 1 и на само себя. Число, 
имѣющеѳ лишь эти два д ѣ л и т е л я г ) , называется просгымъ (пер-
воначальнымъ). 

В с я к о е ч и с л о а, и м ѣ ю щ е е , к р о м ѣ а и 1, е щ е к а 
к о й - л и б о д р у г о й д ѣ л и т е л ь , м о ж е т ъ б ы т ь п р е д 
с т а в л е н о , и п р и э т о м ъ л и ш ь е д и н с т в е н н ы м ъ о б р а 
з о м ъ , в ъ в и д ѣ п р о и з в е д е н і я п р о с т ы х ъ ч и с е л ъ ; п о 
э т о м у е г о и н а з ы в а ю т ъ с о с т а в н ы м ъ ч и с л о м ъ . 

Доказательство. Если I есть дѣлитель числа а, отличный отъ а 
и единицы, то t либо число простое, либо имѣетъ дѣлитель t', 
отличный отъ I и 1. Если это число І не будетъ числомъ про-
стымъ, то оно имѣетъ дѣлитель f, отличный отъ t и 1 и т. д. 
Продолжая такимъ образомъ далѣе , мы неизбѣжно дойдемъ 
до дѣлителя р, который будетъ уже простымъ числомъ, сдѣлавъ 
при этомъ менѣе, чѣмъ а пробъ, т акъ к а к ъ a^>i^>t'^>t"^> • • • ] > 1. 
По § 11 А,І , р будетъ дѣлителемъ и числа а, слѣдовательно, 
a—p-d; гдѣ или d есть число простое или, согласно вышепри
веденному разсужденію, дѣлится на простое число У, т . -е . а' = 
=p'd', слѣдовательно, a—p-p'd'. Разсуждая такимъ же образомъ 
дальше, получимъ для числа а рядъ выраженій въ видѣ произ-
веденія 

a—p-d =р -р' • а" =р -р' -р" • d" = • • •, 

') Единица дѣлится только на единицу. Слѣдовательно, здѣсь снова обна
руживается особый характеръ единицы (ср. стр. 2, сносъ 2). Остается откры-
тымъ вопросъ, считать ли единицу простымъ числомъ; для удобства изложенія 
оказывается болѣе цѣлесообразнымъ не относить единицу къ простымъ числамъ. 
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въ каждомъ изъ которыхъ всѣ множители, кромѣ послѣдняго, 
несомнѣнно числа простыл; этотъ рядъ можно продолжать даль
ше до тѣхъ поръ, пока послѣдній множитель а', а" и т. д. не ока
жется числомъ простымъ. Но такъ-какъ 1, 
то число этихъ послѣднихъ множителей меньше, чѣмъ a'; слѣ-
довательно, менѣе чѣмъ послѣ а! т акихъ преобразованы, мы по-
лучимъ п р о и з в е д е т е , состоящее только изъ простыхъ сомножи
телей. Если предположить, что одно и то же число а можно 
представить въ видѣ двухъ различныхъ произведеній простыхъ 
чиселъ: 

а —V У • и a — q-q'-q"---

то изъ равенства 
t ft t /' 

p.p .p . . . =q-q q ••• 
слѣдовало бы, что произведеніе, стоящее въ лѣвой части, дѣлится 
на q; следовательно, не всѣ числа р, р', р" и т. д. будутъ взаимно-
простыми съ q (по § 11 А, I V В). Если же два простыхъ числа 
имѣютъ, кромѣ единицы, еще общій дѣлитель, то они совпа-
даютъ. Одинъ изъ множителей лѣвой части долженъ, следова
тельно, равняться q. Если отбросить въ правой и лѣвой частяхъ 
равенства одинаковые множители и примѣнить такое же разсу-
жденіе к ъ оставшемуся равенству, то можно убѣдиться, что ка
кой-нибудь другой множитель въ лѣвой части долженъ рав
няться q'. Продолжая подобный разсужденія, найдемъ, что каж
дый множитель правой части встрѣчается и въ лѣвой, a слѣ-
дователыю, лѣвая часть во всякомъ случаѣ равна произведенію 
q-q'-q"---, умноженному на какое-либо число г. Но такъ к а к ъ 
равенство: 

(q.q'.q"...).r = q-q'.q".--

справедливо лишь при г—1, то, если не принимать во внима-
ніе очевиднаго множителя 1, ясно, что совокупность простыхъ 
чиселъ р,р',р",--- тождественна съ совокупностью простыхъ 
чиселъ q, q', q",•••; согласно этѳму л ю б о е ч и с л о а м о 
ж е т ъ б ы т ь п р е д с т а в л е н о л и ш ь единственнымъ о б р а 
з о м ъ , в ъ в и д ѣ п р о и з в е д е н і я п р о с т ы х ъ с о м н о ж и т е -
л е й. При этомъ одно и то же простое . число можетъ входить 
въ качестве множителя нѣсколько разъ . Если теперь произве
д е т е одинаковыхъ простыхъ чиселъ писать въ видѣ степени, 
то каждое составное число можетъ быть представлено въ видѣ: 
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гдѣ рѵ р2,- • • рп простыл числа, отличныя другъ отъ друга, а 
аѵ а2,---ап какія-либо числа. 

На нрактикѣ, при разложеніи очень большого числа а на его 
простые сомножители, представляетъ вообще довольно большія 
затрудненія рѣшеніе вопроса, не будетъ ли такое число само про-
стымъ. До Эйлера для рѣшеиія , является ли данное число про-
стымъ или нѣтъ , не было другого пріема, к а к ъ дѣленіе этого 
числа на другое простое, квадратъ котораго а; въ самомъ 
дѣлѣ, если a = r-s, то не можетъ быть одновременно и г2^>а, 
и s2^>a. Мы не можемъ останавливаться здѣсь на сравнительно 
новыхъ методахъ, сокращающихъ такое изслѣдованіе, такъ к а к ъ 
они требуютъ болѣе глубокихъ познаній изъ теоріи чиселъ ] ) . Те
перь составлены т а б л и ц ы 2 ) , которыя даютъ наименьшіе простые 1 

дѣлители для всѣхъ чиселъ, не превышающихъ извѣстнаго пре
д а л а . Уже Евклиду (Элементы, кн. I X , No. X X ) былъ извѣстенъ 
тотъ фактъ , что к а к ъ бы далеко ни продолжать рядъ натураль-
ныхъ чиселъ, мы никогда не встрѣтимъ послѣдняго простого 
числа, т . -е; такого простого числа, за которымъ уже нѣтъ про
стыхъ чиселъ. Пусть р какое-нибудь простое число; составимъ 
произведете 2-д-Ь---р всѣхъ простыхъ чиселъ ^р, и к ъ полу
ченному произведенію прибавимъ 1. Составленное такимъ обра
зомъ число даетъ при дѣленіи на одно изъ простыхъ чиселъ 
2, 3, Ь,---р остатокъ 1, т . -е . не дѣлится ни на одно изъ 
нихъ. Теперь являются мыслимыми лишь двѣ возможности: или 
это число само является простымъ, или оно дѣлится на какое-
либо простое число, отличное отъ чиселъ 2, 3, 5,---р3). Слѣ-
довательно, во всякомъ случаѣ, к а к ъ бы велико ни былоі>, имѣется 
еще простое число, большее р. Изъ возможности разложить дан
ное число на простые множители только однимъ способомъ слѣ-
дуетъ, что никакой дѣлитель числа а не можетъ имѣть иныхъ про
стыхъ множителей, кромѣ входящихъ въ составъ а, и въ степе-

1) Enzyklopädie der Mathemat. Wissensch.. I , Bd. . 2 Tei l . , стр. 576. 
2) L . C h e r m a c , Cribrum arithmeticum, Deventer 1811 (до 1 020 000); 

J . Chr. B u r c k h a r d t , Tables des diviseurs jusqu'à 3 036 000, Paris 1814— 
1817; Z . D a s e , Faktorentafeln (7*з bis 9*ê Million). Hamburg, 1860. 63. 65; 
I . G l a i s h e r , Factortables for the 4., 5.. 6. Million, London 1879. 80. 83. 

3 ) Первый случай имѣетъ мѣсто при р= 2, 3, 5, 7, 11,—второй* при р=}3. 

(2 • 3 • 5 • 7 • 11 • 13+1—30031=59 • 509) 

Ср. Legciidre. Tléorie des nombres, нѣм. перев. M a s e r ' a , Leipzig. 1886, 
Bd. I , стр. 15. 
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няхъ, не превышающихъ тѣхъ степенен, какія встрѣчаются въ 
разложеніи числа а. Каждый дѣлитель числа a имѣетъ такимъ 
образомъ слѣдующій видъ: 

Рхк> -pk- • • -рЛ

кп, гдѣ 0 g /.-., <;<*., ( ѵ ' = 1, 2, • • • и), 

и число всѣхъ дѣлителей числа а (включая 1 и я) равно 

+ ( а 2 + 1 ) . . . ( Я я + 1 ) . 

Согласно этому всякое число, кратное а. непремѣнно содер
жит!, простые множители числа а и нритомъ каждый въ той же 
самой или въ болѣе высокой степени, следовательно, оно должно 
имѣть видъ: р^і • pj-г • • • pn

yn • q, гдѣ \ > а ѵ для ѵ = 1 , 2,- • -п 
и ч число первое съ а. 

На основаніи этого замѣчанія мы можемъ, для задачи о на-
хожденіи общаго н а и б о л ь ш а я дѣлителя и о б щ а я н а и м е н ь ш а я 
к р а т н а я , рѣшениой въ А и В, дать еще другое рѣшеніе, которое 
и является болѣе предпочтительнымъ, если только И З В Е С Т Н О раз 
ложение данныхъ чиселъ на простые сомножители. 

Чтобы найти общій наибольшій делитель , беремъ каждое про
стое число, которое встречается въ каждомъ изъ данныхъ чи
селъ и пишемъ его съ наименыпимъ показателемъ, съ которымъ 
оно входить въ разложенія данныхъ чиселъ. Произведете полу-
ченныхъ такимъ образомъ степеней простыхъ чиселъ является 
делителемъ к а ж д а я изъ данныхъ чиселъ; но если этотъ дели
тель умножить на какое-либо простое число, то полученное про
и з в е д е т е уже не будетъ содержаться по крайней мере въ одномъ 
изъ данныхъ чиселъ; следовательно, это и будетъ искомый общій 
наибольшій делитель . 

Чтобы найти общее наименьшее кратное, беремъ каждый 
простой множитель, входящій хотя бы въ одно изъ данныхъ 
чиселъ и пишемъ его съ наиболыпимъ показателемъ, встреча
ющимся при этомъ множителе въ разложеніяхъ. Произведете 
определеішыхъ такимъ образомъ степеней простыхъ чиселъ 
и будетъ кратнымъ каждаго д а н н а я числа; если это произ
в е д е т е раздѣлить на какое-либо простое число, то оно уже 
не будетъ делиться хотя бы на одно изъ данныхъ чиселъ; 
следовательно, это есть общее наименьшее кратное данныхъ 
чиселъ. 
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§ 12. Нѣкоторыя понятія и предложенія изъ элементовъ 
теоріи чиселъ (необходимыя для слѣдующей главы). 

А. Сравненія. 

Если иамъ даиы два произволышхъ числа g и т, то при 
помощи дѣленія g на m мы всегда можемъ найти единственную 
пару такихъ чиселъ q и г, что 

y = q.m-{- г, гдѣ 7 > 0 , 
О г < ; от — 1. 

Пусть при дѣленіи другого числа </ на m получается ча
стное q' и остатокъ г', т акъ что 

g' = q'm-\-r'. 
Если теперь 

>• = »•', а, слѣдователыю, #— (/— (q — q')>n 

(или же (j — g = (q' — е с т ь число кратное WÎ , то, согласно 
обозначенію, введенному Гауссомъ въ его „Disquisit iones Ari thme-
ticae" Sectio Prima (1801), говорятъ что g с р а в н и м о съ д' 
п о м о д у л ю т, и п и ш у т ъ д—д1 ( м о д . m); т а к о е с о -
о т н о ш е н і е м е ж д у g и д' н а з ы в а ю т ъ с р а в н е н і е м ъ ' ) . 

Не трудно усмотрѣть и обратное: если g — (] (при чемъ 
мы предполагаемъ д^>д') дѣлится на т, то при дѣленіи g и </ 
на m обязательно получается о д и н ъ и т о т ъ ж е о с т а т о к ъ . 
Въ самомъ дѣлѣ изъ 

g — g' = (q — q')m - f r — /, 
a если » • < > ' , 

— il — c/)m — 0" ' — r ) 

слѣдуетъ, согласно сдѣланному предположенію, что r — г ' (а въ 
послѣднемъ случав г' — г) должно дѣлиться на m, что возможно 

1) Слово «congi'imm» въ томъ. же смыслѣ, въ какомъ имъ пользовался 
Гауссъ, еще много раньше (1732) примѣнялъ G o l d b a c h въ своемъ трактатѣ 
«Criteria quaedam aequationum. quarum nulla radix rationales est» (Commeuta-
rii Academiae Petropolitanae ad annum 1732 et 1733, Bd. V I . 98—102). Ср. 
M. C a n t o r , Vorlesungen. Bd. I I I , стр. 611. Мы здѣсь пользуемся тѳрминомъ 
«сравненіе» ради краткости выраженія, не желая входить въ теорію болѣе по
дробно. 
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лишь при условіи г— г' = 0. т . -е . при r — r\ т акъ -какъ 
г ш — 1, г' f^m — 1. 

Произвольное число g сравнимо по модулю m съ числомъ /•, 
опредѣляемымъ равенствомъ g — q т-\-г, гдѣ г есть одно (и 
только одно) изъ чиселъ 0, 1, 2 - • • m — 1. Такое число г назы
вается наименьшимъ вычетомъ g по модулю т. 

Каждое сравненіе, имѣющее мѣсто для-модуля m, будетъ спра
ведливо и для всякаго дѣлителя числа т, если его принять за 
модуль. Если въ разсужденіи всѣ сравненія имѣютъ одинаковый 
модуль и онъ остается безъ измѣненія, то мы не будемъ повто
рять его при каждомъ сравненіи. 

Для сравненій имѣѳтъ мѣсто рядъ предложеній, аналогичныхъ 
высказаннымъ для равенствъ. 

I . Если 
.'/ .'/ I 

g ~- g", > (мод. «<); 
то и .'/ .'/" j 
в ъ силу того, что если при дѣленіи g, g , g" на m соответственно 
получаются остатки г, г', г", то изъ и г = г" слѣдуетъ, 
что и г' = г". 

I I . Если 
!) ,—(( . , (Для ѵ = 1, 2, • • -п), 

то и 

Hi + 9а~\ \г9п ~- 9і + 92Ч h 9Ù • 
Такъ какъ сложеніе ц равенствъ 

9-, = + гч 

даетъ 

9і + 92-\ hfl'» = (ïi + Î2 Ч h ?>» + >-i.+ '2 H \~ 
a сложеніе n равенствъ 

даетъ : 

9г + 92 + • • • + < / ; = ( s V + ft' - f • • • + ? „ > + + r 2 + • • • + r„, 
то отсюда слѣдуетъ, что суммы g1-\-g2-\- • • • -\-gn и 9Î -\-g2 -\-
~Ь ' • ' ~\~9п П Р И Дѣленіи на m даютъ одинаковые остатки. 

I I I . Аналогичнымъ пріемомъ можно показать , что если 

и 9i^9Î 
92'~9а., 

т о ' 9І — 9І=9І—9І-
К. Ферберъ. Ариѳметика. Ь 
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I V . Если 

и .'/•> - • .'/ 2\ 
то и ,«! • //, • д2. 

При перемноженіи обоихъ равенствъ 
а = а ш 4 - »•, гл ' = а'м 4 - г. 

1 , а т акъ же и равенствъ , , 1 

i/à = Ï 2 w T b r 2 > (h = Q 2 m + r2 
получаемъ 

Vi • !J2 = ІЯіЬт + >Yh -f" Ч1і)'п + >'i r2 
и 

!>î-9t = (b'<Ï2'H + » i Ï 8 + V / i > ' + 'У g, 

откуда и слѣдуѳтъ, что при дѣленіи д1-д2 и д^-д2 на УИ полу
чаются равные остатки. 

При помощи заключенія отъ и къ п-\-\ (§ 3 В, стр. 11) 
можно распространить ату теорему и на произведете любого 
числа сомножителей. Допуская равенство отдѣльныхъ сомножите
лей, получаемъ изъ этой обобщенной теоремы такое слѣдствіе: 

IV а., если = 

то и дп = фп. 

Изъ I I , IV и ІѴа слѣдуетъ далѣе: 
IV b., что, если 

а' (для ѵ = 0, 1, 2,---п) 
и .'/ .'/, 
то ап-д*-\ а я _ ! - g - 1 -\ L . « , . ^ - f - a ^ o + а ' п _ . х Ѵ " - Ч 

- f < • < / + «o'. 
V. Если 

fc-(J__lc-(J (мод. «») 

и кромѣ того /г есть число простое съ то, то должно быть 

g = (J (мод. ш); 

т а к ъ какъ 1с-у — k-g' = k-(g — g'), можетъ, при допущенномъ 
предположѳніи, лишь въ томъ случаѣ дѣлиться на m, если g—(J 
есть кратное m (§ 11 A, ІѴа). 

Предложенія, начиная со I I и до ІѴЬ, служатъ обоснованіемъ 
извѣстной повѣрки правильности п р о и з в е д е н н а я вычисленія. 
Если изъ какихъ-либо данныхъ чиселъ при помощи сложеній, 
вычитаній, умноженій и возведепій в ъ степень получено число N, 
то для повѣрки слѣдуе іъ замѣнить каждое изъ данныхъ чиселъ 
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его наименынимъ вычѳтомъ, по какому-нибудь модулю m, и вы
полнить надъ этими наименьшими вычетами тѣ же самыя дѣйствія; 
пусть при этомъ въ результата получится число п. Необходимое 
(но конечно не достаточное) условіе правильности числа N, со-
стоитъ въ томъ, что I f и » должны имѣть одинаковые наимень
шее вычеты по модулю т. Всего удобнѣе при производствѣ 
повѣрокъ брать модулемь 9 или И , такъ к а к ъ при десятичной 
системѣ счисленія для этихъ чиселъ легко и быстро опредѣляются 
наименьшіе в ы ч е т ы 1 ) . (Сравни, отдѣлъ D , I I этого параграфа, 
стр. 75 и д.) . 

В. Число чиселъ, меньшихъ даннаго числа m и простыхъ 
съ нимъ. 

Во многихъ изслѣдованія.ѵь имѣетъ большое значеніе число 
чиселъ, меньшихъ даннаго числа m и не имѣющихъ съ ш дру-
гихъ общихъ дѣлителей, кромѣ единицы. По Г а у с с у (Disquisi-
tiones Arithmeticae, Nr 38) это число принято обозначать черезъ 
¥ ( « ) -)• 

I . Для простого числа р, у(р)=р— 1. 
I I . Степень простого числа р* имѣетъ общихъ дѣлителей лишь 

со всѣми числами кратными р; tp(_p») есть, слѣдовательно, раз
ность между числомъ р*—1 всѣхъ чиселъ меньшихъ р*, и 
числомъ рг~х— 1 чиселъ кратныхъ р: 

меньшихъ р*; отсюда 

(й (р*) — р* —р*- 1 = j f > * - b (р — 1). 

J) Повѣрка девятью была извѣстна уже индусам* (М. Cantor. Vorlesun
gen I , стр. 571 J, отъ которыхъ ее узнали арабы. Обоснованіе этой иовѣрки 
даетъ Лсопардо изъ Пизы (около 1200). М. C a n t o r . Vorlesungen I I , с т р . 9 . 
Повѣрка одиннадцатью, впервые, невидимому, встрѣчается у арабскихъ матема-
тиковъ (М. Cantor I , стр. 722). А р а б ъ I b n A l b a n n â (конецъ X I I I сто-
лѣтія) примѣняетъ уже повѣрку семью (M. Cantor I , стр. 759). Эти ловѣрки и 
подобный имъ при помощи другихъ чиселъ встрѣчаются вновь въ руководствахъ 
ХѴ-го и ХѴІ-го столѣтій. Особенно эти повѣрки были важны тогда, когда 
числа во время выполненія вычисленій стирались и замѣнялись другими, что 
затрудняло непосредственную повѣрку. 

2 ) В о Франціи то же самое число (по Cauchy) называютъ «indicateur» 
числа т, въ Англіи (no Sy lves ter 'y )—«tot ient» и пишутъ - (ni). 

6* 
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I I I . Пусть теперь m представляетъ изъ себя п р о и з в е д е т е 
VQ — двухъ чиселъ, не имѣющихъ общихъ дѣлитѳлей. Любое 
число тогда и только тогда оказывается простымъ съ m — P-Q, 
если оно простое какъ съ Р , такъ и съ Q (§ 11 A, ІѴЬ). Теперь 
мы должны изъ совокупности чиселъ 1, 2, З . - ш — 1 выбрать 
тѣ числа, которыя не имѣютъ общаго дѣлителя ни съ Р , ни 
съ Q. Для этой цѣли числа 0, 1, 2 , - м « — 1 расположимъ слѣ-
дующимъ образомъ: 

Если к ( < Q) имѣетъ дѣлитель общій съ Q, то всѣ члены 
строки, начинающейся съ к, имѣютъ тоть же самый общій дѣ-
литель съ Q (§ 11 А, (II)); если же напротивъ к есть число 
простое съ то всѣ члены этой строки будутъ числами про
стыми съ Q; такъ какъ , если бы z = v- Q-\-k имѣло общій дѣ-
литель съ Q, то и к въ силу того, что к = г — имѣло бы 
тотъ же дѣлитель; следовательно, намъ надо сохранить только 
тѣ строки, которыя начинаются съ чиселъ к, простыхъ съ Q. 
Число этихъ строкъ равно уЩ). 

Два члена одного и того же ряда не могутъ быть сравнимы 
по модулю Р , т а к ъ какъ изъ 

V.Q + b—:vQ-f-i (мод. Р ) 
слѣдовало бы 

а отсюда (по § 12 А, (У)): 
>Х^Г:Ѵ, 

что возможно только въ томъ случаѣ, когда ц = ѵ, т а к ъ к а к ъ 
)1<Р, Ѵ < Р . 

Такимъ образомъ, члены одной и той же строки, при дѣле-
ніи на Р , даютъ различные остатки. Такъ какъ число возмож-
ныхъ остатковъ при дѣленіи на Р въ точности равно числу 
членовъ одного ряда, то каждый изъ остатковъ 0, 1, 2, - Р — 1 
встрѣчается въ каждомъ ряду одинъ и только одинъ разъ . Число же 
можетъ оказаться лишь тогда простымъ съ Р , когда его наи-
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меньшій вычетъ по мод. Р обладаетъ этимъ свойетвомъ. Число 
членовъ одного ряда, простыхъ съ Р , равно, следовательно, числу 
чиселъ, заключающихся между остатками 0, 1, 2 , - - Р — 1 и 
простыхъ съ Р , т . - е . равно <р(Р). 

Чтобы получить всѣ числа, первыя съ m = P-Q, слѣдуетъ 
изъ каждой <p(Ç) строкъ взять <р(Р) членовъ; тогда число этихъ 
чиселъ равно: 

I V . При помощи заключенія отъ п к ъ и -4 -1 (§ 3 В, стр. 11), 
можно сѳйчасъ же обобщить эту формулу и на тотъ случай, 
когда m представляетъ изъ себя произведете произвольнаго числа 
множителей Р1, Р 2 , - • Рп, простыхъ между собой. Для этого при
дется воспользоваться теоремой (§ 11 А, IV в): если въ ряду 
Р г , Р 2 , • • - Р „ всѣ числа попарно взаимно простыя, то каждое 
изъ этихъ чиселъ будетъ простымъ съ произведеніемъ любого 
числа остальныхъ чиселъ. 

Если Р^—р**/ (при ѵ = 1 , 2 , - - - и ) , гдѣ p,t означаютъ отлич
ный другъ отъ друга простыя числа, то сдѣланное для Р ѵ пред-
положеніе выполнено, и поэтому: 

Ч» Ü V і Ѵ ! • • -Рп") = <Р (PS1) f (Рг*) • ' • 'f О,"") = 

С. Степенные вычеты и теорема Фермата. 

Если g и m означаютъ два какихъ-либо числа простыхъ между 
собой, то и всѣ степени числа g (по § 11 А, I V b.), a слѣ-
довательно, и всѣ ихъ наименыпіе вычеты по мод. m будутъ 
числами простыми съ т. Число различныхъ остатковъ, полу-
чаемыхъ при дѣлѳніи всѣхъ возможныхъ степеней g на m не 
можѳтъ быть больше, чѣмъ ср (т). Поэтому уже въ рядѣ 

встрѣчаются по крайней мѣрѣ два члена, дающихъ одинъ и 
тотъ же остатокъ, a слѣдовательно, сравнимыхъ другъ съ дру-

1) Этотъ результатъ іюлученъ Эйлеромъ (Theoremuta arithmetica nova 
methodo demonstrata, Xovi Comir.entarii Academiae Petropolitanae. T . 8 
(1700/61), стр. 74). Въ учебникахъ по теоріи чиселъ встрѣчаются и различныя 
другія доказательства этой формулы. 
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гомъ по мод. m, пусть первое изъ нихъ есть дт, а второе 

gn+t, гдѣ 
0 S « < (f (m), 
0 < < 

Изъ 

7"+'==</" (мод. m) 

по § 12 A, Y, слѣдуетъ, т а к ъ к а к ъ gn является простымъ съ ш, что 

g1 =.-.•. 1 (мод. m). 
Следовательно, несомнѣнно существуетъ, хотя бы одно такое 

число і, отличное отъ О и § і { ( « ) , что при дѣленіи 1-ой степени 
числа g на т, получается въ остаткѣ 1. 

Но тогда и для всякаго числа ѵ, (§ 12 А, IV" а) 

g-'1 ~ 1 (мод. т); 

т . -е . получается неопределенное число степеней д, сравнимыхъ 
съ единицей по мод. т. Если теперь подъ і (что и впередъ 
всегда станемъ дѣлать) будемъ подразумевать наименьшій, отлич
ный отъ нуля показатель, для котораго //' 1 (мод. ш), то можно 
показать, что если 

« т = = 1 (мод. т), 

то Т должно быть кратнымъ числа /. Пусть теперь Т приведено 
къ виду 'Л-f-1', гдѣ V ^ О , Ü S ( ' S I — 1 ; тогда изъ 

</'' ; '' 1 
и - (/'' : г::- I 
слѣдуетъ </•'' • и1' 
а отсюда (§ 12 А, V) < / — 1 

(мод. ш), 

чтб въ силу предположенія, слѣданнаго относительно t, возможно 
только въ томъ случаѣ, если l' — Q, а потому и Если t 
наименыпій, отличный отъ 0 показатель, для котораго gl~ 1 
(мод. то), то, слѣдуя Гауссу (Disquisitiones Aritl imeticae, Nr . 53), 
говорятъ ѵд принадлежит!, к ъ показателю I для числа m". Сте
пени д1, ц2,-••{/'• даютъ при дѣленіи на m различные остатки; 
сравнимость двухъ изъ этихъ степеней имѣла бы слѣдствіемъ 
то, что уже степень ниже t была бы сравнима съ 1 (мод. m). 

Т а к ъ какъ при п равпомъ произвольному числу = \t-\-t' (v ^ О, 

!Г / / ' (мод. m)-
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то, какъ бы далеко мы ни продолжали рядъ степеней </, при дѣ-
леніи на m мы будемъ получать всегда тѣ же остатки, что и 
при дѣленіи (f, у1,• • - г / 1 - 1 . Поэтому, если < < с р ( т ) , то остатки 
отъ дѣленія всѣхъ степеней у не исчерпаютъ совокупности всѣхъ 
чиселъ, меньшихъ m и простыхъ съ нимъ. Если въ этомъ слу-
случаѣ обозначить черезъ г одно изъ такихъ чиселъ простыхъ 
съ т, который не встрѣчаются среди остатковъ отъ дѣленія сте
пеней у, то остатки отъ дѣленія 

»у/°, /уД • • • ;уу'~1 

1) всѣ будутъ простыми съ т, 2) различными между собой, 3) от
личными отъ остатковъ, получаемыхъ при дѣленіи у0, у1,- • • г / ' - 1 . 

Первое утвержденіе вытекаетъ изъ § И А, IV Ь. Допущеніе, 
противоположное 2-му, имѣло бы слѣдствіемъ то, что уже сте
пень у болѣе низкая, чѣмъ <-ая, была бы сравнима съ 1 (мод. т). 

Если бы, наконедъ, имѣло мѣсто 

г у1' //'", 
то, для случая(<" ^ t'), 

г !)"•'••. 
а для случая (t"<^і), 

г = </'+'"-''. 

что противорѣчитъ предпололсенію, сдѣланному относительно г. 
и такимъ образомъ утверждение 3 доказано. 

Если и теперь остатками, полученными отъ дѣленія 

<І°, У\-••<)'-' и п 

г у", г у1, • • • ? у / — 1 

не будутъ еще исчерпаны всѣ числа менынія m и простыя съ 
нимъ, и если черезъ р обозначить число, не встрѣчавшееся какъ 
остатокъ, то слѣдуетъ, какъ и раньше, что остатки отъ дѣленія 

будутъ 1) простыми съ числомъ т, 2) различными между собой, 
3) отличными отъ всѣхъ встрѣчавшихся до сихъ поръ остатковъ. 
Разсуждая дальше такимъ же образомъ, мы убѣдимся, что до 
тѣхъ поръ, пока еще можно найти число простое съ т, 
меньшее его и не встрѣчавшееся среди нашихъ остатковъ, ка
ждое такое число даетъ t новыхъ чиселъ того же свойства. 

Слѣдовательно, всѣ <р(«) чиселъ меньшихъ m и простыхъ съ 
нимъ, распадаются при <-<<f(m) на группы по t членовъ въ 
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каждой ; п о э т о м у (f (m) д о л ж н о б ы т ь и л и р а в н о і, и л и 
б ы т ь ч и с л о м ъ к р а т н ы м ъ I. 

Но отсюда слѣдуетъ (§ 12 А, 1\" а) 

Это важное сравненіе принято называть обобщенной теоремой 
Ф е р м а т а . Геніальный французскій математикъ P i e r r e - d e -
F e r m a t высказалъ его впервые ] ) правда безъ доказательства 
для частнаго случая, когда m простое число, atpCw), слѣдовательно. 
равно ш — 1 . (Письмо къ F r é n i c l e ' r o отъ 18 окт. 1640). Пер
вое доказательство находится въ сочиненіи L e i b n i z ' a „Nova 
algebrae promotio" (около 1700) 2 ) , которому открытіе Ф е р 
м а т а , по всей вѣроятности, извѣстно не было. Но т а к ъ какъ 
это сочиненіе не было напечатано, а, напротивъ, его нашли 
лишь послѣ смерти Л е й б н и ц а , то оно не могло оказать влія-
нія на современниковъ. Впервые опубликованный доказательства 
этого предложенія принадлежали Л. Э й л е р у (Comment. Petrop. 
ad annum 1736, т. 8. стр. 141 —146; Novi Comment. Petrop. 
ada nnum 1758/59, т. 7, стр. 49—82. Novi Comment, Petrop. 
ad annum 1760 /61 , т. 8, стр. 74 и д., гдѣ въ самомъ К О Н Ц Е 

доказана обобщенная теорема Ф е р м а т а ) . 

D. Признаки дѣлимости еистематичеекихъ чиселъ. 

Часто можно, не выполняя дѣленія, узиать, дѣлится ли напи
санное въ систематической формѣ число 

на другое число. 
I . Д ѣ л и м о с т ь н а ч и с л о , н е с о д е р ж а щ е е д р у г и х ъ 

п р о с т ы х ъ м н о ж и т е л е й , к р о м ѣ м н о ж и т е л е й ч и с л а у. 
Каждое такое число есть или дѣлитель числа у, или его 

степень съ какимъ угодно большимъ показателемъ. 
Такъ какъ 

ffr(m) = l (мод. т). 

Ч h a 2 .9 2 + «!.</ + «< •о 

А 
А 
А 

«о 0°д - я), 
алУ-\-% ( М ° Д - 9% 
<ЧУ2 + аіУ + «о ("«ОД. ,93) и т. д. 

1) М. C a n t o r , Vorlesungen И. стр. 776—777. 
ä) M. C a n t o r , Vorlesungen I I I , стр. 331. 
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то А будетъ дѣлиться на g, или на дѣлитель //, если это 
имѣетъ мѣсто для я 0 ; — будетъ дѣлиться на g2 или на его д ѣ -
лители, если на нихъ дѣлится a^j -f- а 0 ,—будетъ дѣлиться на g3 

или его дѣлителей, если то же самое справедливо и для а2д2-\-

Для ( / = 1 0 , получаемъ признаки дѣлимости на 

10, 2, 5; 
100, 4, 20, 25, 50; 

1000, 8, 40, 125, 200, 250, 500 и т. д.; 

при # = 1 2 тѣ же самыя сравненія даютъ признаки дѣлимости, 
для слѣдующихъ (по десятичной системѣ написанныхъ) чиселъ 

12, 2, 3, 4, 6; 
144. 8, 9, 16, 18, 24, 36, 48, 72; 

1728, 27, 32, 54, 64, 96, 108, 192, 216, 288, 432, 576, 864 и 
т. Д. >). 

I I . Д ѣ л и м о с т ь н а ч и с л о т, п р о с т о е с ъ д. 
Чтобы вмѣсто даннаго числа 

А — а0 + а^д + а2д2 -] \- ая.. гдп 1 + arS1n 

получить меньшее число, сравнимое съ нимъ по мод. от, само со
бой напрашивается замѣна степеней // ихъ наименьшими выче
тами (мод. т). 

Если g принадлежите к ъ показателю і для модуля т, то, какъ 
мы это видѣли въ отдѣлѣ С этого § 

92t, • •.• даютъ О Д И Н Ъ и- тотъ же остатокъ 1. 

9\ 9 І + \ . 9 L " + V я . я я я 

<?-\ g*-1, я я я » 

а поэтому для модуля m 

А = % + «« + (h>. -\ Ь Yi(ffli + nt+i + « « + 1 -\— H 
+ + « 2 1 - 1 + Я 8 < - 1 H )• 

А тогда и только тогда дѣлится на т, если на m дѣлится 
правая часть. Примѣненіе этого признака удобно и просто въ 
тѣхъ случаяхъ, когда і имѣетъ небольшое значеніе. 

!) Преимущество вычисленій по двенадцатиричной системѣ основывается 
на томъ, что въ ней существуютъ такіе простые признаки дѣлимости для боль-
шаго числа чиселъ, чѣмъ по десятичной системѣ. 
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Пусть 

1. m = g — 1. 

Въ этомъ случаѣ // ' ' 1 (мод. от), следовательно, t = \ и 

А = а0 - f а, + а2 -] \- а п _ , + ап (мод. g — 1). 

Получаемъ правило: число тогда и только тогда дѣлится на g — 1, 
или на дѣлитель g—1, если „сумма цыфръ" дѣлится на соот
ветствующее число. При / / = 1 0 это правило является призна-
комъ дѣлимости на 9 и 3; при // = 12, — признакомъ Д Е Л И 

М О С Т И на 11. 

2. т = (і-\-\. 
Въ этомъ случаѣ имѣсмъ: 

// ----- m — 1 \ 
дг~т2— 2 / » 4 ~ 1 [ ( М ° Д - » » ) . 

слѣдовательно, у2~А J 

Поэтому ! 

і, = 2, уз = т— 1 
и 

А = я 0 - f rt2 + №4 -| Ь О — 1 ta\ + «з + ar, Л ) 
или 

A = m{«-} -f- o 3 - f ft. - I ) + (a 0 - f f»2 - f n 4 - I ) — 
— («1 4 - «s + ffl5 4 )> 

И Л И 

- m ^ 4-№ я4- rtß4- •••)—[(я, 4-вз4-я5 4- • • • ) — K + r t 2 

въ зависимости отъ того, будетъ ли 

. K + ffi2 + « H ) ^ ( « і + *а + «в + - ' О-
Отсюда слѣдуетъ, что А тогда и только тогда дѣлится на 

яг = , ( / 4 - 1 . (или на дѣлитель числа д-\~1), если на это же число 
дѣлится разность: 

(«О + а 2 + «4 А ) — («1 + «3 + °5 + • * • )> И Л И 

(«1 + «3 + °5 "f" ' • • ) — К + «2 + <h Л ) • 
При / / = 1 0 , мы имѣемъ признакъ дѣлймости на 11; при 

/ /==12, — признакъ дѣлимости на 13. 
Оставляя въ сторонѣ примѣненіе этого общаго признака къ 

большему числу частныхъ случаевъ ] ) , положимъ еще 

') Сравнительно простыя правила получаются еще, напримѣръ, въ предпо-
ложеніи g—10. для ж = 2 7 и т=-37;', для этихъ зиаченій t = 3 . Для m = 1 3 , t = 6 . 
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3. m = 7 при 0 = 1 0 . 

По отяошенію къ модулю 7 имѣемъ 

10° 1, К) 1 3, И)-' 2, 6, НИ I , Ю- 5, HI" 1. 

слѣдовательно: 

А = 1 • а0 -f- 3«j -f- 2«2 + 6ffl3 -f- 4a 4 -J- Ъаъ -f-
+ 1 • a 6 - f 3o- + 2a 8 + 6«„ + 4 « ] 0 4 5«, j - | J ) . 

Вмѣсто того, чтобы воспользоваться для непосредственная по-
лученія признака дѣлимости на 7 этимъ сравненіемъ, Н Е С К О Л Ь К О 

цѣлесообразнѣе замѣнить сначала б черезъ 7 — 1, 4 черезъ 
7 — 3 и 5 черезъ 7 — 2. 

Тогда получается: 

А 7 • S -f- 1 . п0 - | - 3«, -4- 2« 2 — 1 • а3 — За 4 — 2а. -4-
+ 1 ' а 6 + За 7 - f 2 • ff8 — 1 • я 9 — З а 1 0 — 2 я „ -| , 

гдѣ 

^ = = « 3 + Я 4 + № 5 + « 9 + « 1 0 + а п Н 

Отсюда для рѣшенія вопроса о дѣлимости какого-либо числа 
на 7 получается слѣдующее правило: разбиваемъ это число, 
начиная съ единидъ, на группы по 3 цыфры въ каждой, умно-
жаемъ цыфры каждой группы, начиная каждый разъ съ млад
ш а я въ данной группѣ разряда, на 1, на 2, и на 3, умень
шая при этомъ получаемое произведете до н а и м е н ь ш а я вычета 
по мод. 7. Составляемъ, съ одной стороны, сумму вычетовъ — 
первой, третьей, пятой и т. д. группъ, съ другой стороны, сумму 
вычетовъ второй, четвертой, шестой и т. д. группъ; данное число 
тогда и только тогда дѣлится на 7, если разность между этими 
обѣими суммами дѣлится на 7. 

Къ признакамъ дѣлимости можно прійти еще и другимъ пу-
темъ. Ограничимся тенерь только числами десятичной системы 
и представимъ число А написаннымъ въ видѣ lOJ. 0 -f- ао ( а < С Ю)> 
тогда имѣемъ: 

A ЮА0 -f- а0 ±: р.та0 (мод. т), 

гдѣ р. означаетъ произвольное число. 

1) Несомнѣнно, соотвѣтствуюіцеѳ этому сравненію правило нахожденія на-
именьшаго остатка числа (мод. 7) даетъ уже . арабъ l b u A l b a n n а, около 
конца X I I I столѣтія. (Ср. стр. 69, прим. I ) . Этимъ правиломъ затѣмъ часто поль
зовались, съ одной стороны, для повѣрки 7-ю, а съ другой стороны, для опре-
дѣлеиія дѣлимости числа на 7. 
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Это число JA подчинимъ тому условію, чтобы JAW - j - 1 И Л И 
J A M — 1 было числомъ кратнымъ 10, ианримѣръ ѵ • 10. 

Тогда получаемъ сравненіе 

А^ l 0 J . o Z b v - [Q-a0 (мод. m). 

Такъ какъ въ силу того, что m есть число простое съ 10, 
оба сравнепія 

и А0 -Ь V • а 0 0 f 

эквивалентны, то Л — 10А0-\-а0 тогда и только тогда дѣлится 
на »», если на то же число дѣлится и А0 + ѵа 0 . Это число 
Л . + ѵ « 0 по тому же способу можно замѣнить меньшимъ чис
ломъ и т. д. 

Напримѣръ , для т = 1 имѣемъ 

K U 0 - | - a 0 — 3 - 7 - Ц 
1 < Ы 0 - 2 0 а 0 / ( М 0 Д - 7 ) -или А^вІОА 

Вмѣсто того, чтобы узнавать, дѣлится ли на 7 число А, 
можно изслѣдовать дѣлимость на 7 числа А0—2а0

 х). Если намъ 
дано число 25403. то образуемъ послѣдовательно равенства: 

2540— 6 = 2534, 
253— 8 = 245, 

24 — 1 0 = 14; 

слѣдовательно, 25403 дѣлится на 7. 
Аналогичное правило легко установить и для признака д ѣ -

лимости на какое-либо число простое съ 10 2 ) . 
Для нѣкоторыхъ чиселъ, и именно для дѣлителей чиселъ 

10 ' -4-1, гдѣ V означаете произвольное число, можно устано
вить болѣе удобный признаке дѣлимости, если А написать въ 
слѣдующей формѣ: 

A = A,I-10'~\-A.', гдѣ Ач'<10\ 
= л - ( Ю " + і ) + л ; - л 

i) Конечно А и А0—2ал, вообще не имѣютъ одного и того же наименынаго 
вычета (мод. 7): с о в п а д е т е имѣетъ мѣсто при вычетѣ 0. 

*) Ср. Z e r l a n g , H o f f m a n n s Zeitschr. f. math. u. natürw. Unterricht, 
Bd. I I (1871) стр. 337; ü i c k s t e i u . H o f f m a n n s Zeitschr. f. math. u. na
tu nv. Unterricht. Bd. I V ( 1873) стр. 404: M a s i n g. H o f f m a n n s Zeitschr. f. 
math. u. naturw. Unterricht. Bd. IV (1873). стр. 407. 
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или ^=Ач-(№+1) — (Ач — А.;), 

въ зависимости отъ того будетъ ли А.] . А,г 

Подобная форма числа А указываетъ , что оно тогда и только 
тогда д ѣ л и т с я н а l O - f - 1 или на дѣлитель этого числа, если на 
то же число дѣлится и А,' — А., или A,t — А'. 

Если положить ѵ = 3, то 

1 0 ' + 1 = 1001 = 7 - 1 1 - 1 3 , 

и, такимъ образомъ, получаемъ признакъ дѣлимости на 1001, 
7, 11, 13. 

Напримѣръ число 1139.45 дѣлится на 13, такъ какъ 945—113 = 
= 832 есть число кратное 13. Очевидно, пользуясь этимъ прин-
ципомъ, можно установить аналогичные признаки дѣлимости на 
1 0 ' — 1 , на Ю' + 2 и т. д. ] ) ; болѣе подробно мы не будемъ 
распространяться объ этомъ, т а к ъ какъ эти признаки для практики 
не имѣютъ большого значенія. 

I I I . Д ѣ л и м о с т ь н а ч и с л о , и м ѣ ю щ е ѳ п о к р а й н е й 
м ѣ р ѣ о д и н ъ м н о ж и т е л ь , о б щ і й с ъ g, и п о к р а й н е й 
м ѣ р ѣ о д и н ъ , о т л и ч н ы й о т ъ м н о ж и т е л е й д. 

Подобное число s всегда можно представить въ видѣ про-
изведенія числа р., имѣющаго одинаковые простые множители 
съ д, и числа то, простого съ д. Число тогда и только тогда 
дѣлится на г, когда оно дѣлится к а к ъ на ц, т акъ и на то. Не
обходимость этого условія ясна сама по себѣ; но при этомъ оно 
и достаточно, т а к ъ к а к ъ каждое число, кратное чиселъ j i и т. 
должно дѣлиться на ихъ общее наименьшее кратное; но такъ 
к а к ъ числа j i и m взаимно простыя, то это кратное равно про-
изведенію )i-m — z ( §11 В, стр. 61). Этимъ самымъ ( I I I ) сводится 
к ъ (1) и ( I I ) . 

1) Ср. U n g е г. Die Methodik der praktischen Arithmetik in historischer 
Entwicklung vom Ausgange des Mittelalters bis auf die Gegenwart, Leipzig 1888, 
стр. 151. 
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Дробныя числа и въ особенности 
простыя дроби. 

§ 1. Опредѣленіе дробныхъ чиселъ. 

К ъ понятію числа въ главѣ I , § 1 мы пришли, исходя изъ 
разсмотрѣнія множества какихъ-либо вещей, при чемъ отвлека 
лись отъ особыхъ свойствъ этихъ вещей, и принимали во вни-
маніе лишь ихъ раздѣльность; каждое, полученное путемъ та 
кого отвлеченія и, конечно, равносильное другимъ понятіе мы назы
вали „единицей", и всѣ эти единицы коллективно соединяли въ 
нашемъ сознаніи въ одно цѣлое. Выработанное такимъ образомъ 
понятіе числа является примѣнимымъ потому, что мы часто 
имѣемъ дѣло со множествами, отдѣльные индивидуумы которыхъ 
мы можемъ считать тождественными въ интересующихъ насъ 
цѣляхъ, несмотря на ихъ нѣкоторое различіе такое множество 
мы можемъ вполнѣ охарактеризовать, указавъ , с ъ одной стороны, 
число, полученное вышеуказаннымъ путемъ, а, съ другой сто
роны, указавъ опредѣленнымъ наименованіемъ комплексъ тѣхъ 
признаковъ, на которые только и было обращено вниманіе. 

Часто мы имѣѳмъ дѣло со мнолсествомъ вещей, которыя въ 
извѣстныхъ цѣляхъ не могутъ быть разсматриваемы, к а к ъ равно-
цѣнныя; напротивъ мы часто имѣемъ дѣло съ такими множе-. 
ствами, въ которыхъ вещь одного рода Е имѣетъ к а к ъ разъ такую 
цѣнность к а к ъ 2, или 3, 4 или вообще и вещей рода N. 
Если въ какомъ-либо множеств!; встрѣчается g вещей рода Е, 
и г вещей рода N, то для нашихъ цѣлей нѣтъ смысла это мно
жество обозначать просто черезъ д~{-е. Если мы имѣемъ,< на-

і) Рѣшеніе вопроса о томъ. допустимо ли .что, не относится къ ариѳметикѣ. 
а къ той области (скажемъ къ фнзикѣ или коммерческой нрактикЬ), къ кото
рой какъ разъ мы и жедаемъ примѣнить правила ариѳметики. 
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примѣръ, кучу различныхъ монетъ, то, конечно, въ нѣкоторыхъ 
отношеніяхъ мы можемъ ихъ разематривать, какъ равнозиачащія; 
чтобы вполнѣ описать это множество, мы можемъ совершенно 
отвлечься отъ отдѣльныхъ свойствъ каждой монеты, разематривая 
каждую, к а к ъ „единицу", эти единицы коллективно соединить въ 
цѣлое, соответствующее этому множеству число, и затѣмъ к ъ 
этому числу присоединить слово „монета". Если эти монеты 
мы хотимъ употребить для покупокъ, то разематривать ихъ , какъ 
равноцѣнныя, не годится: марка въ этомъ случаѣ имѣетъ точно 
такую же Ц Е Н Н О С Т Ь к а к ъ и сотня пфениговъ ] ) и т. д., и мы не 
можемъ уже опредѣлять и называть число описаннымъ ранѣе 
способомъ. 

Чтобы быть въ состояніи и въ такихъ случаяхъ характери
зовать множество числомъ и названіемъ, вновь отвлечемся отъ 
особенныхъ свойствъ отдѣльныхъ вещей; но теперь к ъ ихъ раз 
дельности въ нашемь сознаніи еще присоединяется и ихъ отно
сительная цѣнность. Пусть множество содержитъ вещи двухъ 
родовъ, при чемъ вещь перваго рода Е разематривается к а к ъ 
равноценная п вещамъ втораго рода JV; если вещь перваго рода, 
отвлекаясь отъ в с е х ъ ея особенныхъ свойствъ, принять за „еди
ницу" и удержать въ сознаніи лишь сравнительную цѣнность 
вещи второго рода по отношенію к ъ вещи перваго рода, не обра
щая вниманія на особыя свойства вещей второго рода, то вещь 

второго рода придется обозначить черезъ ~ ; коллективное же со-

единеніе 2-хъ, 3-хъ и вообще г, полученныхъ путѳмъ указаннаго 
2 3 s 1 2 " 

отвлеченія понятій, ч е р е з ъ - . Понятія —, —,• • • --, все-
рело устанавливаемыя при помощи этого определения станемъ те
перь тоже называть числами. Чтобы отличить ихъ отъ чиселъ, съ 
которыми мы исключительно И М Е Л И дело до сихъ поръ: 1,2,3, • • • ,мы 
назовемъ эти послвднія „целыми числами", а вновь введеныя 

„дробными числами" или „дробями". Въ ^ число s называется „чис-

лителемъ" , а п „знаменателемъ" дроби. Коллективное соединеніе 

целаго числа g и дроби ~ , мы будемъ разематривать к а к ъ число, 

и въ отличіе отъ другихъ чиселъ назовемъ „смѣшаннымъ числомъ". 
Множество, содержащее g вещей, которыя въ нашихъ целяхъ раз . 

1 ) Конечно, лишь для этой цѣли раішоцѣ ішость не имѣстъ уже мѣста съ 
точки зрѣнія физики ИЛИ ХИМІІІ. 
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сматриваются какъ равноцѣнныя, и s вещей, которыя также мо-

гутъ разсматриваться к а к ъ равноцѣнныя между собой, но изъ 

которыхъ il вещей можно замѣнить о д н о й вещью перваго рода, 

можетъ быть для данныхъ цѣлей вполнѣ охарактеризовано чис

ломъ у -f- ~ съ присоединеніемъ к ъ нему названія вещи пер

ваго рода. 
Чтобы наши разсужденія можно было примѣнить ко всѣмъ 

множествамъ, отдѣльные индивидуумы которыхъ связаны между 
собой какими-либо отношеніями сравнительной цѣнности, мы ихъ 

распространимъ не только на цѣлыя числа, но и на дроби 1 , 2 , 

- , • • • • • •, гдѣ п есть произвольное цѣлое число. Такъ какъ 

выраженіе, что вещь одного рода равноцѣнна нулю вещей дру
гого рода, не имѣетъ никакого смысла, то для знаменателя п мы 
совершенно исключаемъ значеніе 0. 

Дробь со знаменателемъ 1, какъ это ясно изъ опредѣленія , 
равна своему числителю, т . -е . равна цѣлому числу. Если числи
тель s есть число кратное знаменателя и, напр. z — ^-n, то со
гласно опредѣленію, имѣемъ: 

(Ol слагаемыхъ) 

£ и î , î , ~ T _ 
Il II, H < Il. I~ ' II. 

частныхъ суммъ) 

(/(, слагаемыхъ) (н слагаемыхъ) (и слагаемыхъ) 

- (т ;Н4+-- -Н) + (і + ^ 
(С слагаемыхъ) 

следовательно, ~ равно цѣлому числу, и обратно можно утверждать, 

что любое цѣлое число можетъ быть представлено безчислен-

нымъ множествомъ способовъ въ видѣ дроби гдѣ п можетъ 

обозначать любое дѣлое число. Следовательно, совокупность дро
бей заключаешь въ себѣ также и всѣ цѣлыя числа. 

Только что доказанное равенство - = — ^ = £ показываетъ, что, 
п п 

если г есть кратное числа » , дробь ~ можно разсматривать, к а к ъ 
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'выражеиіо результата дѣлснія з'.щ иослѣднее справедливо и въ 
т(імъ случае , когда s не дѣлится нацѣло на п. Чтобы убедиться 

въ томъ, что дѣйствителыю дробь ~-- гдѣ г и п произвольный 

цѣлыя числа (п отлично отъ нуля), является результатом-!, дѣ-
ленія л'.п'1), достаточно показать, что п — кратное іювтореніе 

дроби '- • даотъ г. Но оііредѣлонію имѣе.чъ: 

(z глш'аемыхъ) 

Н II 1 H ' 1 H 

а, следовательно, м-—кратное повторепіе дроби "-• даетъ 

== l -f- H \-і—г. 

Следовательно, задача s'.n всегда разрешима, благодаря уста

новленному понятію дроби j - . В в е д е н і ѳ д р о б е й , с о г л а с н о 

о т о м V и р и H о с и т ъ т у в ы г о д у , ч т о д ѣ л e H і е о д н о г о 
ц ѣ л а I о ч и с л а н а д р у г о е , к о т о р о е в ъ о б л а с т и ц ѣ -
л ы X ъ ч и с е л ъ в о з м о ж н о л и ш ь в ъ и с к л ю ч и т е . ! ь н ы х ъ 
с л у ч а я х ъ , т е п е р ь я в л я е т с я в с е г д а в ы п о л н и м ы м ъ . 

Историческая и критическія заиѣчанія. 

Примѣненіе дробей к ъ вычисленіямъ ведеть свое . начало 
съ очень древняго времени. Уже древнѣйшее, извѣстное намъ 
математическое руководство египтянъ, папирусъ A h m e s ' a , ко-

') Слѣдуетъ обратить ішиманіе на то, что z : п лредставляетъ задачу, слѣдо-

z вательно, нѣкоторое требованіе; —, напротивъ, означаетъ нѣкоторое, вполнѣ 

определенное число. 
К- Фирберъ. Ариѳметика. 7 
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торсе составлено между 2000 — 1700 годами до P. X . , д а е т ѵ 
намъ учѳніе о дробяхъ въ достаточно высокой степени совер
шенства. Составитель оперируетъ главнымъ образомъ только съ 
долями (единичными дробями), т. е. такими дробями, числители 
которыхъ равны 1; всѣ остальным дроби сводятся к ъ этимъ 
іюслѣднимъ (ср. М. C a n t o r , Vorlesungen I , ст. 22 и д.). Отъ 
(Ч'иптянъ вычисленіе съ долями перешло къ грекамъ, отъ нихъ 
к ъ арабамъ, а отъ послѣднихъ къ христіанскимъ математикамъ 
среднихъ вѣковъ. Такъ какъ при дѣйствіяхъ съ долями, числи
тель всегда равенъ 1, то нѣтъ надобности давать его отдѣльно, 
и, на самомъ дѣлѣ, египтяне изображали дробь, ставя просто 
точку надъ знаменателемъ. Индусы же, наоборотъ, обозначали 
дроби почти такъ же, к а к ъ и мы; они помѣщали числитель 
надъ знаменателемъ, — отсутствовала лишь черта. Употребленіе 
же черты при обозначеніи дробей впервые можно констатиро
вать у " Л е о н а р д о И и з а н с к а г о, въ Liber abaci, но возможно, 
что и раньше еще оно применялось у арабовъ. Употребление 
черты въ обозначеніи дробей стало всеобщимъ съ конца XV сто
ле™. 

Въ новѣйшихъ учебникахъ ариометики, обращающихъ глав
ное вниманіе на точность изложенія, дробь ~ (ср. О. S t o l z , Vor
lesungen über allgemeine Ari thmet ik; I Teil , Abschnitt, I I I ; 
J. T a n n e r y , Leçons d 'Ar i thmét ique , Chapitre V I ; H . W e b e r , 
Encyklopädie der Elementar - Mathematik, Bd. I , 3. Abschnitt), 
большею частью определяется к а к ъ совокупность, система двухъ 
цѣлыхъ, въ неизмѣняемомъ порядкѣ взятыхъ ч и с е л ъ г ) . Такое 
опредѣленіе получаетъ извѣстное содержаніо только тогда, когда 
установлены извѣстныя соглашенія о равенстве и неравенстве 
такихъ системъ и о смыслѣ дѣйствій надъ ними. Хотя, такимъ 
образомъ, теорія дробей, безъ сомнѣнія, можетъ быть обоснована 
строго логически, мы все-таки не избрали этого пути, т акъ 
к а к ъ подобное опредѣленіе не даетъ само по себѣ дроби того 
смысла, который она имѣетъ во всѣхъ примѣненіяхъ; и, кромѣ 
того, тѣ основныя соглашенія, о которыхъ говорилось, должны 
учащимся показаться произвольными, когда на самомъ дѣлѣ 
этого нѣтъ; напротивъ, эти соглашенія являются необходимыми 
слѣдствіями онредѣленій, данныхъ въ нашемъ изложеніи для дро-

') «Пара» чиселъ. (Ред.) , 
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бей, и соотвѣтствующихъ онредѣленій для цѣлыхъ чиселъ въ за
висимости отъ множествъ, индивидуумы которыхъ можно раз
ематривать, к а к ъ однородные. 

Чисто формальное построеніе понятія числа имѣѳтся у 
H e i n e ( G r e l l e s Journ. B d . 74, S. 172), T h o r a a e , (Theorie 
der analytischen Functionen einer komplexen Veränder l ichen, 
§ 1—11), а въ примѣненіи к ъ элементарному пренодаванію осо
бенно у R е і с h е Гя (Die Grundlagen der Ari thmet ik unter Einführung 
formaler Zahlbegriffe, Teil I . Berl in 1886). Эти математики раз-
сматриваютъ дроби (какъ и всѣ позднѣе вводимыя числа), к а к ъ 
чистые символы, — какъ воспроизведенный чернилами, типо
графской краской, или мѣломъ фигуры, для употребленія которыхъ 
должны быть даны правила въ родѣ, напримѣръ, правилъ дви-
женія фигуръ при игрѣ въ шахматы. При такомъ пониманіи 
сама ариометика становится пустой игрой въ символы и дѣлается 
пригодной для примѣненія въ геометріи, физикѣ и т. д. лишь 
въ томъ случаѣ, если въ концѣ кошювъ все-таки откажешься 
отъ чисто-формальной точки зрѣнія и вновь вернешься к ъ соб
ственному внутреннему смыслу дроби. Подробную критику этой 
формальной теоріи даетъ E r e g e , во второй части своихъ 
„Grundgese tze der Ar i thmet ik" (Jena 1903). 

§ 2. Сравнение дробныхъ чиселъ. 

Очевидно, что всѣ числа, обозначенный символомъ ~, равны 

между собой; въ самомъ ді>лѣ, хотя :|- можно получить абстра-

гированіемъ отъ свойствъ одной вещи или какой-либо другой съ 
ней несходной, тѣмъ не менѣе при • такомъ абстрагированіи мы 
не принимаемъ во вниманіо никакихъ особенностей за исключе-
ніемъ отношенія къ единицѣ, а это послѣднее сохраняетъ свое 
значеніе пока п остается неизмѣннымъ. Такъ и 

(z слагаемыхъ) 

означаетъ всегда единственное определенное число. Изъ нашего 
опредѣленія дроби необходимо слѣдуетъ, что могутъ быть рав
ными и такія дроби, которыя являются въ неодинаковой формѣ. 
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Прежде всего легко показать, что если п и і означаютъ произ-
, t 1 

вольный цѣлыя числа, то в с е г д а • - - = — • 

- с о г л а с н о опредѣленію есть такая дробь, (1-й) кратное ко

торой равно 1; слѣдовательно, 

(tu слагаемыхъ) 

это зиачитъ, что п кратное дроби I , - - - ) - • • • - ) - , 1 ' " ) — / ' Р а в " 

. , t 
но 1 ; такимъ ооразомъ мы должны дрооь -— нримать за рапно-

\t • и, 1 1 t • n 
t_ 

tu 

значащую --• Отсюда непосредственно слѣдуетъ, что если з также 

означаетъ произвольное число, то 

(z слагаемыхъ) (~ слагаемыхъ) 

tu, " т " " т " In ~~ и " T " ' 

или 
z-

t • Il u, 

С л е д о в а т е л ь н о , д р о б ь р а в н о з н а ч н а в с я к о й д р у 
г о й , к о т о р а я п о л у ч и т с я и з ъ н е я , е с л и ч и с л и т е л ь 
и з н а м е н а т е л ь у м н о ж и т ь н а о д н о и т о ж е ч и с л о , 
и л и ч и с л и т е л ь и з н а м е н а т е л ь р а з д ѣ л и т ь н а о д н о 
и т о ж е ч и с л о (дробь сократить). 

Если числитель и знаменатель дроби имѣютъ общій д е л и 

тель, то можно эту дробь замѣнить дробью, выраженной мень
шими числами, раздѣливъ числитель и знаменатель на ихъ общій 
наибольшій дѣлитель, найденный способомъ, указавнымъ въ 
гл. I , § 11 А. 

Если g и п взаимно простая цѣлыя числа, то дробь раз-

сматриваютъ какъ приведенную или нормальную форму всѣхъ 
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, „ 2z 3.r 4? 

дробей g-, g^- и т. д., которыя, согласно только что доказан

ному, равны J- Такъ какъ каждую изъ этихъ дробей въ какомъ-

либо аггрегатѣ можно замѣнить черезъ ~ то и любыя двѣ такихъ 

дроби можно замѣпять одну другою. 

Равенство f ~ = — позволяешь любыя данныя дроби замѣнить 

другими, имѣющими одинаковый знаменатель или, какъ говорятъ, 

одноименными. Пусть намъ даны дроби ~ 2 , • • • -'" ; находимъ 
" і "2 "m 

но гл. I § 11 В или С общее наименьшее кратное N отдель
ны хъ знаменателей пЛ, и , , . . . пш, (такъ называемый общій зна
менатель) такъ , что J V = v •»? (для р . = 1,2,. . . »«), a затѣмъ 
числитель и знаменатель первой дроби умножаемъ на ѵ ] 5 — в т о 
рой дроби на ѵ2 и т. д. и, наконецъ, числитель и знаменатель 
« І - Т О Й дроби на ѵ ш ; тогда будемъ имѣть: 

Иі Л' ' і і 2 Л ' ' ' н,„ Л г 

Такимъ образомъ мы можемъ множество, состоящее изъ ве
щей, (находящихся во всевозможныхъ отношеніяхъ к ъ вещамъ 
опредѣленнаго рода), замѣнить множествомъ такихъ вещей, отно-
шенія которыхъ к ъ вещамъ этого рода одинаковы. 

Пусть N' озпачаетъ любое общее кратное всѣхъ знамена
телей; тогда, по гл. I § 11 В, число N' есть кратное числа N, 
напр. N' — k-N; данпьш дроби могутъ быть поэтому написаны 
и въ следующей формѣ: 

£ і_ _ • ''î • •'î ?2 к • ѵ 2 • ̂  . . . ѵиі.;.~»н 

Л " ' п2 Л'' v m ' S' . 

Если намъ нужно сравнить двѣ какія-либо дроби ^1- и ~ , 

то мы онредѣляемъ общее наименьшее кратное N, ихъ знаме
нателей пл и п2 и замѣняемъ данныя дроби дробями со знаме-' 
нателемъ N, т акъ что 

£і. = -1 и ~2- = — • і?і X ѵ2 У 

Мы имѣемъ теперь дѣло съ вещами одного и того же рода, 
следовательно, здѣсь применимо онредѣленіе, данное въ гл. I , 
§ 2, откула вытекаетъ: 
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смотря по тому, будетъ ли 

7 ^ 7 

Если общимъ знаменателемъ взять какое-либо другое число 

N' = Ji-N,.общее кратное чиселъ пЛ и п2, то получится = 

и " 2 - = -W,2-- Такъ к а к ъ если Z j = Z 2 , по гл. I , § 5 D и 

k-Z1=;J,--Z2 и наоборотъ, то, следовательно, условія равенства 

или неравенства двухъ дробей не зависятъ отъ выбора общаго 
знаменателя. Этимъ самымъ сравненіе двухъ дробей по величинѣ 
сводится къ сравненію по величинѣ двухъ цѣлыхъ чиселъ; по
этому предлолсенія, доказанный для неравенствъ (въ гл. 1, § 3 С) 
между цѣлыми числами применимы безъ дальнѣйшихъ оговорокъ 
и къ неравенствамъ между дробями. Къ этому приходится доба
вить только слѣдующее: 

Если s и п числа взаимно простыя, то, какъ мы раньше 

видѣли, дробь ~- равна всѣмъ дробямт, получающимся изъ нея 

умноженіемъ числителя и знаменателя на одно и то же число. 

Обратно, покажемъ теперь, что если -̂, = - - t и s и п числа 

первый между собой, то необходимо чтобы z' было кратнымъ г 
и п было такимъ же кратнымъ числа п. 

Общее наименьше кратное п' и п обозначимъ черезъ 
Ж~;ѴНІ=Ѵ'-Я'. Тогда изъ равенства обѣихъ дробей слѣдуетъ: 
Va? — или, если обѣ части равенства умножить на п-п': 

ѵ'и' -nz= ѵн -пг\ 
слѣдовательно, 

nz — n'z. 

Но такъ какъ по нашему предположенію s и п числа взаимно 
простыя, то по гл. I § 11 A ІУа, въ силу того, что n-z' д е 
лится на г, г должно дѣлиться на г\ итакъ / = iz, отсюда: 

n(z=n'z, 
откуда слѣдуетъ: 

ri — in, 

что и доказывает!., наше утвержденіе. 
Если, кромѣ того, и / и п' будутъ взаимно простыми, то и 

г и п будутъ имѣть одинаковую кратность; г по отношепію 
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к ъ s', a il къ fi; но последнее возможно только въ томъ случаѣ, 
если г' = з и п' = п. Двѣ несократимый дроби только тогда равны 
между собой, если отдѣльно равны ихъ числители и знамена
тели; a двѣ произвольный дроби равны только въ томъ случаѣ, 
если онѣ произошли отъ умноженія на одинаковый числа числи
теля и знаменателя одной и той же несократимой дроби. 

Изъ опредѣленія равенства или неравенства двухъ дробей 
непосредственно слѣдуетъ, что 1) каждая дробь, въ которой 
числитель равенъ знаменателю, имѣетъ значеніе 1; 2) всякая 
дробь, въ которой числитель больше знаменателя, имѣетъ значе-
ніе, большее 1, и 3) каждая дробь, въ которой числитель меньше 
знаменателя, имѣетъ значеніе, меньшее 1. Дроби послѣдняго вида 
называются правильными, а остальныя неправильными. 

Дробь которая получается изъ дроби перестановкой числи-
~і " і 

теля и знаменателя, называется дробью, обратной дроби ^ 1 ; 

также " 2 — обратной дроби - - и т. д. 
~2 "2 

Изъ данныхъ опредѣленій равенства и неравенства дробей, 
получается, какъ это не трудно видѣть: 

если 
1. / і 

« 1 

*2 

« 2 ' 
ТО Й ~l = 

~t 
"2 
z1 

2. »:> 
<І 
?'«' 

то непремѣнно ^< 
~ i 

Щ 
zî 

3. 
5 < 

*2 

« « ' 
то непремѣнно -!> Щ 

§ 3. Сложеніе и вычитаніе. 

Сумму двухъ дробей опредѣляемъ такъ же, какъ и сумму 
двухъ цѣлыхъ чиселъ, т . -е . к а к ъ число, определяющее множество, 
которое образуется отъ соединенія множествъ, соотвѣтствующихъ 
даннымъ дробямъ. В ъ силу этого, сумма одноименныхъ дробей 
есть не что иное, к а к ъ : 

Уп , Z, , z3 , _ Zi + + ^ + 
A i " .V : " .Y — • X 

Дроби, имѣющія различные знаменатели, могутъ быть заме
нены дробями имъ равнозначащими, но имѣющими одинаковый 
знаменатель. Этимъ определяется сумма любыхъ дробей. Такъ 
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к а к ъ любое цѣлое число равнозначаще дроби съ произволь-
нымъ знаменателемъ и надлежащимъ, образомъ подобраннымъ 
числителемъ, то и каждое смѣшанное число (сумма цѣлаго и 
дроби) можетъ быть представлено въ видѣ дроби. Такимъ обра
зомъ, совокупность дробей охвйтываетъ всѣ цѣлыя, а также и 
всѣ смешанный числа. 

Соответственно этому и разность двухъ дробей съ одинако

выми знаменателями есть: -~ — ^ = ^ - т , — , а разность двухъ 
ироизвольныхъ дробей сейчасъ же можно свести къ разности 
одноименныхъ дробей. Такъ какъ сложеніе и вычитаніе дробей 
приводятся к ъ сложенію и вычитанію цѣлыхъ чиселъ, то всѣ пред-
ложенія, доказанный для сложенія и вычитанія цѣлыхъ чиселъ 
въ главѣ I , §§ И и 4, справедливы и для дробныхъ чиселъ. 

§ 4. Умноженіе и дѣленіе. 

Произведете , въ которомъ множитель есть дѣлое число, Со
гласно главѣ I , § 5 А, означаешь сумму, въ которой каждое сла
гаемое равно множимому, а число слагаемыхъ равно множителю; 
согласно этому имѣемъ: 

(m слагаемыхъ) 

— •т — ~ -4- '"- - [ - • • • -4- ~- = 

II II 1 V 1 ' и 

(т) 

_ г + ~ + -і- • • • + ~ _ m _ 
и )/ 

Наше прежнее опредѣленіе оказывается недостаточнымъ, если 
множителемъ служить дробь; такого рода произведете прежде 
всего не имѣетъ смысла. Какимъ же образомъ, и уже съ дав-
нихъ временъ, стали применять такія произведения на практике , 
напр., въ торговомь дѣлѣ? 

Къ наиболѣе простымъ и весьма часто встречающимся зада-
чамъ практическаго характера принадлежать вопросы следую
щего рода: 

1 килограммъ нѣкотораго товара стоить m марокъ; сколько 
будутъ стоить к килограммовъ? или, другими словами: при тор
говомь обмьнь килограммъ нѣкотораго товара равноцьненъ m 
маркамь; скодькимь маркамъ равноценны к килограммовъ? Пред-
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положимъ сначала, что к и m будутъ Ц Е Л Ы М И числами, тогда 
получимъ: 

• • (*) 
к килогр. = 1 килогр. - | - 1 килогр. - | - - • - - f - 1 килогр. 

Если каждый килограммъ можетъ быть замѣненъ m марками, 
то можно, вообще г о в о р я г ) , каждый килограммъ написанной 
суммы замѣнить m марками и, такимъ образомъ, к килограммовъ 
будутъ равноцѣнны: 

№ 

m мк. —|— m мк. • • { - • • • - f - т м к -

или (т-к) марокъ. Стоимость /• килограммовъ есть число марокъ, 
которое получается въ произведена множимаго m и множителя 

к. Пусть к есть дробное число ~ • 

И килограммовъ изображаютъ изъ себя нѣкоторую сумму; 

она состоять изъ s слагаемыхъ, изъ которыхъ каждое О Т Д Е Л Ь Н О 

представляетъ изъ себя такое количество вещества, «-кратное 
котораго равнозначно 1 килограмму. Если каждый О Т Д Е Л Ь Н Ы Й 

килограммъ можетъ быть замѣненъ m марками, то, вообще го
воря г ) , каждое новое слагаемое можетъ быть замѣнено такой 

суммой денегъ, и-кратное которой равно m маркамъ, т . -е . 

марками; следовательно, ~ килограммовъ могутъ быть замѣнены: 

(--•) . . 
Im I m I , m \ m • z • — мк. = • MK. 

Если въ первомъ случав стоимость к килограммовъ, изъ кото
рыхъ каждый стоить m марокъ, обозначимъ черезъ т-к, то и 

для случая к= -- дробь '"^ ' слѣдуетъ разсматривать, какъ зна-

ченіе произведенія: m Согласно этому дадимъ слѣдующее опрѳ-

дѣлеяіе: произведеніе т-~ должно обозначать дробь • Такъ 

к а к ъ раньше было показано, что —•т—-~™> и по § 5 В, гл. I , 

' ) H P всегда: часто цѣна к килограммовъ ниже, чѣмъ /.-кратное цѣньг од
ного килограмма,,а иногда даже и выше. Рѣшеніе этого вопроса не относится 
къ ариометикѣ. Здѣсь мы отвлекаемся отъ этихъ исключительныхъ случаевъ. 
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m-z = z-m, то мы видимъ, что для ироизведешя цѣлаго числа 
на дробное число справедливъ коммутативный законъ г ) . 

Подобнымъ же образомъ можно притти къ значенію произве-
денія и въ томъ случаѣ, когда и множимое и множитель числа 
дробныя. Если въ нашей задачѣ и m означаетъ дробное число 

- , то и въ ранѣе указанной суммѣ 

(z слагаемыхъ) 

-- килогр . - ) - - - к и л о г р . 4 - - • • - { - - - килогр. 

каждое слагаемое слѣдуетъ замѣнить такой суммой денегъ,«-кратная 

которой будетъ - марокъ, т . -е . - у / ( марками ^такъ к а к ъ ^ - " - - • • « = ' 

— у""-"- — yj • Слѣдовательно, при обмѣнѣ, ~-- килограммовъ эквива

лентны 
(О 

-1—-—h • • • 4 — s маркамъ 

1) Чтобы опредѣлить значеніе произведения m • Z~, непосредственно не 

имѣющаго смысла, можно исходить также и изъ коммутативнаго закона. 
Если съ самаго начала установить требованіе , что для опредѣляемаго произве-

г 
денія остается въ силѣ коммутативный законъ, то подъ m • — слѣдуетъ подразумѣ-

п 
Z Z • îlî 1Î1 • z 

вать то же самое, что и подъ — да, т . -е . дробь = — — . По H a n k е Гю 
п п п 

(Theorie der komplexen Zahlensysteme, Leipzig 1867. § 3) этотъ методъ, при 
которомъ дѣйствія, непосредственно не имѣющія смысла, для вновь введенныхъ 
чиселъ определяются такъ, что законы, справедливые для соотвѣтствующихъ 
операцій надъ ранѣе введенными числами, остаются въ силѣ и для новыхъ чи
селъ, н а з ы в а е т с я п р и н ц и п о м ъ п е р м а н е н т н о с т и ф о р м а л ь -
н ы х ъ з а к о н о в ъ; именно Г а н к е л ь, по крайней мѣрѣ въ Германіи, 
впервые его ясно сформулировалъ и примѣнилъ. Этотъ принципъ въ новѣй-
шей математикѣ играетъ важную роль, и намъ позднѣе придется имъ восполь
зоваться. Здѣсь для опредѣленія мы этимъ принципомъ не воспользовались, 
такъ какъ, по нашему мнѣнію, значеніе произведенія, множитель котораго 
есть дробь, уже давно установлено (это сдѣлано еще до того, какъ стали 
принимать во вниманіе справедливость теоремы о перестановкѣ сомножителей) 
и такъ какъ, соотвѣтственно этому, знач&ніе такого произведенія въ указан-
номъ ранѣе въ текстѣ смыслѣ можетъ быть сдѣлано (конечно, въ менѣе 
абстрактной формѣ) доступнымъ ученикамъ квинты (второго класса), которыми 
вся важность коммутативнаго закона усвоена сознательно быть не можетъ. 
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т . - е . ~ ~ маркамъ. Если стоимость h килограммовъ, изт. кото-

рыхъ каждый въ отдѣлыюсти стоить m марокъ, при = — и 

m = - , должна быть изображена въ видѣ произведения (т • к) 

марокъ, то подъ произведеніемъ мы должны разумѣть дробь 

V • //, 

Г 
Теперь мы покажемъ, что если замѣнить множимое ~ равной 

С' Z „ „ „ z' 
ей дрооью ^,, и множитель • равной ей дрооью то значеше 
произведенія не ИЗМЕНИТСЯ . Пусть N есть общее наименьшее 
кратное чиселъ ѵ и ѵ' и N = TV —т 'ѵ' и пусть N есть общее 
наименьшее кратное чиселъ п и п, и N=ln — t'ri. 

Изъ 

Такъ к а к ъ обѣ правыя части равны другъ другу, то полу-
чаемъ: 

У « YI J 
Ч ~ ^ s 
V ~ ѵ' и' 

Справедливость коммутативнаго закона для произведенія двухъ 
дробей вытекаетъ непосредственно изъ его справедливости для 
произведенія двухъ цѣлыхъ чиселъ . 

Также легко обнаруживается и ассоціативный законъ для 
произведенія трехъ дробей. Чтобы показать наличность дистри-

бутивнаго закона, приведемъ данный намъ дроби - , — r ' - j f - . 

к ъ общему знаменателю -п 0 = ^ 1 , 2,...т). 
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Тогда мы будемъ имѣть 

Такъ какъ на основаніи законовъ коммутативнаго, ассоціатив-
наго и дистрибутивнаго безъ труда получаются всѣ формулы ] ) , 
приведенный въ гл. I . § 5, В, С, D, то мы можемъ ихъ счи
тать пригодными для произведенія и въ томъ случаѣ, если оба мно
жителя—дроби; поэтому мы можемъ надъ такимъ произведеніемъ 
(хотя оно и не имѣетъ уже того же смысла) выполнять дѣйствія 
такъ же. какъ и надъ произведеніемъ цѣлыхъ чиселъ. 

Согласно опредѣленію, данному (гл. , 1 , § 6 А) для частнаго 

двухъ цѣлыхъ чиселъ, подъ частнымъ двухъ дробей "~ : ^ будемъ 

разумѣть такое число, которое, будучи умножено на дѣли-

тель - , даетъ дѣлимое Что такое число должно быть един-

ственнымъ, — слѣдуетъ какъ и для цѣлыхъ чиселъ изъ предло-
женія: если въ произведеніи одинъ изъ множителей становится 
больше или меньше, то и п р о и з в е д е т е мѣняется въ томъ же 

Г) А также для неравеиствъ. Только въ гл. I . § 5 1) не вполнѣ ясно вы
сказанное предложеніе, что п р о и з в е д е т е двухъ цѣлыхъ чиселъ никогда не 
меньше одного изъ сомножителей, не всегда справедливо для произведенія двухъ 

дрооеи. Для сравнеиія значенія произведенія двухъ дробей ----- • съ значѳіііемъ 

г у 
перваго сомножителя слѣдуетъ замѣнить его дробью — : • - и будетъ видно, 

П • V 
z X, z ~> "> 

что — • — — , смотря по тому, будетъ ли г - С = г - ѵ или С = ѵ, т.-е. упо-

мянутый законъ. справедливый для произведенія двухъ цѣлыхъ чиселъ, остается 
въ силѣ лишь для умноженія на неправильную дробь, между тѣмъ какъ при 
умноженіи на правильную дробь п р о и з в е д е т е меньше перваго сомножителя. 
Дѣііствительно, такое отклоненіе долгое время (въ теченіе среднихъ вѣковъ и 
довольно долго и въ новѣйшее время) доставляло болыпія затрудненія состави-
телямъ ариѳметикъ; на это указываютъ разъясненія, нмѣющіяся въ руковод-
стпахъ для устраненія этого кажущагося противорѣчія. (Ср. T r o p f к е. 
Geschichte der Elementarmathematik. Bd. I , S. 84) - см. русск. нереводъ 
Д. Б е н а и Р. Струве нодъ ред. I . Чистякова. (Ред.) . 
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смыслѣ. Въ то время, к а к ъ въ области цѣлыхъ чиселъ часто 
(даже въ большинства случаевъ) не существуетъ числа удовле
творяющего этому требованію, — въ области дробныхъ чиселъ 
такое число всегда существуетъ, если только исключить случай, 
когда дѣлитель имѣетъ значеніе 0, такъ какъ всегда имѣетъ 
мѣсто : 

z . : z--, z.* : z-v-: z 
. — = -— „ , потому Ч Т О y - = —-,— = —; 

следовательно, при дѣленіи одной дроби на другую первая умно
жается на дробь, обратную второй. 

Такъ какъ при равенствѣ двухъ дробей равны и дроби имъ 
обратный и такт» какъ при умноженіи двухъ дробей равныя 
дроби могутъ замѣнять другъ друга, то такую замѣну можно 
производить и при дѣленіи. Въ силу приведенныхъ (стр. 28, 
примѣч. 2) соображеній мы можемъ непосредственно заключит^, 
что формулы, данныя въ гл. I , § 6 В, пригодны и въ томъ случаѣ, 
если встрѣчающіяся тамъ числа суть дроби. Ограниченіе (дѣли-
мое должно быть кратнымъ дѣлителя), указанное въ концѣ гл. I , 
§ 6 В, въ области дробныхъ чиселъ отпадаетъ. 

§ 5. Возведете въ степень, извлечете корня и логариѳми-
рованіе. 

А. Степени, основаніями которыхъ слушать дроби, а 
показателями цѣлыя числа. 

Въ силу даннаго нами опредѣленія произведенія двухъ дро
бей устанавливается понятіе о степени съ дробнымъ основаніемъ 
и цѣлымъ показателемъ. Въ самомъ дѣлѣ, изъ опредѣленія сте
пени (гл. I , § 7 А) слѣдуетъ 

(с множителей) 

Пользуясь этимъ равенствомъ легко показать, что формулы 
(I ) — (У) гл. I § 7 В оЬтаются справедливыми и тогда, когда осно-
ваніями степеней служатъ дроби. 

Изъ (I) и опредѣленія неравенства двухъ дробей вытекаетъ 
предложеніе I гл. I § 7 С. Степень правильной дроби есть дробь 
правильная , а степень дроби неправильной есть неправильная 



96 Глава II. Дробный, числа и во особенности, простыя дроби. 

дробь, такъ какъ (ср. прим. 1, стр. 94) при умноженіи на пра
вильную дробь число уменьшается, а при умноженіи на непра
вильную дробь—увеличивается, (оно остается безъ измѣненія лишь 
тогда, когда неправильная дробь = 1 ) . Отсюда далѣе слѣдуетъ, 
что предложеніе I I , гл. I § 7 В, („если e^>f, то и « е > « • ' " ) 
справедливо для дробнаго основанія а только въ томъ случаѣ, 
если числитель больше знаменателя; наоборотъ, при e^>f въ 
томъ случаѣ, если основаніе а есть правильная дробь, полу
чается обратное соотношеніе а с < С « ' - Если />; означаетъ какое-
либо цѣлое или дробное число, то, к а к ъ и въ § 7 С, I I I главы 1, 
для каждаго цѣлаго значенія числа е имѣетъ мѣсто неравенство 

(1 + * ) « > 1 + і с . 

Если <) означаетъ какое угодно большое число, то с всегда 
можетъ быть выбрано т а к ъ , что 

для этого достаточно е дать цѣлое значеніе больше | rj ; отсюда 

слѣдуетъ, что при надлежащемъ выборѣ с всегда можно достигнуть 
того, чтобы е-тая степень какого-либо цѣлаго или дробнаго числа, 
болынаго 1, оказалась больше произвольно взятаго числа у. 
Если найдено значеніе с, при которомъ (1 - ) - / ) е >>гу , то это не
равенство подавно справедливо и для показателя, значеніе кото
раго больше найденнаго для е. 

Если ~- есть правильная дробь, т о ^ - > 1 , (ср. § 2. стр. 89). 

Следовательно, мы можемъ, если у есть произвольно большое 

число, в всегда выбрать такъ , что ( ' '•)"!>у, или | ^ ) 1 < С ^ (ср. § 2, 

стр. 89). 

Если какое-либо произвольно малое число обозначимъ черезъ 

5, то всегда можно у подобрать т а к ъ , что I, следовательно, 

- ^ О ; такимъ ооразомъ, можно отыскать такое число s, что при 

e^se будетъ <^%. 

В. С т е п е н и с ъ д р о б н ы м и п о к а з а т е л я м и . 

Теперь возникаетъ вонросъ, можетъ ли дробное число служить 
и показателемъ степени. Ясно, что вь этомъ случаѣ опредѣленіе, 
данное для степени (гл. 1, § 7 А), уже неприменимо; произве-
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деніе, которое должно состоять изъ дробнаго числа сомножителей, 
не имѣетъ смысла; дѣйствительно, и практическія вычисленія не 
приводить непосредственно к ъ выраженіямъ такой формы. Все 
назревающая потребность въ полнотѣ теоротическаго построенія 
ариометики привела математиковъ къ необходимости формулы, 
установленный первоначально для цѣлыхъ чиселъ, применить для 
всевозможныхъ другихъ вновь введенныхъ чиселъ и задать себѣ 
вопрось , какой надо придать теперь смыслъ этимъ формуламъ.— 
Детальное изслѣдованіе показываетъ, что соотношенія, данныя 
для дѣйствій съ корнями (гл. I , § 8 В) имѣютъ большое сход
ство съ формулами степеней (гл. I , § 7 В), и даже первыя 
являются частнымъ случаемъ вторыхъ, если станемъ корень раз
сматривать, какъ степень съ дробнымъ показателемъ. Дѣйстви-

тельно, символъ ап, не имѣющій на первый взглядъ смысла, 
лишь тогда стоить , а съ практической точки зрѣнія и целесо
образно, разсматривать какъ степень, если съ нимъ можно опери
ровать по тѣмъ правиламъ, к а к ъ и со степенями съ цѣлыми 
показателями, а это станетъ возможнымъ тогда и только тогда, 
если придать ему такой смыслъ, чтобы формулы гл. I § 7 В 
остались справедливыми. Между прочимъ должно имѣть мѣсто, 
следующее соотношеніе: 

(а' 1 ') =а»'п = иі — а; 

т . - е . а" должно означать такое число (если вообще такое 
существуете въ нашей числовой области) «-ая степень котораго 
равна а; но это число (Гл. I , § 8 А) мы обозначили посредствомъ 

'У а. Согласно этому мы опредѣляемъ, что «" д о л ж н о б ы т ь 
Z 

к о р н е м ъ n - о й с т е п е н и и з ъ а; и а" = ('У а)"— 'У 0е ^). 

1) Мы придемъ къ тому же опредѣленію степени съ дробнымъ показате
лемъ, если будемъ основываться на томъ фактѣ, что послѣдовательныя сте
пени числа а 

ai, ai, «з, ат 

образуютъ геометрическш рядъ, въ то время какъ показатели 

1 , 2 3, . . . m 

являются членами ариѳметическаго ряда. Между каждыми двумя членами по-
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Первая наша задача будетъ заключаться въ томъ, чтобы пока-
зать, что при такомъ опредѣленіи справедливы всѣ формулы 
гл. I s 1 В для степеней съ дробными показателями. 

(I) ,f-«W/rt'./«'="/а*• " / а * • » (Гл. I, § 8 В, IV) 

—Уаа+і» = (Гл. 1, § 8 В, I) 

Также слѣдуетъ: 

( И ) а" [а1 = а ' 1 ~ \ 

(III) в» • 6 ; і = Y а3 • Vir = У(аЬу = («*)». 

слѣдняго легко вставить (и — 1) число такъ, чтобы рядъ остался ариеме-
тическимъ.. 

1 , 1 + \ 1 • - . . . . 1 + ^ , 2 . 2 + 1 . 2 + А , . . . • > • • " ' . а . . . . 
n n н 11' n н • 

Если, кромѣ того, требуется между двумя членами ai , а2 геометрнческаго ряда но-
мѣстить ( и — 1 ) другихъ сеь х%,... хп_і, такъ, чтобы частное двухъ нослѣдо-
вательныхъ членовъ всегда имѣло значеніе q, то должно имѣть мѣсто: 

• - = q. -- = q.. . . — = q. = q. 
a xi ж и _ а ггп_! 

Перемножая лти n равенствъ, нолучаемъ 

слѣдовательно, 

Полученный іштерітляціей геометрическій рядъ имѣетъ поэтому слѣдующій 
видъ: 

• , п - 1 

или 

a. a Y а. а (»'+)2. . . . « ('/«/~\ Ф. . . . 

а, Уо7Гі, Y ^ \ . . . *,'>"'.«*. . . . 

Если и теперь геометрическій и арнометичсскій ряды должны соотвѣтствовать 
другъ другу такъ, что любой членъ геометрнческаго ряда можно разсматривать, 
какъ степень числа я, показатель которой есть соотвѣтствующій членъ 

'+ 1 

арнѳметичоскагі) ряда, то ішдѣ а " мы должны понимать значеніе у' а п + і , 
H-J-2 

•а подъ а 11 значеніе У апл'1 и т. д. 
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а также: 
z z z 

( IV) ап\Ъп — {а:Ъ)п. 

(V) . [а£)'=У~(£)~=у (yä*f = \ (Гл. I , § 8 В, I I I ) . 

•-- 'TV-'- (Гл. I , § 8 В, V) 
г • " z ", 

Предложенія (ср. гл. I , § 7 С, I и I I ) о томъ, что, если 

z г 
а > а! то а" > п'п : 

г * 

и если - - . > — , то а > « • , при 1 

и, наоборотъ, а" < о"', при а < 1 , 
легко доказываются при помощи соотвѣтствующихъ неравенствъ 

z 

для цѣлыхъ показателей и опредѣленія, даннаго для ап: 

Если 
а > 1 , 

то также и 

Пусть теперь 

слѣдовательно, 

откуда 

Отсюда вытекаетъ 

« : ' - і < Ѵ -

Если для и взять достаточно большое значеніе, то можно 
i 

достигнуть того, что разность а» •—1 будетъ произвольно мала. 

Если а -< 1, то 

, 7 » . (,})"= 1 + С 
К- Ферберъ. Ариѳметика. S 
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гдѣ Ь'п подборомъ достаточно большого значенія для п можетъ 
быть сдѣлано произвольно малымъ, a слѣдовательно: 

ап въ этомъ случаѣ остается всегда << 1, разность же 1—а" 
будетъ произвольно мала при достаточно большомъ значеніи п. 

Изъ формулы гл. I § 8 В IV слѣдуетъ, что и въ показате-
ляхъ степеней равныя дроби могутъ замѣнять другъ друга. 

Пусть, напримѣръ , 
__ с 2 

щ щ 
и 

щ N ' «ss N 

гдѣ N = у 1 n1 = v 2 n2 есть общее наименьшее кратное чиселъ 
п1 и м 2 ; тогда имѣемъ: 

а"і = у а* 
ч 

срч — 

а изъ z1 ѵ1 = г ,

2 ѵ2 получается: 

Во всѣхъ этихъ формулахъ основанія могутъ быть и дробными 
числами, лишь при томъ ограниченіи, что встрѣчающіеся корни 
должны имѣть смыслъ въ нашей числовой области г ) . 

J) Степени съ дробными показателями были уя:е введены французскимъ 
математикомъ (и епископомъ) О г e s m е (около середины X I V столѣтія) въ его 
Algorismus proportiouum (ср. C a n t o r I I , стр. 128—137;. Его способъ о б о 
з н а ч е н а и письма, конечно, нѣсколько иной, чѣмъ нашъ — позднѣйшій; по су
ществу же, его опредѣленіе вполнѣ совпадаетъ съ нашимъ; онъ даетъ уже 
и большую часть правилъ умноженія и возведенія въ степень такихъ степе
ней. Н о прошло болѣе 300 лѣтъ, а именно почти вплоть до появленія Н ь ю 
т о н о в о й Philosophiae naturalis pvincipia mathematiea (1687), пока дробные 
показатели получили полныя права гражданства въ ариѳметикѣ. Математики— 
голландецъ С т е в и н ъ (L'Arithmétique 1585) и англичанинъ W a l l i s (Arith-
metica infinitorum 1655), хотя и были знакомы съ понятіемъ степени съ дроб-
нымъ показателемъ, но не примѣняли его. Причину этого, повидимому, слѣдуетъ 
искать въ томъ, что изображеніе корня въ видѣ степени съ дробнымъ показа-
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С. К о р н и . 

Корни съ цѣлыми показателями, к а к ъ только что мы сейчасъ 
выяснили, можно разсматривать какъ степени и пользоваться 
этимъ при вычисленіяхъ. То же самое относится и къ корнямъ 

z 

съ дробными показателями. Подъ выраженіемъ \/а мы должны 

понимать такое число х, ^ ) - а я степень котораго равна а. 

Но изъ того, что х" = а, слѣдуетъ 

г_ и 
X — у' a = az. 

Намъ , слѣдователыю, нѣтъ необходимости входить въ подроб
ный изслѣдованія дѣйствій надъ корнями; въ виду дальнѣйшаго 
примѣненія мы выдѣлимъ лишь нѣкоторые пункты. 

I . Въ В, IV стр. 99 дана формула: 

телемъ сперва представляло мало практическихъ выгодъ. Умноженіе и дѣленіе 
корней съ различными показателями степени, гдѣ было выгодно пользо
ваться степенями съ дробными показателями, въ разематриваемыхъ ими задачахъ 
попадались не особенно часто. Въ гл. V . § 5 А. мы увидимъ, почему въ 
X V I I столѣтіи не было необходимости пользоваться степенями съ дробными по
казателями при введеніи логариѳмовъ. Преимущество введенія такихъ степеней 
стало очекиднымъ лишь по изобрѣтеніи и счисленія безконечно малыхъ, когда вы
яснилось, что производная и интегралъ любого корня изъ какой-либо сте
пени перемѣннаго получаются особенно легко, а именно такъ же, какъ и для 
степени съ цѣлымъ показателемъ, если корень написать въ видѣ степени съ 
дробнымъ показателемъ. Особенно большое значеніе для всеобщаго признанія 

оиредѣленія корня, какъ' j °'' степени ( l - f - . т ) . имѣло сдѣланное Н ь ю т о 

н о м ъ открытіе (ср. письмо Н ь ю т о н а къ О 1 d е n b u г g'y отъ 24 октя

бря 1676; C a n t o r I I I , стр. 69--71): если въ разложеніи ( 1 -f- xf, имѣющемъ 

мѣсто для цѣлыхъ значенін е, замѣнить е дробью —, то получается рядъ.и-я сте

пень котораго равна 1 -j-.r, a слѣдовательно онъ представляетъ " / l - f - ж . Въ при

кладной математикѣ только въ иослѣднее время стали часто пользоваться сте

пенями съ дробными показателями для большей наглядности формулъ размѣр-

ностн величинъ въ абсолютной системѣ единицъ. 

8* 
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Слѣдовательно, можно извлечь корень и-ой степени изъ 
дроби, извлекая его отдѣльно изъ числителя и знаменателя и 
дѣля первый полученный результатъ на второй. Если Ь не 
оказывается н-ой степенью цѣлаго числа, то всегда можно найти 
такое цѣлое число Ь', что bb' = :}n, гдѣ ^ есть нѣкоторое цѣлое 
число. Тогда имѣемъ: 

такимъ образомъ: н а х о ж д е н и е к о р н я w - о й с т е п е н и 
и з ъ д р о б и в с е г д а с в о д и т с я к ъ в ы ч и с л е н і ю к о р н я 
« - о й с т е п е н и и з ъ ц ѣ л а г о ч и с л а и к ъ д ѣ л е н і ю н а 
ц ѣ л о е ч и с л о . 

I I . Если п и С означаютъ произвольныя цѣлыя числа, то, 
вообще говоря, нѣтъ цѣлаго числа (гл. I , § 8, А), которое рав
нялось бы Y С. Теперь легко убѣдиться, что если нѣтъ такого 
цѣлаго числа, w-ая степень котораго С. то нѣтъ и дроби, 
обладающей тѣмъ же свойствомъ. Въ самомъ дѣлѣ, если бы 
подобная дробь существовала, то мы ее прежде всего, при по
мощи сокращенія на общій наиболыпій дѣлитель числителя и 

знаменателя, привели бы к ъ нормальной формѣ гдѣ р и q 

числа взаимно простыя и q отлично отъ 1. 

Тогда, по § 11 А, IV Ъ. гл. I , и р" и qn должны быть чи
слами взаимно-простыми, а изъ 

слѣдовало бы, что рп и qn имѣютъ общій, отличный отъ еди
ницы, дѣлитель qn. Итакъ , наше предположеніе приводитъ к ъ 
противорѣчію. Слѣдоватедьно, в в е д е т е дробей не расширяете 
области извлекаемыхъ корней. 

I I I . Теперь сдѣлаемъ нѣсколько замѣчаній о наиболѣе часто 
встрѣчающемся корнѣ, а именно—квадратномъ. Если вообще не 
имѣется цѣлаго, a, слѣдовательно, к а к ъ сейчасъ показано, и 
дробнаго числа, квадрате котораго равенъ произвольно данному ц ѣ -
лому числу С, то мы все-таки знаемъ способъ (гл. I , § 10 G; 
стр. 52—55), при помощи котораго можемъ найти наибольшее 
цѣлое число а, квадратъ котораго меньше С, другими словами, 
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при помощи указаннаго способа мы всегда можемъ найти такое 
цѣлое число, что 

« 2 S ^ < 0 4-1)2. 

Остатокъ R, который получается при такомъ вычисленіи, равенъ 
разности С — а 3 ; сравненіе цѣлыхъ чиселъ Ena даетъ возмож
ность безъ затрудненій заключить С между квадратами двухъ 
чиселъ, разность между которыми равна А именно, если 
IiiS? а, то и подавно ü < ^ a - f - } , слѣдовательно, 

( a - f $ ) 2 = а г + а - т - і - > « г + Л , ' 
поэтому 

« 2 S ( 7 < f f l . - j - J - ) 2 . 

Если же R^>a, а следовательно, R^a-{-l, то i i > a - | - 4 > и 
отсюда 

а поэтому 
( a - ( - . i ) 2 < C < ( a + l ) * . 

Мы можемъ поступать такъ и дальше и безъ труда найти 

два числа, которыя отличаются только н а ^ (гдѣ п произвольное цѣ-

лое число) и между квадратами которыхъ заключено число С. 
Пусть эти оба числа написаны въ видѣ дробей со знаменате-
лемъ п; обозначимъ ихъ числители соотвѣтственно черезъ г и 
è'-f-1; тогда мы можемъ написать 

Эти неравенства существуютъ тогда и только тогда, если 

* * < ; ( 7 - » s < ( * - f 1 ) 2 . 

Итакъ , способъ, указанный въ § 10G, гл. I достаточно при-
мѣнить теперь къ цѣлому числу Сп2 и найденныя числа г и 
г-\-і раздѣл-ить н а м . 

Т а к ъ , напримѣръ, получаемъ при (7 = 3, н — 1 2 , 3 = 20: 

О томъ, особенно важномъ случаѣ, когда п оказывается 
степенью основанія 10, мы будемъ говорить подробнѣе въ сле 
дующей главѣ. 
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Если С есть смешанное число G -f- е, гдѣ <? наибольшее цѣлое 
число, содержащееся въ С, a слѣдовательно, £ означаетъ пра
вильную дробь, то изъ 

e » = f c ? < ( a - f I)», 

слѣдуютъ неравенства 

а 2 < С < ( « 4 - 1 ) з i ) . 

Первое изъ двухъ послѣднихъ неравенствъ очевидно. Чтобы 
убѣдиться въ правильности 2-го, разсуждаемъ т а к ъ : изъ G<i{a-\-1)2 

непосредственно вытекаетъ 

G + l ^ ( a + l ) 3 , 
и отсюда: 

• C = - G - f - s < ( a - f - l ) a . 

Если требуется найти два послѣдовательныхъ цѣлыхъ 
числа, между квадратами которыхъ должно быть заключено сме
шанное число С, то способъ, указанный въ § 10 G, гл. I , слѣ-
дуетъ примѣнить лишь к ъ наибольшему числу G, содержаще
муся въ числѣ С. К а к ъ и раньше, мы видимъ, что въ зависи
мости отъ того, будетъ ли остатокъ 

Іі = G — a 2 ^гг; а, 
то и 

С ----- < \ - г . ш-\ \ \ \ 

Если В, —а, то имѣемъ: 

въ зависимости отъ того, будетъ ли. г ^ = 4 -

Какъ результата всѣхъ соображеній, ириведенныхъ въ этомъ 
отдѣлѣ I I I , можно установить слѣдующее правило: 

Е с л и д а н о п р о и з в о л ь н о е д р о б н о е , ц ѣ л о е , и л и 
с м ѣ ш а н н о е ч и с л о , и т р е б у е т с я н а й т и д в а ч и с л а , 

к о т о р ы я о т л и ч а ю т с я д р у г ъ о т ъ д р у г а т о л ь к о н а - ^ 

( г д ѣ п е с т ь п р о и з в о л ь н о е ч и с л о ) и м е ж д у к в а д р а 
т а м и к о т о р ы х ъ з а к л ю ч е н о С, т о с п о с о б ъ , у к а з а н -

') Какъ легко ішдѣть, аналогичный заключенія справедливы и для любой 
степени. 
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н ы й в ъ § 10, G, гл. I , с л ѣ д у ѳ т ъ п р и м ѣ н и т ь к ъ н а 
и б о л ь ш е м у ц ѣ л о м у ч и с л у G, з а к л ю ч а ю щ е м у с я в ъ 
п р о и з в е д е н і и С-п2 и о п р е д ѣ л и т ь ц ѣ л о е ч и с л о s 
т а к ъ , ч т о б ы 

2 2 ^ # < ( г + 1) 2 , 

г z + 1 , 

т о г д а — и — б у д у т ъ и с к о м ы м и ч и с л а м и ; п р и д о 

с т а т о ч н о б о л ь ш о м ъ з н а ч е н і и п р а з н о с т ь м е ж д у 

н и м и м о ж е т ъ б ы т ь с д ѣ л а н а п р о и з в о л ь н о м а л о й . 
Сравненіемъ z и остатка В—G— г2 можно непосредственно 

рѣшить вопросъ, будетъ ли 

< 
Пусть, напримѣръ, если C = 2f и если выбрать п — 25, то 

C w 2 = 1 - 6 2 5 = 16661, 0 = 1666, 

слѣдовательно s = 40. 
Поэтому: 

© * < « < ( £ ) ' . 

и такъ какъ R = G — г2 — 66 > z, то и 

$ ) ' < « < ( £ ) ' • 

Увеличивая число п , мы можемъ разность между квадратами: 

z + \ \ 2 [z\i_2z+ 1 _ _ 1 f 2 £ _ j _ 1 

a вмѣстѣ съ тѣмъ и каждую изъ разностей 

сдѣлать меньше всякаго заданнаго напередъ сколь угодно ма-
лаго числа. Если, вообще говоря, въ нашей области чиселъ мы 
не можемъ извлечь квадратнаго корня изъ любого даннаго цѣ-
лаго или дробнаго числа, то все-таки есть возможность указать 
такія дроби, квадраты которыхъ произвольно мало отличаются 
отъ С. Въ практическихъ приложеніяхъ ариѳметики, гдѣ по су
ществу дѣла не требуется абсолютной точности, а допустимая 
ошибка не должна превышать границы, определяемой характе-
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ромъ самого заданія, почти всегда возможно при надлежащемъ 
выборѣ п замѣнить С однимъ изъ слѣдующихъ чиселъ: 
1 1 или — — , въ зависимости отъ того, оудетъли С < • 

и въ соотвѣтствіи съ этимъ не существ у ющій въ нашей области 

чиселъ корень \ГС замѣнить или черезъ ~ , или черезъ z - ~ -

Подобнаго рода разсужденія примѣнимы и к ъ корнямъ съ 
любыми показателями. Къ этому вопросу мы еще вернемся при 
изложеніи вопроса о корняхъ изъ систематическихъ дробей, 
почти исключительно примѣняемыхъ на практикѣ (Ср. гл. I l l , 
§ 3 F). 

D. Л о г а р и ѳ м ы . 

I . Послѣ введеиія дробей въ качествѣ основаній и показателей 
степеней, остается установить понятіе логариѳма дроби при дроб-

номъ основаніи; мы называемъ ~ логариомомъ числа ~ , при 

а !а\~: з , (f"), 2 1 основаши -jj, а если |-^-І« = — ; напримѣръ l o g - g = y , такъ 

/ 4 \ і _ 2 какъ I -g I —-д- . 

Такъ какъ каждая (цѣлая или дробная) степень правильной 

дроби даетъ въ результате тоже правильную дробь, а непра

вильной дроби — дробь неправильную, то дроби и должны 

быть или обѣ меньше единицы, или рбѣ больше единицы. Но 

даже и при выполненіи этого условія, вообще говоря, нельзя опре

делить ~- при произвольно даннныхъ дробяхъ и ~ т а к ъ , чтобы 

Въ самомъ дѣлѣ, при наличности этого равенства (при чемъ 
мы можемъ впередъ предполагать, что а и b, а такъ же s и п 
суть числа первыя между собой) путемъ простыхъ преобразованій 
мы получили бы: 

Такъ какъ г и п числа взаимно простыя, то то же имѣстъ мѣсто 
и для &І и пч (глава I , § 11 А, I V Ь); на основаніи § 11 А, IV а, 
гл. I of должно Д Е Л И Т Ь С Я на #>, а т акъ к а к ъ и а'' и Ы' тоже 
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числа взаимно простыя, то на томъ же основаніи гч должно д е 
литься на а'1; т . -е . ар = гч. Существованіе же такого равенства 
несомненно невозможно, если » и г не содержать одинаковыхъ 
простыхъ множителей (гл. I , § 11, С). 

Слѣдовательно, въ нашей числовой области произвольное 
число при любомъ основаніи не имеетъ , вообще говоря, лога-
риома. Въ какомъ смысле можно и въ области цѣлыхъ чиселъ 
говорить о лагориѳмахъ и вычислять съ ними, мы изложимъ по
дробнее въ гл. V , § 5 В. 

П . Справедливость логариѳмическихъ формулъ § 8 С, I и I I , 
гл. I , для того случая, когда входящія въ нихъ буквы обозна-
чаютъ и дроби, вытекаетъ изъ того, что справедливость фор
мулъ степеней, на основаніи которыхъ выводятся и логариѳми-
ческія формулы, доказаны уже для дробей (отд. А и В этого §). 

Теперь остается только показать, что и въ формулѣ (гл. I , 
§ 8 С, I I I ) . 

г можетъ быть равно дроби 

Пусть 

<n>logр = х, слѣдовательно, ах = р, 

где а, р, х могутъ быть цѣлыми или дробными числами. 

Если возведемъ предыдущее равенство въ степень ~ , то по 

лучимъ: 

и поэтому: 

( a ) l o g пи = ~ • X = ~ • '«'log р. 
п А II, H п * 

Эти формулы, конечно, имьютъ смыслъ лишь для тѣхъ зна-
ченій оспованія и числа, для которыхъ въ нашей числовой обла
сти имѣются логариѳмы. 
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Систематическія дроби. 

§ 1. Опредѣленіе и способъ изображенія систематическихъ 
дробей. 

Особенный интересъ представляютъ и заслуживаютъ особаго 
разсмотрѣнія дроби, у которыхъ числитель есть систематическое 
цѣлое число (ср. гл. I , § 10), а знаменатель степень основанія 
системы, т . -е . дроби вида: 

_ у / + «|х - iff " 1 + • • • + « j О + «о Л 

~ ff g"' 

гдѣ « > < / / , Д Л Я ) . = 0, 1,- - • JLt. 
Такія дроби называются систематическими, и въ частномъ 

случаѣ / / = 1 0 — д есятичными 1 ) . Въ послѣднее время, благодаря 

1) Такъ какъ большинство разсужденій почти такъ же просто построить 
для произвольнаго д, какъ и для g = 1 0 . то мы въ общемъ оставимъ g неолре-
дѣленнымъ и лишь для примѣровъ предпочтемъ случай д— 10. Систематическія 
дроби, для которыхъ g не было равно 10-ти, долгое время примѣнялись на 
практикѣ. Вавилоняне для систематическаго построенія прежде всего цѣлыхъ 
чиселъ брали основаніе g =-- 60 (ср. стр. 5, прим. 2). У нихъ были установлены 
особыя названія для 60 (soss) и для 602 (sur) и соотвѣтственно этому они 
образовывали также и нодраздѣленія этой единицы съ такимъ же знаменате-
лемъ. Около 180 г. до P. X . ути сексагезималыіыя дроби вошли и въ грече
скую науку, a арабскіе и христіанскіе ученые пользовались ими, главнымъ обра
зомъ, для астрономическихъ вычисленій, въ теченіе всѣхъ среднихъ вѣковъ, 
слѣдовательно въ тѣ времена, когда 10 уже давно стало основаніемъ системы 
цѣлыхъ чиселъ. Понятно, что такого рода непослѣдовательность была нецеле
сообразна . Тѣмъ не менѣе прошло чрезвычайно много времени до тѣхъ поръ, 
пока не былъ совершонъ окончательный переходъ отъ сексагезимальнаго дѣле-
нія къ десятичному. Смѣшеніе обоихъ нринциповъ встрѣчается часто еще въ 
X V столѣтіи, и только въ концѣ X V I столѣтія французъ F r a n ç o i s V i è t e 
въ своемъ Canon mathematicus (1579), голландецъ S i m o n S t e v i n въ 
своемъ трудѣ L a Disme (1585) и нѣмецъ-швейцарецъ J o o s t B ü r g i въ 
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введенію десятичнаго дѣленія мѣръ, монетъ и вѣса, при практи-
ческихъ вычисленіяхъ можно пользоваться исключительно деся
тичными дробями; въ самомъ дѣлѣ, введены только такія монеты 
и вѣса, 10, 100, 1000 кратныя которыхъ равнозначащи основнымъ 
единицамъ или представляютъ кратныя такихъ монетъ и вѣсовъ; 
а кратныя другія дроби, кромѣ десятичныхъ, не имѣютъ, сле
довательно, реальнаго примѣненія въ области денегъ и вѣса. 

При преобразованіи систематической дроби а приходится раз
личать два случая: 

1. j x ^ v , тогда 

« . , ^ 1 d-,-* fia 

а = avrß-> + a ^ - - ï -\ К Н H - г • + - ' ' + " Î 

2. и . < ѵ ; тогда 

Въ первомъ случаѣ а является суммой дѣлаго систематиче
с к а я числа и ряда дробей, знаменатели которыхъ являются по-
слѣдовательными степенями g, а числители меньше g; во второмъ 
случаѣ а состоитъ только изъ суммы такихъ дробей. 

Цѣлое систематическое число axgx -\- a^j1—1 - ( - • • • - р у / -f- «о 
мы можемъ, не опасаясь недоразумѣній, написать въ сокращен
ной формѣ: «х й ) . -Г " ' й і а о ( СР- г л - Ь § ^ А); П Р И этомъ уста-

своѳй Arithmetica (1592) рѣшительно и окончательно перешли къ дегятнчнымъ 
дробямъ. Споообъ ияображенія послѣднихъ у этихъ апторовъ довольно близко 
походитъ на современный. Болѣе подробно смотри объ этомъ у C a n t o г, 
Vorlesungen I I , стр. 583, стр. 615—617 и у J . T r o p f k c Geschichte der 
Elementarmathematik I , стр. 86—93. (Русск. пер. Д. Бема и Р. Струве, ред. 
I . Чистякова). Десятичное дѣлоніе мѣръ длины, монетъ и мѣръ вѣса. котораго 
требовалъ уже S i m o n S t e v i n, какъ послѣдовательное продолженіс деся
тичной числовой системы, было введено прежде всего во Франціи (декретомъ 
отъ 24 іюля 1799). Поглѣ того какъ нѣкоторыя другія страны уже раньше 
присоединились къ этой системѣ мѣръ, этому же послѣдовалъ сѣверо-герман-
скій союзъ въ 1866 г. и вся Гермапія въ 1871/72 г. Исторія ариометики ука
зываешь еще и на другой видъ систематическихъ дробей. У римлянъ была 
онредѣленная двѣнадцатиричная система; у нихъ были особыя названія для 
дробей со знаменателями 12, 24, 48, 72, 144. 288. Эти названія относились 
первоначально лишь къ соотвѣтственнымъ долямъ ns'a, мѣдной монеты оире-
дѣленнаго вѣса, но затѣмъ перешли и къ долямъ другихъ вещей. Въ первой 
половинѣ среднихъ вѣковъ при практическихъ вычисленіяхъ часто пользовались 
этой двѣнадцатиричной системой. Ср. C a n t o г, Vorlesungen I , стр. 489 и 
T r o p f k c , Gesch. d, Elementarmathematik I , стр. 77. 
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навливается, что а,, а)_1, - • -а^, а0, означаютъ коэффициенты 
послѣдовательныхъ степеней g, расположенныхъ въ нисходящемъ 
порядкѣ, и что каждая отсутствующая степень g замѣняется зна
комь 0, a послѣдняя цыфра означаетъ число единицъ. 

Этимъ способомъ мы можемъ пользоваться и при изображеніи 
систематическихъ дробей. Для этого достаточно только к ъ цыфрѣ , 
изображающей единицы, приписать числители дробей, имѣю-
щихъ знаменателями g, g2, д*- • •, не мѣняя ихъ порядка, при соблю-
деніи требования, что при отсутствіи одной изъ такихъ дробей, на 
мѣстѣ ея числителя ставится нуль. Очевидно, что последняя цифра 
такого выраженія уже не будетъ означать единицъ; нельзя также 
утверждать, что она является числителѳмъ какой-либо изъ дробей, 
имѣющихъ знаменателемъ дь или 1710 и т. д. , если мы допу-
скаемъ, что показатель степени g можетъ имѣть какое угодно боль
шое значеніе. Нашей цѣли указать , какой степени g или ~ соот
ветствуешь то или другое а, можно достигнуть, отмѣтивъ ка-
кимъ-либо значкомъ коэффиціентъ некоторой, определенной сте
пени д, которая должна, конечно, встречаться во всякой систе
матической дроби. Для этой цьли избрали цыфру единицъ й от
метили ее поставленной после нея запятой. Въ томъ случае , 

если систематическая дробь не содержитъ целой части, а начи-
а\>-

нается (см. случай 2, стр.109) съ , приходится, для возмож-
{/'1 — [JL 

ности поставить запятую (чтобы можно воспользоваться введен-
нымъ знакомь), мѣсто единицъ, а, следовательно, и всехъ числи
телей отсутствующихъ дробей со знаменателями д:, д2,• •-д'1 ^-
обозначать нулями. Въ первомъ случае , систематическую дробь 
а' мы написали бы т а к ъ : 

a во второмъ случае 

(ѵ — [л •—1 ) нулей 

О, 00- • 0 №,,<ѵ_ г • •(»„. 
Т а к ъ какъ 

а ~ .'/" .'/" 

можно разсматривать, к а к ъ результатъ деленія числа А на д\ 
то въ такомъ представленіи систематической дроби скрыто нра-
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вило: чтобы данное цѣлое число раздѣлить на ѵ-ую степень 
основанія g, слѣдуетъ отдѣлить запятой ѵ знаковъ въ числѣ А, 
при чемъ въ случаѣ ѵ >> р. это слѣдуетъ сдѣлать послѣ того, 
к а к ъ передъ первой цифрой числа а будетъ поставлено нужное 
число (именно ѵ — jx) нулей. 

Систематическая дробь а не измѣняетъ своего значенія, если 
присоединить къ ней 

О О О 
•Г+І H ѵ + 2 ~I 7+3 — Г " 

о il g 

Поэтому простымъ приписываніемъ нулей систематическую 
дробь со знаменателемъ g' можно обратить въ другую, имѣющую 
знаменателемъ g въ болѣе высокой степени, и, такъ какъ общій 
знаменатель нѣсколькихъ систематическихъ дробей съ основа-
ніемъ g, очевидно, есть наивысшая изъ степеней g, встречаю
щихся въ качествѣ знаменателя, то систематическія дроби не
обыкновенно легко, простымъ приписываніемъ нулей, приводятся 
к ъ общему знаменателю. А съ дробями, имѣющими общій зна
менатель, можно производить дѣйствія, какъ съ цѣлыми числами; 
производя дѣйствія, можно отвлечься отъ отношенія къ единицѣ и 
разематривать дроби съ одинаковымъ знаменателемъ, какъ полу-
ченныя путемъ отвлеченія отъ равноцѣнныхъ вещей. Въ томъ 
обстоятельствѣ, что систематическія дроби находятся въ такой 
близости к ъ цѣлымъ числамъ (такъ , что въ нѣкоторыхъ учебни-
кахъ ихъ называютъ десятичными числами), заключается ихъ 
главное преимущество и основаніе простоты вычисленій съ ними. 

§ 2. Сравненіе систематическихъ дробей. 

А. Каждая систематическая дробь, не содержащая цѣлой ча
сти, напр. , 

( v > J i ) , 

меньше единицы, т . - е . дробь правильная. Въ самомъ дѣл^ , если 
вынолнимъ сложеніе дробей, то, на основаніи § 10 А, гл. I , 
стр. 41 , слѣдуетъ, что въ 

"u-ff + " и . - ! . ' / 1 * " 1 + • • • + "iff + « 0 

такъ какъ </> j i , числитель меньше знаменателя. 
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B. Двѣ правильныя систематическія дроби а и fi всегда 
можно представить себѣ въ видѣ дробей, съ общимъ знамена-
телемъ g1: 

cv.(f + «u. - 1 / ' " 1 + • • • + + "о Л 

а = -s ! : —..... , 
ff if 

g =
 Ъ ^

 +
 ь у - ^ ~ 1 4 j" 'h<> + 6 0 — 

здѣсь, конечно, отдѣльные a m Ъ могутъ быть нулями. 
Согласно § 10 А, гл. I , оба числителя А и В, а, слѣдовательно, 

и дроби а и fi, могутъ быть тогда и только тогда равны другъ другу, 
если каждое а равно Ъ съ соотвѣтствующимъ индексомъ. Слѣдова-
тельно, каждая дробь можетъ быть написана только однимъ обра
зомъ, какъ систематическая дробь при данномъ основаніи g г), если 
исключить приписываніе къ ней нулей, которые можно присоеди
нить к ъ любой систематической дроби, не М Е Н Я Я при этомъ ея 
значенія. 

Далѣе , по § 10 А, гл. I , А^В, а отсюда и a ^ f i въ зави
симости отъ того, будетъ ли первое а (считая слѣва), отличное 
отъ соотвѣтствующаго b, больше или меньше, чѣмъ это Ъ. 

C. Пусть /.- и I означаютъ цѣлыя числа, а и ß какія-либо 
правильныя систематическія дроби, тогда, если /.• /, то и 

k -(- а 52 '•-(- Р, если же /• = /, то /• -f- а = / -f- j$, въ зависимости 

отъ того, будетъ ли a = ß . 

§ 3. Дѣйствія надъ систематическими дробями. 

А. С л о ж е н і е . 

Любыя дроби можно сложить (см. гл. I I , § 3), приведя ихъ 
к ъ общему знаменателю и составивъ сумму числителей; еложеніе 
систематическихъ дробей, данныхъ въ ихъ сокращенной записи, 
можетъ быть такимъ образомъ сведено к ъ сложенію цѣлыхъ— 
(ср. гл. I , § 10 С) систематическихъ чиселъ, если приписыва-
ніемъ нулей уравнять число десятичныхъ знаковъ послѣ запятой 
и затѣмъ произвести сложеніе, не обращая вниманія на запя-

1) Мы пока говоримъ лишь о систематическихъ дробяхъ. состоящнхъ изъ 
конечнаго числа членовъ. 
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тую; въ полученной суммѣ слѣдуетъ отдѣлить запятой справа 
столько знаковъ, сколько ихъ было въ каждомъ слагаемомъ 
(послѣ приведенія к ъ общему знаменателю). Для примѣнѳнія 
правила на практикѣ его можно формулировать еще слѣдующимъ 
образомъ: систематическія дроби, данныя для сложенія, слѣдуетъ 
расположить т а к ъ , чтобы з а п я т а я и цыфры о д и н а к о в а я помѣст-
наго значенія были расположены другъ подъ другомъ по верти
кали, затѣмъ произвести сложеніе, какъ это дѣлается съ Ц Е Л Ы М И 

числами, и В Ъ полученномъ результатѣ поставить запятую подъ 
запятыми слагаемыхъ. 

B. В ы ч и т а н і е выполняется аналогично сложенію. 

C. П р о и з в е д е т е двухъ систематическихъ дробей 

А 0 В 
а = —. и р = — 

9 9 

гдѣ А а В означаютъ цѣлыя систематическія числа, равно 

А • В 
яЧі+Чг' 

Слѣдовательно, чтобы перемножить двѣ систематическія дроби, 
данныя въ ихъ сокращенной записи, слѣдуетъ опустить з а п я т а я , 
перемножить образовавшіяся такимъ образомъ -цѣлыя числа, со
гласно § 10 Е гл. I , и въ полученномъ произведена отдѣлить 
запятой справа столько цыфръ (именно Vj -f- ѵ 2 ) , сколько деся-
тичныхъ знаковъ послѣ запятой въ обоихъ сомножителяхъ вмѣстѣ. 
Конечно, это правило относится и к ъ тому случаю, когда одинъ 
изъ сомножителей, напр. ;і есть цѣлое число: тогда приходится 
принять значеніе ѵ2 равнымъ 0 и въ произведена отдѣлить Vj 
десятичныхъ знаковъ. 

Въ частномъ случаѣ, когда § = gv-, то а-^— слѣдова-

тельно: 
a - ? = T ^ r - j ï , если p.<Vj 

= А, если | i = Vj 

=-А-g?- v i если J I > > V , . 

Эти три случая можно объединить въ общемъ правилѣ: чтобы 
умножить систематическую дробь на рхгую степень основанія, 
слѣдуетъ перенести запятую черезъ JA знаковъ вправо, а если 
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имѣѳтся меньше, чѣмъ JA десятичныхъ знаковъ, то отбросить 
запятую и приписать столько нулей, сколько единицъ въ раз
ности между числомъ р. и числомъ десятичныхъ знаковъ. 

D . Д ѣ л е н і е . 

Частное отъ дѣленія двухъ систематическихъ дробей 

а ——, и В = — есть а : р = - г г ~ . 
(У И "У 

ІІослѣдняя дробь, послѣ сокращенія числителя и знаменателя 
на ихъ общій наиболыпій дѣлитель, можетъ быть приведена къ 

виду , гдѣ g и п цѣлыя числа, не имѣющія общаго дѣлителя. 

Такимъ образомъ дѣленіе систематическихъ дробей сводится къ 

дѣленію двухъ цѣлыхъ чиселъ. Въ случаѣ, если А-уг не д е 

лится нацѣло на В-у^, то частное a".ß = ~ не будетъ числомъ 

цѣлымъ; такимъ образомъ возникаетъ вопросъ, нельзя ли эту 
дробь изобразить въ видѣ систематической. Если 

v — 0 T j j l г p_i - r tfP> 

гдѣ q0 можетъ обозначать любое цѣлое число (включая и нуль), 
а Ч\і <І2->' ' '(h дѣлыя числа, меньшія у, и р имѣетъ нѣкотороѳ 
опредѣленное цѣлое значеніе, то, умножая обѣ части равенства 
на if. получимъ: 

- 'и = % • & + ЫР-Л + H h î o - i • 0+9,-

Такъ к а к ъ правая часть полученнаго равенства представляетъ 
изъ себя цѣлое число, то sip должно дѣлиться на п. 

Обратно, если можно найти такую степень у, напримѣръ съ 
показателемъ р, чтобы у? было кратнымъ п, то можно положить: 

т . -е . равнымъ систематической дроби. 

Частное а:$ = ~у можетъ быть представлено въ видѣ систе

матической дроби съ основаніемъ у тогда и только тогда, если 
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существуетъ такая степень числа ц, нанримѣръ <р, для которой 
произведете z<f дѣлится па п. На основаніи § 11 А, I V а, гл. I 
(такъ какъ z и п числа взаимно простыя), для выполненія на
шего условія необходимо и достаточно, чтобы (f было крат
нымъ и; ото послѣднее тогда и только тогда имѣетъ мѣсто, 
если п не содерждтъ простыхъ множителей, не входящихъ въ ц. 
Для 7̂ = 10, n, на основаніи только что сказаннаго, должно 
имѣть видъ 2 ' \ -5 ' - , гдѣ Vj и ѵ2 какія-либо дѣлыя числа (вклю
чая и нуль). 

Если имѣется степень г/ (и наименьшая изъ такихъ степеней 

пусть будетъ имѣть показатель р), произведете которой на z д е 

лится безъ остатка на п, то для обращѳнія : ) ~ въ систематиче

скую дробь, слѣдуетъ, согласно указанному въ § 10 F , гл. I спо

собу, раздѣлить z на м; пусть при такомъ дѣленіи получается 

частное q0 Q ï O ) и остатокъ >'0 ( < » , тогда имѣемъ: 

* = îo» + »'o 
или 

z_ _ i _ ' о 
11 @o\ п 

Полагая дальше -^ = ~ - . ' ~ ^ , вычисляемъ теперь г^е/'.п, т . -е . 

ириписываемъ к ъ г0 нуль и образовавшееся число >•„</ дѣлимъ 
на щ если это дѣленіе даетъ частное <іх ( 0 S < / , < / / ) и остатокъ 
j-j « [ » ) ? т о имѣѳмъ 

и 

Къ вновь полученному остатку г 3 приписываемъ опять нуль и 
полученное число і\у дѣлимъ вновь на п и пусть имѣемъ: 

i) Въ зтомъ случаѣ безразлично, имѣютъ ли z u n общихъ дѣлителей или 
нѣтъ. 

К. Фербрръ. Ариомстика. 9 
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тогда: 

z_ „ I '/1 I '/2 I 1 Ч!І 
п ~q°~r~g"~r7/~2~t~ у* ' » ' 

Поступая такимъ образомъ и дальше, получимъ наконепъ: 

Умноженіемъ на получаемъ: 

- - ~ = %(f + ï i ^ _ 1 + a2Üe~2 H b ffo-i.9 + • -
M . ' fl 

Такъ к а к ъ лѣвая часть, согласно нашему предположенію, есть 
число цѣлое, и каждое изъ р первыхъ слагаемыхъ правой части, 
очевидно, есть число цѣлое, то то же самое мы можемъ сказать 

и о послѣдней дроби - 1 J , т . - е . , если к ъ остатку г , припи-
п р 

писать нуль, то дѣленіе на п выполняется нацѣло, и если дробь 

-' = qr, то для — имѣемъ разложеніе: 
II ' п 

Мы получимъ систематическую дробь непосредственно въ со
кращенной ея записи, если послѣ цѣлаго числа q0 напишемъ одно 
за другимъ частныя qlt q2,---qri-i, q0, полученныя при послѣдо-
вательныхъ дѣленіяхъ, и поставимъ запятую передъ т . -е . пе-
редъ тѣмъ частнымъ, которое получается отъ дѣленія послѣ 
присоединенія перваго нуля. 

Систематическую дробь равную дроби ~ можно получить и 

другимъ путемъ, который, ради сокращенія письма, укажемъ лишь 
при у —10. Если и = 2 ѵ ' -5Ѵ 2, и если 
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Число десятичныхъ знаковъ получаемой десятичной дроби въ 
каждомъ случаѣ равно наибольшему изъ двухъ показателей 
V, и ѵ 2 

Только что разсмотрѣнное дѣленіе систематической дроби а 
на систематическую дробь ß охватываетъ и тотъ случай, когда 
дѣлитель £ есть дѣлое число. 

Особенно просто выполняется дѣйствіе, если § есть степень д. 
А , А 

Ксли а = ••- и р = # \ то получаемъ: а :3 = г, это значить, что 
ff'1 ' дЧі'г 

а:$ въ сокращенномъ видѣ напишется тѣми же цыфрами, какъ и а, 
но имѣетъ послѣ запятой X знаками больше. Следовательно, 
чтобы a раздѣлить на д'-, достаточно перенести запятую на X 
мѣстъ влѣво. Въ томъ случаѣ, если до запятой находится меньше, 
чѣмъ X цыфръ, то п е р е н е с е т е запятой выполняется послѣ того, 
какъ передъ первой цыфрой будетъ поставлено надлежащее число 
нулей. 

Е. В о з в е д е т е в ъ с т е п е н ь . 

Любую степень систематической дроби съ цѣлымъ показате
лемъ можно получить повторнымъ умноженіемъ. 

F. И з в л е ч е т е к о р н я . 

I . К в а д р а т н ы й к о р е н ь . 

Извлечена квадратнаго корня изъ любой дроби было сведено 
(см. гл. I I , § 5 С, ( I ) ) к ъ вычисленію квадратнаго корня изъ дѣ-
лаго числа и к ъ дѣленію также на цѣлое число. Согласно этому 
для систематической дроби получаемъ, если 

1) Несомненно, второй способъ всегда ведетъ къ цѣли быстрѣе. чѣмъ пер
вый, если извѣстно разложеніе чиселъ г и п на ихъ первоначальные множители. 
Для способа дѣ.ченія. указаннаго. раиѣе , этого не требуется. 

Я * 
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Слѣдователыю, для извлечснія квадратнаго корня изъ систе
матической дроби пОступаемъ слѣдующимъ образомъ: отбрасы-
ваемъ запятую, при чемъ, въ случаѣ нечетнаго числа десятич
ныхъ знаковъ, дѣлаемъ это, приписавъ предварительно нуль; изъ 
полученнаго цѣлаго числа извлекаемъ корень сиособомъ, указан-
нымъ въ § 10 G, гл. 1, и въ полученномъ результата отдѣляемъ, 
cnpaFia вдвое меньше знаковъ, чѣмъ ихъ имѣло послѣ запятой 
подкоренное количество, или, что то же, оставляемъ запятую 
въ подкоренномъ количествѣ и производимъ дѣйствіе, не обра
щая вниманія на нее, совершенно такъ же, какъ это указано 
для цѣлыхъ чиселъ въ § 10 G, гл. I ; въ результатѣ ставимъ 
запятую непосредственно послѣ той цыфры, которая получилась 
послѣ того, какъ были приняты во вниманіе двѣ послѣднія цыфры 
подкоренного количества, стоящія передъ запятой. 

Если нѣтъ цѣлаго числа, которое соотвѣтственно было бы 
равно j rА или \'гÄg, то нѣтъ и систематической дроби, которая 
обладала бы этимъ свойствомъ. (Ср. гл. I I , § 5 С ( I I ) ), а 
следовательно, нѣтъ и такой дроби, которая равнялась бы | / а . 

Но на основаніи правилъ, данныхъ въ § 5 С ( I I I ) , гл. I I , 
стр. 104, въ этомъ случаѣ можно найти всегда двѣ такія систе-

матическія дроби и (гдѣ ѵ произвольное цѣлое число), 

для этого достаточно только способомъ, указаннымъ въ § 10 П 
гл. I , определить цѣлое число s т а к ъ , чтобы 

гдѣ G означаетъ такое цѣлое число, которое получится, если 
а умножить на g-' и въ полученномъ произведена отбросить 
всѣ десятичные знаки. Такимъ образомъ всѣ вычислены, необ
ходимый для этого, относятся полностью к ъ области цѣлыхъ чиселъ. 

Если-же сравнить остатокъ R = G — z2 съ g, то сейчасъ же 

можно рѣшить (см. стр. 103), будетъ ли а •= (—-г • 

что 

* 2 S < ? < ( * + 1 ) 2 , 

I I . К у б и ч н ы й к о р е н ь . 
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Такимъ образомъ, и з в л е ч е т е кубичнаго корня изъ любой си
стематической дроби сводится къ извлеченію кубичнаго корня 
изъ цѣлаго числа и к ъ дѣленію на степень основанія системы. 
Если в ь нашей области чиселъ не существуешь корня кубичнаго 
изъ Л или изъ Ад, или изъ Ад2, то то же самое можно ска
зать и о У а.. Но в ь такомъ случаѣ, совершенно подобно тому, 
к а к ъ и при извлеченіи квадратнаго корня, мы можемъ, выбравъ 
произвольное цѣлое число ѵ, всегда найти двѣ систематически 

дроби -., и г~-г- такт,, чтобы )3 < а < (~И)8,
 Для этой 

цѣли достаточно способомь, указаннымъ въ § 10 G, гл. I , опре
делить цѣлое число s т акъ , чтобы 

s 3 (ï<(£-\- I ) 3 , 

гдѣ (г есть наибольшее цѣлое число, содержащееся въ произве
ден™ a-gz'\ 

Уже въ главѣ I I , § 5 С, (111), стр. 105—106, мы указали, 
в ь какомъ смыслѣ и на основаніи какихъ соображоній мы имѣ-
емъ право замѣнить несуществующей въ области нашихъ чиселъ 
корень любой степени изъ цѣлаго или дробнаго числа нѣкоторою 
дробью. Къ этому слѣдуетъ добавить, что съ этой цѣлью обык-
новенно выбираютъ систематическія дроои - ѵ и —^г~' разность 

между которыми, подборомъ значенія ѵ можетъ быть сделана 
сколь угодно малой. 

G. Логариѳмированіе. 

Къ тому, что сказано о логариомахь въ области дробныхъ 
чиселъ (см. § 5 D, гл. I I , стр. 106) намъ слѣдуетъ добавить только, 
что к а к ъ логариѳмы, такъ и дроби, замѣняющія логариѳмы не-
существующіе въ нашей области чиселъ, принято писать исклю
чительно въ формѣ систематическихъ дробей. 
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§ 4. Преобразованіе простой дроби въ систематическую 
дробь. 

Т а к ъ - к а к ъ , согласно § 1, гл. I I , стр. 83, каждую простую 

дробь : ?- можно разсматривать, к а к ъ результатъ дѣленія z \ п, то 

и обращеніе дроби j въ систематическую съ основаніемъ g, есть 

не что иное, какъ изображеніе частнаго двухъ цѣлыхъ чиселъ 
въ видѣ систематической дроби (см. § 3 D, стр. 114 и д.). Мы 
видѣли уже раньше, что для случая, когда z и п числа взаимно 
простыя (а это мы, очевидно, всегда имѣемъ право предполагать 
съ самаго начала) , такое представленіе возможно тогда и только 
тогда, если п не содержитъ множителей, не заключающихся въ g; 
для полученія самой систематической дроби нами уже указанъ 
способъ дѣленія на стр. 115. ІІослѣдній способъ примѣнимъ и въ 
томъ случаѣ, если только что указанное требованіе для и не вы
полнено. Противорѣчіе, на которое какъ-будто мы наталкиваемся 
въ томъ случав , когда п содержитъ первоначальные множители, 
отличные отъ множителей g, падаетъ въ силу того, что при 
этомъ условіи дѣленіе не можетъ закончиться, сколько-бы разъ 
мы не приписывали нули к ъ остаткамъ. Чисто формальное при-
мѣненіе нашего алгориѳма должно привести къ выраженію слѣ-
дующаго вида: 

п Л- 'h. 4 - 5 i _L (ІЗ _ і _ 
Чо~Г ff I ß ~т~ \ß I • •> 

которое никогда не заканчивается, а, наоборотъ, к ъ которому 
нужно присоединять все новые члены, сколько бы ихъ уже ни 
было написано. Если такой символъ, вообще говоря, можетъ 
И М Е Т Ь смыслъ, то каковъ этотъ послѣдній? Ясно, что онъ не пред
ставляешь изъ себя суммы въ томъ смыслѣ, к акъ она опрѳдѣлена 
раньше, такъ какъ до сихъ поръ въ понятіи суммы конечное 
число слагаемыхъ имѣло существенное значеніе; если же число 
слагаемыхъ становилось такъ велико, что мы не могли ихъ, бла
годаря нашей ограниченной способности представленія, соеди
нить коллективно въ одно цѣлое однимъ мыслительнымъ актомъ, 
то всегда было возможно, образованіемъ частныхъ суммъ и по-
степеннымъ ихъ соединеніемъ, прійти къ понятію полной суммы. 
Но и это отпадаешь, если приходится прибавлять все новыя и но-
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выя слагаемый, сколько бы ихъ раньше ни было соединено въ 
одну сумму, или если, к а к ъ это принято говорить, число сла
гаемыхъ безконечно велико. Для выясненія того, возможно ли и 
въ этомъ случаѣ придать символу, являющемуся въ видѣ суммы 

% ~Ь -fj 4 " f + f ~Ь ' ' ' опредѣленное значеніе, необходимо болѣе 
подробно разсмотрѣть значенія чиселъ qv rj2, qs-• • Эти числа 
получились (стр. 116—117), какъ частныя отъ дѣленія г 0 г / , ггд, 
r2g и т. д. на и, и, такимъ образомъ, имѣютъ мѣсто слѣдующія 
равенства: 

»"of/= " ï i + 

» 2 ^ = « ï 3 + »s, 

, при чемъ 

для любого значенія ѵ имѣемъ: 

о - - 7 , -:.'/, 
• 0 < r v < w . 

Такъ какъ остатки гч могутъ имѣть только (и — 1) значе
ние, а именно 1, 2, 3 - - - г а — 1 , то невозможно, чтобы оказа
лось болѣе (п—Г) первыхъ различныхъ между собой остатковъ 
r0, „; иапротивъ, въ крайнемъ случаѣ, w-ый остатокъ 
долженъ быть г.авенъ одному изъ предшествующихъ. Пусть г, 
означаетъ первый остатокъ, который повторяется, и r s + l ближай-
шій ему равный. Такъ к а к ъ для всѣхъ значеній ѵ, остаткомъ гч 

однозначно опредѣляются числа q4 + l и г ѵ + 1 , то изъ 

слѣдуетъ, что 

1- &,+!+! = ï„+i и l a . / - s + 1 + f = r , + ] , 

а изъ 1 a слѣдуетъ также, что и 

2. qa+2+t = qa+2 и 2а . » ' s + 2 + ( = r s + 2 . 

Вообще будемъ имѣть: 

2»+»+е = &+.. и rs+<,H — rs+o 

при всѣхъ цѣлыхъ значеніяхъ а. 
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Начиная съ каждые два числа равны между собой, если 
ихъ индексы отличаются одинъ отъ другого на і, поэтому: 

T .-e. въ СИМВОЛЕ q0, q1q2q3 • • •, полученномъ изъ дроби -~ при по

мощи дѣленія, начиная съ qs, постоянно повторяется группа цыфръ 

2и іЪ+2' ' А + о которая въ этомъ случаѣ называется п е -
р і о д о м ъ разложенія. Получаемое выраженіе, если его напи
сать болѣе подробно, имѣетъ видъ 

{/^r r(J, r^.+rr T y + j - r ^ + i + r r T ( ^ B T J I + 1 + Ä T V + 

гдѣ для сокращенія введены обозначенія: 

ДЛЯ q1f/,-1 + Ü2ff'~S-\ N . - 1 / 7 + ? , . 

ö ( ДЛЯ ! / » + і # ' - 1 + ?«+2. г/'~'Ч h « . + t - l / 7 + 

V/ Ѵ( fA 
Числа , ,і — - > ——, • • • имѣютъ ту особенность, что въ 

// .</ .'/ 
такомъ норядкѣ, к акъ они записаны, каждое послѣдующее обра-

1 
зуется изъ предыдущаго умноженіемъ на правильную дробь — ; 

(I 
следовательно, они образуютъ геомстрическій рядъ (см. § 7 I ) , 

Qt 
ѵл. 1, прибавленіе стр. 32), въ которомъ первый членъ равенъ — 

1 
а знаменатель - • 

.'/ 
Такимъ образомъ, нашъ вопросъ о смыслѣ символа, получен-

наго при логариѳмѣ дѣленія, сводится к ъ вопросу о существова-
ніи и смыслѣ суммы геометрнческаго ряда, знаменатель котораго 
с есть правильная дробь, а число членовъ безконечно велико. 

Сумма $п, п первыхъ членовъ геометрнческаго ряда 
«, аг, «е-, • • •, ас ;Н—1 
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по § 7 D. доб. гл. I , равна 

Если образовывать сумму слѣдующимъ образомъ: к ъ первому 
члену прибавить второй, къ суммѣ э тихъ—трет ій , къ найденной 
суммѣ четвертый и т. д., то ясно, что чѣмъ больше мы при-
соединимъ членовъ, тѣмъ большую сумму получимъ, т.-е. чѣмъ 
большія значенія придадимъ п, тѣмъ больше будетъ и sn. А, 
такъ какъ для всѣхъ значеній n 

1 — с» < 1, 

то и для всѣхъ значеній п имѣетъ М Е С Т О : 

т . - е . , е с л и , для образованія суммы брать все большее а 
большее число членовъ, то sn, хотя и будетъ все увеличи
ваться, но никогда не достигнете значенія опредѣленнаго числа 

" _ А 

Такъ к а к ъ е < 4 , то можно на основаніи § 5 А, гл. I I 
(стр. 96), при достаточно большомъ п, сдѣлать степень с , а 
следовательно, и п р о и з в е д е т е а"-А произвольно малымъ, или 
выражаясь точнѣе: если дано произвольно малое число о, то 
всегда можно найти такое число ѵ, что при всѣхъ -значеніяхь 
«Э=гѵ будетъ имѣть мѣсто: 

еп<-|- или А-еп<іЪ 

слѣдовательно, sn подавно меньше А и отличается отъ него 
меньше, чѣмъ на произвольно малое число 5. Обычно это вы-
ражаютъ т а к ъ : sn, п р и у с л о в і и н е о г р а н и ч е н н а г о в о з -
р а с т а н і я п, п р и б л и ж а е т с я к ъ п р . е д ѣ л ь н о м у з н а ч е 
н и е И Л И к ъ п р е д ѣ л у А, (никогда его при этомъ не достигая) 
и пишутъ 

l i m 8п = А. 

Такъ какъ для всѣхъ значеній п, которыя 

А - е < 8 я < А , 
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то и sni и sni въ случаѣ, если, Wj^v, а также и 2 5 г ѵ не мо-
гутъ отличаться другъ отъ друга больше, чѣмъ на 5. 

Только что приведенныя соображенія мы, прежде всего, 

разъяснимъ на простомъ примѣрѣ. Дроби ^ = 1 , 2~з> ' " ' 

числители которыхъ суть 1, а знаменатели представляютъ изъ 
себя послѣдовательныя степени 2-хъ, образуютъ геометрическій 

рядъ съ первымъ членомъ, равнымъ 1 и знаменателемъ ~ - По

этому для такого ряда: 

Если станемъ выполнять сложенія, складывая послѣдог.ателыіо 

] + 2 ' ЗатѢмЪ 1 + 2 + І2' з а т ѣ м ъ 1 + 2 + 5 2 + 23 И Т - Д і ' Т 0 ' 

очевидно, при каждомъ сложеніи сумма становится больше, а 
найденное выраженіе для sn показываетъ, что сумма будетъ 
меньше числа 2, изъ сколькихъ бы членовъ мы ни составляли 
наши суммы. 

Если Ъ данное произвольно малое число, то цѣлое число ѵ 
опредѣляемъ т а к ъ , чтобы 

1 - і - ѵ > г -

Тогда для. всѣхъ значеній и ^г: ѵ 

следовательно, т акъ какъ 

(] + ] ) » > 1 - f » (§ 7 С, гл. I , ( I I I ) стр. 31), 
то 

о 

^ о 

И 

U n < l (гл. I I , S 2, стр. 89). 

• »(І-Г<«-
Для каждаго значенія п, большаго, чѣмъ напередъ заданное 

число V (или даже для »» = ѵ), сумма sn, хотя и меньше 2-хъ, 
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но отличается отъ 2-хъ менѣе , чѣмъ на произвольно малое 
напередъ выбранное число 5; следовательно, согласно только 
что введенному обозначенію, для нашего геометрическаго ряда 
имѣемъ право написать: l i m sn~2. 

П = X 
Если снова обратиться к ъ изслѣдованію п р о и з в о л ь н а я геоме

трическаго ряда со знаменателемъ <^ 1 и безконечнымъ числомъ 
членовъ, то ясно, что, хотя всѣ члены сложить нельзя, 
но всѣ суммы любого опредѣленнаго числа членовъ, превосхо
д я щ а я извѣстное значеніе ѵ, отличаются отъ напередъ задан
н а я предѣльнаго значенія А=-^^- на тѣмъ меньшую вели
чину, чѣмъ большее число членовъ мы беремъ для образованія 
суммы послѣднее обстоятельство даетъ намъ право и воз
можность въ случаѣ геометрическаго ряда (полагая всегда зна
менатель 1), съ безконечно болыпимъ числомъ членовъ, для 
к о т о р а я , следовательно, понятіе суммы въ прежнемъ смысле 
неприменимо, о п р е д е л и т ь , к а к ъ с у м м у , э т о о д н о 
з н а ч н о характеризуемое предельное значеніе А — ; к ъ 

этому значенію сумма п первыхъ членовъ приближается все бо
л е е и более по мере возрастанія числа п. 

Само собою ясно, что для новыхъ суммъ, понимаемыхъ въ 
указанномъ смысле, нельзя непосредственно применять предло-
женія, доказанныя р а н е е для обыкновенныхъ суммъ. Въданномъ 
случае каждое предложеніе требуетъ о с о б а я изследованія его 
применимости. Пока мы укажемъ только на следующее предло-
женіе, которымъ придется пользоваться въ ближайшемъ буду-
щемъ, и которое справедливо и для безконечнаго геометриче
скаго ряда со знаменателемъ < 1, а именно: „чтобы умножить 
(разделить) сумму на число, следуетъ каждое слагаемое умно
жить (разделить) на это число" . Это предложеніе непосредственно 
вытекаетъ изъ следующихъ двухъ равенствъ: 

а -4- ас. -f- ае2 - { - • • • - j - до безк. = j ™ -

1) Такъ, напримѣръ, всѣ суммы, которыя можно составить изъ членовъ 
1 1 1 . • 

ряда 1 - г - - й " + " г + " 5 " + - " ) 1 1 который содержать не менѣе ста первыхъ Z 4 о 
членовъ, отличаются отъ числа 2. a слѣдопательно также и другъ отъ друга 
менѣе, чѣмъ на дробь, числитель которой 1, а знаменатель есть число въ 
30 цыфръ. 
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ab -)- abc -(- abc2 —|- • - • -J— до безк. — • 

І)тимъ самы.мъ опредѣлено значеніо и символа, даннаго въ 
видѣ суммы безконечнаго числа слагаемыхъ и имѣющаго видь : 

Qt Qt Qi 
-----, А -- - j тг - ( - • • • до безкон. 

Согласно опредѣленію. установленному для суммы геометри
ческого ряда съ безконечнымъ числомъ членовъ, мы должны 
подъ данной суммой понимать число: 

и, такимъ образомъ, безконечная сумма 

% 4 7 ; + ~ t 4 , ; + • • • 4 До безкон. 

имѣетъ слѣдующее опредѣленное значеніе: < Z o 4 p H — ^ ^ ~ 4 у , > 

которое для краткости будемъ въ дальнѣйшемъ обозначать че
резъ Р . Самую сумму, понимаемую въ болѣе широкомъ смыслѣ, 
называютъ также систематической дробью и притомь „безко-
нечной" систематической дробью въ отличіе отъ исключительно 
разсматривавшихся ранѣе „конечныхъ" систематическихъ дробей. 
Такъ к а к ъ , начиная съ цыфры qs, группа цыфръ qs+1 qs+2- • -qe+l 

постоянно повторяется, то такую дробь называютъ періодической 
систематической дробью, знаки q t + l • • • qs+t называются періо-
домъ, а знаки ql - • -qs, которые не повторяются, „предперіодомъ". 
Безконечная систематическая періодическая дробь пишется со
кращенно такъ : 

гдѣ цыфры, находящіяся подъ чертой, представляютъ періодъ. 
Если .s = 0 и, следовательно, „предперіодъ" отпадаетъ, а 

періодь начинается непосредственно послѣ запятой, то дробь 
называется чистой періодической систематической дробью; если 
s^>0, а, слѣдовательно, предперіодъ существуетъ, то дробь 
называется смѣшанной неріодической. 
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Безконечную періодическую систематическую дробь: 

2o, <lx<h - • -9X+Î- • •?«+(• • • 
мы получили, распространивъ чисто формальиымъ образомъ спо-
собъ дѣленія, указанный для обращенія дроби -~- въ конечную 

систематическую при томъ условіи, что п не содержитъ перво-
начальныхъ множителей, отличныхъ отъ множителей </, и на 
тотъ случай, когда послѣднее условіе не выполнено. Теперь 
намъ остается доказать, что въ этомъ случаѣ только что опре
деленное для безконечной періодической систематической дроби 

значеніе Р и на. самомъ дѣлѣ равно дроби изъ которой мы 

исходили. 

Если дѣленіе прервать на ѵ-томъ періодѣ, то получимъ (ср. 
стр. 116): 

i ) Символом* \a — обозначается абсолютное значеніе a — h: онъ дол
ж е н * означить, 

а — Ъ, если а > Ъ 

Ь — а » а < Ь 

и о » а ~ Ъ. 
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Это равенство справедливо при всѣхъ цѣлыхъ значеніяхъ ѵ. Если 
черезъ 5 обозначить произвольно малое число, то ѵ всегда можно 
выбрать столь большимъ, чтобы 

и 
2. Л ѵ < г , (гл. I I , § Г) А, стр. 96), 

а, следовательно, и 

| Р - ~ - | < 2 . 
I « I 

Р такъ же, какъ и - не зависитъ отъ ѵ, т . - е . , они имѣютъ 

всегда одно и то же опредѣленное значеніе, независимо отъ того, 
каково значеніе ѵ; следовательно, это же справедливо и для 

Р — - - • Такая постоянная разность можетъ быть меньше любой 
I п\ 

напередъ заданной произвольно малой величины лишь въ томъ 
случае , если эта разность равна нулю. Отсюда следуетъ , что на 
самомъ д е л е Р = — • 

п 
Что касается действій надъ безконечными періодическими 

систематическими дробями, то мы укажемъ на замечанія , сде
ланный относительно геометрическаго ряда на стр. 125. Изъ 
даннаго тамъ предложенія непосредственно вытекаетъ, что и без-
конечную систематическую періодическую дробь можно умножить 
(разделить) на степень основанія системы, т . -е . на </*, для чего 
следуетъ каждый десятичный знакъ умножить на это число, 
а при сокращенномъ письме перенести запятую вправо (влево) 
черезъ а знаковъ. Въ равенстве 

%, <7г • • Ь /fls+i • • • ?,+,•••=ïo + % + jfffîZT) 

уже решена задача обь обращеніи безконечной систематической 
иеріодической дроби въ простую. Чтобы получить болве удобную 
формулировку правила этого обращенія, предполагаемъ, что систе
матическая дробь не имвѳтъ целой части и различаемъ здесь 
два случая: 

1. Систематическая дробь является чистой періодической, а 
следовательно s = ü. Тогда получимъ: 
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т.-е . каждая чистая періодическая систематическая дробь равна 
такой простой дроби, числитель которой равенъ періоду напи
санному въ видѣ с и с т е м а т и ч е с к а я числа, а знаменатель есть 
систематическое число, каждая цыфра к о т о р а я рав.на g—1. 
Число этихъ цыфръ равно числу цыфръ періода. Напр . , для 
г / = 1 0 

0 / 3 2 4 . . . = 324 12 
V , — 999 37 

Такъ к а к ъ 

Qi = Ъ+і • Я1~3 + 9s+2 • if-- Л V a.+i-i • ff H-
Для т = 1 , 2,...I) 

и 

ff - 1 = 0/ — 1 + (и - I)//'-2 Л h (ff — 1V/ + (ff - I ), 
то всегда 

Знакъ равенства можетъ имѣть мѣсто лишь въ томъ случаѣ, 
когда 

1s+\ = ls+2 = • • • = = <L+t = !) — 1 ' 

слѣдовательно, только въ томъ случаѣ, если періодъ состоитъ 

изъ цыфры g — 1. Въ этомъ случаѣ значеніе r / r z y періодической 

систематической дроби равно 1, а во всякомъ другомъ случаѣ 
оно меньше 1. 

2. Періодическая дробь смѣшанная. Тогда имѣемъ: 

°. Ыг • • • Q. /(1,+і<1»+2 • • • Vs+t • • • = ^ t J T ^ — » 

Ял' +Qi = Ы2 • • • • • • ?,+,> 

Q. = Ma- • '
 (ls ' 

Чтобы составить числитель этой дроби, слѣдуетъ написать въ 
видѣ с и с т е м а т и ч е с к а я ч и с л а - цыфры предперіода и перваго 
періода не измѣняя ихъ порядка и вычесть затѣмъ предперіодъ, 
разсматривая его, к а к ъ систематическое число. Знаменатель есть 
систематическое число, содержащее цыфру g—1 столько разъ , 
сколько цыфръ въ періодѣ, и за нею столько нулей, сколько 
цыфръ въ предперіодѣ. 

Напримѣръ при # = 10 имѣемъ: 

О 24 ТАЯ „ 2 3 148—23 23 125 25_ 
99 900 " 99 900" ІоѴ 
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Въ частномъ случаѣ, если періодъ состоитъ изъ g — 1 
цыфры, то 

Q, = ff-l, i 

и 

= 0, q,q0_- • -tL |- 1). 

Слѣдователыю, ш> этомъ случаѣ значеніе безконечной періоди-
ческой систематической дроби равно значенію такой^ конечной 
систематической дроби, которую получимъ, отбросивъ періодъ 
и увеличивъ на единицу послѣднюю • цыфру предперіода. Для 
/у = 10 имѣемъ: 

2, 357 Г§. • - = 2,358. 

Если оборвать какую-либо систематическую періодическую 
дробь на знакѣ q , при чемъ безразлично, принадлежитъ ли qrj 

к ъ цыфрамъ предперіода или періода, то прежде всего ясно, что 
значеніе Р безконечной систематической дроби больше, чѣмъ ко
нечная систематическая дробь Pr — q0, q^q2qz---qa- Съ другой сто
роны, легко показать , что сумма безконечнаго числа отброшенныхъ 
десятичныхъ знаковъ меньше, чѣмъ единица послѣдняго удер-
жаннаго десятичнаго знака . 

Съ этой цѣлью данную систематическую дробь сравнимъ съ 
другой дробью Р ' , у которой первые р десятичныхъ знаковъ совпа-
даютъ съ данной, а всѣ остальные представляютъ цьк()ру (д—1), 
слѣдовательно, ея значеніе таково: 

= î r • -ffp-i-CffpH- 1) 

Если q3+1 въ дроби Р означаетъ первую изъ слѣдующихъ за q 
цыфръ, съ которой начинается періодъ, то можно Р представить 
состоящимъ изъ конечной части д0, qYq2- • -qr q,j+1-•-q^ и без
конечной 

и, соответственно съ этимъ, Р' 

(z десятичныхъ знаковъ) 
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гд'і? Q't получается изъ Q, замѣной каждой цыфры періода че
резъ g—1. Теперь имѣемъ 

(г д.ееятнчныхъ знаковъ) 

И 

1 • ïo» rh • • • '1/1;Лі• • • <L!=k%, <h • • • ( ф — 1) • • • • ( * / — 1) 

такъ какъ оба геометрическіе ряда имѣютъ одинъ тотъ же 
знаменатель, а первый членъ 1-го ряда меньше, чѣмъ 1-ый 
членъ 2-го ряда; следовательно, 

Р < Р ' , 

а поэтому и на самомъ дѣлѣ 

Р , < Р < Р , + Л -

Изъ этихъ неравенствъ мы прежде всего можемъ сдѣлать 
такое заключеніе: д в ѣ с и с т е м а т и ч е с к і я б е з к о н е ч н ы я 
п е р і о д и ч е с к і я д р о б и т о л ь к о т о г д а м о г у т ъ б ы т ь 
д р у г ъ д р у г у р а в н ы , е с л и д е с я т и ч н ы е з н а к и о д н о й 
с о в н а д а ю т ъ с ъ с о о т в е т с т в е н н ы м и з н а к а м и д р у 
г о й , за исключеніемъ того случая, когда періодъ одной со-
стоитъ лишь изъ цыфръ («7 — 1). 

Пусть въ двухъ безконечныхъ систематическихъ дробяхъ 

i" = q0, (h<]2- • -Q/tf+i-- • 

целыя числа и р первыхъ десятичныхъ знаковъ соответственно 
равны между собой, а 

Тогда будемъ И М Е Т Ь 

гдЬ P'p+j означаеть конечную систематическую дробь 

а, следовательно, и 

но такъ какъ 

К. Ферберъ. Ариѳметика. .10 
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Т О И 

Р ' > Р . 

Двѣ безконечныя систематическія дроби оказываются нерав
ными другъ другу, если только онѣ отличаются одна отъ другой 
хотя бы одной цыфрой; и большее значеніе имѣетъ та дробь, у 
которой больше первая разнящаяся цыфра. Это предложеніе не 
имѣетъ мѣста для того случая, когда періодъ одной изъ двухъ 
систематическихъ дробей состоитъ изъ цыфры (g—1). Т а к ъ , 
напримѣръ, для д= 10 имѣемъ: 

о . г зб ' э^о . г зб 'б" . • • 

Это исключеніе намъ нѣтъ необходимости разематривать болѣе 
подробно, если только каждую систематическую дробь съ періо-
домъ (д—1) замѣнять ей равной конечной систематической дробью; 
и тогда изъ послѣдняго предложенія можно будетъ сдѣлать 
заключеніе, что обыкновенную дробь можно только единетвен-
нымъ образомъ обратить въ систематическую дробь съ даннымъ 
основаніемъ. 

Изъ неравенствъ: (стр. 131) 

Р , < Р < Р , + £ 

далѣе слѣдуетъ, что если данная простая дробь не равна какой-
либо конечной систематической дроби съ основаніемъ g, то все-
таки можно найти двѣ систематическая дроби, содержания по р 

знаковъ ^а именно Р р или P p - j - J r ) ' о т ъ которыхъ данная простая 

дробь отличается меньше чѣмъ на ~ 9 , т . -е . на такое число, ко
торое съ возрастаніемъ р можетъ быть сдѣлано произвольно ма-
лымъ. Эта возможность замѣнить любую простую дробь система
тической конечной вытекаетъ уже и изъ разсужденій, приведен-
ныхъ на стр. 116, а именно изъ равенства: 

п у у" у- у' п 
гдѣ г<^п. 

Если принять за основаніе 2, то для любой дроби ~ полу-

чимъ слѣдующее разложеше: q0-\ Ь і Ч 1—~> г д ѣ числа 



§ 4. Ilращніѵюаніс простои дроби /и, ст-темштческую дробь. \ ;}у 

(h> 4 v " ' ( L могутъ имѣть значеніе только 0 и 1; при этомъ до

пущенная ошибка будетъ меньше, чѣмъ 2 \ ; напримѣръ, 

1 1 1 1 

3 2 2 ^ 2 ! 2 6 

Такое представленіе дроби -~ позволяетъ воспользоваться имъ 

для одного геометрическаго приложенія. Такъ какъ каждый уголь 
при помощи циркуля и линейки дѣлится на 2 2 , 2 4 , 2 6 , и т. д. 
равныхъ частей, то написанное равенство даетъ приближенное 
построеніе для дѣленія угла на три равныя части. Если оборвать 

рядъ на членѣ ~ , то ошибка будетъ равна у - ^ г 

Что касается вопроса о правѣ замѣны обыкновенной или 
безконечной систематической дроби приближенно ей равной 
конечной систематической дробью, то мы сошлемся на тѣ раз-
сужденія (стр. J05 и 119), которыя приведены относительно за-
мѣцы корня и логариома дробью. Если требуется какія-либо 
безконечныя систематическія періодическія дроби соединить пу-
темъ элементарныхъ дѣйствій, то, выполнивъ эти дѣйствія надъ 
ихъ приближенными значеніями, данными въ видѣ конечныхъ 
систематическихъ дробей, мы можемъ полученнымь результа-
томъ въ томъ же смыслѣ замѣнить искомый; въ самомъ дѣлѣ, 
если обозначить черезъ Р 0 и Prj конечный систематически дроби, 
полученныя изъ безконечныхъ систематическихъ дробей Р и Р ' 
отбрасываніемъ десятичныхъ -знаковъ, слѣдующихъ за р-тымъ, и 
положить 

гдѣ 

то слѣдующія равенства 

ю* 
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указываютъ на то, что сумма, разность, произведете и частное 
двухъ безконечныхъ систематическихъ дробей отличаются отъ 
результатовъ тѣхъ же дѣйствій, выполненных!, надъ приближенно 
равными имъ конечными систематическими дробями, на число, 
которое при достаточно болыпомъ значеніи р можетъ быть сдѣ-
лано произвольно малымъ. Какія значенія надо придать р, чтобы 
ошибка не превышала заданнаго предѣла, мы подробно разсмо-
тримъ въ § 8 В этой главы. 

§ 5. Соотношеніе между длиной періода періодической си
стематической дроби и знаменателемъ той простой дроби, 

изъ которой она получается. 

Подъ „длиной" или „величиной" періода (у Г а у с с а „mag-
nitndo") разумѣютъ число цыфръ, изъ которыхъ этотъ періодъ 
состоять , т .-е. то число, которое въ § 4 мы обозначали буквой t. 

Для того, чтобы дробь ~ , числитель и знаменатель которой 

освобождены отъ общихъ дѣлителей, дала періодическую систе
матическую дробь, достаточно и необходимо, чтобы знаменатель 
п имѣлъ такіе первоначальные множители, которые не встрѣ-
чаются въ основаніи g (§ 3, стр. 115; § 4, стр. 120). 

Тотъ случай, когда п содержитъ какъ множители, встрѣ-
чающіеся въ основаніи g, т акъ и множители, въ немъ не со
держащееся, легко сводится къ случаю, когда знаменатель не 
имѣетъ простыхъ множителей общихъ съ д. 

Пусть 
и = у ѵ , 

гдѣ у ость произведение тѣхъ простыхъ чиселъ, которые содер
жатся и въ g, а V и g числа взаимно простыя. 

Обозначимъ черезъ а низшую степень д, дѣлящуюся на у и 
Ѵ = у'-у- Предположивъ теперь, что е<^п и простое съ п, по
лу чимъ 

,~ z • Y 

п у" • V 

Пусть дѣленіе $-f на ѵ даетъ частное ' q и остатокъ г 0 , 
т акъ что 
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гдѣ q означаешь или 0 или цѣлое число, которое, въ силу 
£ < > , меньше чѣмъ и гдѣ • г ,

0 - < ѵ -
Такъ какъ п простое съ z, то и ѵ простое съ g; ѵ также 

простое съ у', такъ какъ у' содержитъ только такіе простые 
множители, которые входишь и въ д. Поэтому изъ послЬд-
няго равенства вытекаетъ, что и z0 и ѵ не имѣютъ ни одного 
общаго дѣлителя. Раздѣлимъ это равенство н а / f - v , и получимъ: 

L — 1м. 1 і ! -
— : I * ' ' 

II. (J () V 

т.-е. данную дробь '•- можно представить въ видѣ суммы конеч

ной систематической дроби (содержащей а десятичныхъ знаковъ) 

и (rj*)mii доли правильной дроби - 0 - , гдѣ знаменатель ѵ есть число 

простое съ числителемъ z0 и съ основаніемъ д. Поэтому намъ 
для изслѣдованія періода достаточно исходить отъ дроби послѣд-
няго вида, которую въ дальнѣйшемъ мы и будемъ обозначать че
резъ -^ . Способъ дѣленія, пользуясь которымъ, мы обращали 

въ систематическую дробь, приводилъ къ слѣдующимъ равен-
ствамъ (ср. § 3, стр. 115 и § 4, стр. 121). 

* = «ïo + ro» 
ro!j = nq1 - f 
>\!/ = Що Г 2 ' 

r2g = nq3-\-r3 и т. д. 

Такъ какъ теперь z<Cn, то изъ перваго равенства слѣдуетъ, 
ч т о д о = 0 и r0 = g. Остальныя равенства запишемъ въ видь сра-
вненій по модулю п (ср. гл. I , § 12 А, стр. 66): 

г і >*2 = ri<7; » ' з ^ г 2 # и т - Д- (мод. п). 

Если подставить значеніе г 0 въ первое сравненіе, значеніе і\ во 
второе сравненіе и т. д. , то получимъ: 

r0 — z; /•, ~: гд, r2~zg2. r3 = zg3 и т. д. (мод. п). -

Иолучающіе при нашемъ дѣленіи остатки »•„, г, , г 2 , / у - - , всѣ 
меньше п и представляютъ изъ себя наименыпіе вычеты чиселъ: 

zf, гц1, zf-, ЧГ и т. д. 
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по модулю п. Такъ к а к ъ , согласно нашему п р е д п о л о ж е н а , z и у 
числа простыя съ п, то то же самое можемъ сказать и про эти 
остатки. Число остатковъ, различныхъ между собой, не можетъ 
быть больше, чѣмъ '{<(«), гдѣ ц(п) имѣетъ, опредѣленное въ § 12 
В, гл. I значеніе. К а к ъ уже показано въ гл. I , § 12 С, среди 
остатковъ, получаемыхъ при дѣленія послѣдовательныхъ степе-
пей у, несомненно существуютъ отличные другъ отъ друга, 
именно тѣ, которые получаются при дѣленіи g0, д}, g2,---g' г, 
если g принадлежитъ къ показателю і по модулю п, т . -е . , если 
іяя степень g есть низшая изъ тѣхъ, для которыхъ g1^:: 1 (мод. п). 
Не трудно заметить , что при томъ же предположена относи
тельно і и остатки отъ дѣленія• zg°, zgl, zg2,- • -, zg*—1, a именно 
числа r 0 , r ] ; r2;---, r ( _ j , различны между собой, a т акъ к а к ъ 
zgt==zg° (мод. п), то rt = r0. 

Число t, опредѣленное въ § 4 (стр. 121 и 122), равно, сле
довательно, показателю t, къ которому принадлежитъ g по мо
дулю п, и введенное тамъ число s въ этомъ случаѣ имѣетъ 
значеніе 0, въ силу чего можно установить такое предложеніе: 

Е с л и п е с т ь ч и с л о в з а и м н о п р о с т о е с ъ ч и с л а м и 

z и g и е с л и п р и э т о м ъ z<^n, т о д р о б ь ~ р а в н а п р а 
в и л ь н о й ч и с т о й п е р і о д и ч е с к о й с и с т е м а т и ч е с к о й 
д р о б и с ъ о с н о в а н і е м ъ g, а д л и н а п е р і о д а э т о й 
д р о б и р а в н а п о к а з а т е л ю t, к ъ к о т о р о м у п р и н а д 
л е ж и т ъ g п о м о д у л ю п. 

Отсюда ясно, что длина періода не зависитъ отъ числителя 
дроби и одинакова для всѣхъ дробей съ равными знаменателями. 
Изъ разсужденій, приведенныхъ въ началѣ этого § (на стр. 134), 
въ то же время слѣдуетъ: если п содержитъ первоначальные 
множители, входящіе въ составъ g, а также , множители, не 
входящіе въ его составъ, если у, ѵ и a имѣютъ тѣ же значе-

нія, какъ и на стр. 134, то дробь ~ равна такой смѣшанной 

періодической систематической дроби, предпѳріодъ которой со
держитъ а цыфръ, a періодъ, начинающейся съ a -f- t -ой цифры, 
рнредѣляется множителемъ ѵ числа п, взаимно простымъ съ д. 

По § 12 С, главы I , показатель і равенъ либо cf(w), либо ка
кому-нибудь дѣлителю ъ(п). Если требуется определить длину 

періода систематической дроби, равной дроби ~ , не выполняя дѣ-

ленія s'.n, что при достаточно болыпомъ знаменатель весьма 
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затруднительно, то слѣдуетъ опредѣлить тотъ наименьшій дѣли-
тель t числа ц(п), для котораго у' 1 (мод. ».), а для этого не
обходимо составить наименьшее вычеты всѣхь степеней у, пока
затели которыхъ являются дѣлителями ц(п). Такимъ образомъ, 
для у — 10 при помощи слѣдующихъ сравненій 

получаемъ: для знаменателя 3 число дифръ періода 1, для зна
менателя 11 число цифръ періода 2, для знаменателей 7 и 13 
число цифръ періода 6. 

Задача особенно упрощается при помощи предложеній и мето-
довъ теоріи чиселъ г ) (болѣе подробное разсмотрѣніе которой 
не входитъ въ планъ нашей книги), въ томъ случаѣ, когда зна
менатель есть простое число р, и, слѣдовательно, t=p— 1, или 
одному изъ дѣлителей р—1. Болѣе подробное нзложеніе можно 
найти у J o s e p h M a y e r ' a „Ueber die Grösse der Periode eines 
unendlichen Decimalbrucb.es, Programm der Königlichen Studien
anstalt Burghausen für das Schuljahr 1887/88, München 1888", 
и y H . B o r k , „Periodische Decimalbrüche, Programmabhandlung 
des Prinz-Heinrich-Gymnasiums zu Berl in 1895". Добавленіемъ къ 
этой послѣдней работѣ служить таблица, вычисленная F. K e s s -
1 е г ' о м ъ и дающая длины періодовъ всѣхъ простыхъ чиселъ, 
меньшихъ 100000. Если знать длины періодовъ, соотвѣтству-
ющихъ какимъ либо простымъ числамъ, то легко опредѣлить, 
к а к ъ мы это сейчасъ покажемъ, длину періода для каждаго 
знаменателя, являющагося произведеніемъ любыхъ степеней этихъ 
простыхъ чиселъ. Пусть, напримѣръ, знаменателемъ будетъ сте
пень простого числа р, напр . , рт. 

Если і&я степень g есть наинизшая степень, для которой 
с / = 1 (мод. р), то возможно, что число д[—1 дѣлится не только 
на р, но и на какую-либо болѣе высокую степень р; пусть те
перь рѵ- есть наивысшая степень числа р, входящая въ составъ 

i) А именно, ученія о квадратичных*, кубичных*, биквадратичныхъ и т. д. вы
четах* съ одной стороны, и теоріи индексов*, съ другой стороны, (пользуясь 
таблицей индексов* въ томъ видѣ, какъ она имѣетея въ изданном* Jacobi въ 
1839 Г°ДУ Canon avithmeticus). 

101 1 

Ю т ^ З , 1 0 2 ^ = 2 , 10* В, 10 е 

101 П), п я - 1 

НИ 10, 1(Г->: .9, 10' 12, 10G 

(мод. 3), 

(мод. 7), 

(мод. 1 1 ), 

(мод. 13), 

http://Decimalbrucb.es
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числа (f— 1, такъ что для рѵ- и всѣхъ иизшихъ степеней числа р 
число g принадлежитъ к ъ показателю I; въ такомъ случаѣ мы 
можемъ утверждать, что g принадлежитъ къ показателю і-р'"- 'х 

по модулю рт, если m р.. По нашему п р е д п о л о ж е н а : 

,</'== 1-f-Äpn, 

гдѣ к означаетъ цѣлое число; вслѣдствіе этого 

(/21 = 1 _ j _ 2kpV- - f /-2р2Н-, 

Т а к ъ какъ 

2 j x ^ JJL-4- 1, 

то можно написать: 

g' = 1 -f- Ісрѵ- \ 
g2t = I.-f- 2hpv- I (мод. 
ry3' ^ 1 - f j 

Примѣняя способъ заключенія отъ и къ w - f - 1 (см. гл. І т 

§ 3 В, стр. 11) получаемъ непосредственно, что для каждаго ц ѣ -
лаго значенія п 

/у"' = 1 - j - nhpv- (мод. р^+1). 

Если сложить всѣ сравненія, полученныя изъ предыдущего за
меной il числами 0, 1, 2,-• р— 2, р—1, то найдемъ: 

1 + !? + !/2іH h</"~ 2 } i + oip-1)1 - l'y*P41 + 2-| [ -О — 2; +-

-\-(p— D) (мод. pv-+1), 

или на основаніи § 5 E, гл. I , доб. (стр. 25), 

1 + 2 + - - • + (р- 2) + (р- 1) = ' " - 2

Ь " ; 
слѣдовательно, 

1 4 - г Ж ^ ) 2 + " Ч С 9 0 ^ 2 + ( / / ^ - 1 = Р + ^ С 1 Ѵ + 1
 (мод. / ^ + 1 ) . 

Если исключить пока случай ^ = 2, который потомъ разсмо-

тримъ подробно, то ^ у — есть цѣлое число, и поэтому 

і + . 7 ' + С'/0Ч h(.^')" 2 -hС^ ' ) " - 1 = 7 > 4 - ' л , 

гдѣ / есть цѣлое число. 



§ о. Д.ита nepioda. періп&імеекті систематической дроби.. 139 

Такъ какъ p.-f-15?2, то лѣвая часть равенства дѣлится н а ^ , 
не дѣлясь п|)и этомъ на болѣе высокія степени р\ припоминая, 
что р* есть наивысшая степень, входящая въ составъ множите
лей числа (f—1, мы можемъ, основываясь на тождеств!;: 

( у1)» — 1 = (// — 1 )[(уу» - » + (//< И ЬУ' + 1 ] 

заключить, что число у'р—-1 дѣлится н а / ^ + ] , не дѣлясь при 
этомъ на болѣе высокія степени р. 

Если только что приведенное разсужденіе повторить съ за-
мѣной у' черезъ/ / ' ' ' , рѵ- черезъ р^+1 и черезъ / ^ + 2 , то прежде 
всего найдемъ, что сумма 

(уІР)Ѵ-Л _|_ (j,W)p-2 _| \r!ßlp _|_ 1 

дѣлится на р, не дѣлясь на болѣе высокую степень р; поль
зуясь теперь тождествомъ 

(//">)" — 1 = ( / / " ' — і ) [ ( Л " : - Ч ( . ' / " ) " " 4 Ь. ' /" '+ 1.1. 

заключаемъ, что рѵ-+2 есть высшая степень р, входящая въ со
ставъ числа д'р* — 1. 

Допустимъ, что такимъ же способомъ доказано, что у'р' — 1 
дѣлится на р^+', но не дѣлится на высшія степени числа р; тогда, 
повторяя тѣ же самыя разсужденія и замѣняя у1 черезъ у'р' и р? 
черезъ рѵ-+'', а также и рѵ-+1 черезъ рѵ-+',+ г, найдемъ, что 

+ \ — 1 дѣлится на не дѣлясь при этомъ на высшія 
степени числа р. 

Разность у'р' — 1 въ силу закона полной индукціи § 3 В, 
гл. I , стр. 11 обладаетъ, слѣдовательно, на самомъ дѣлѣ, выше-
указаннымъ свойствомъ для каждаго цѣлаго значенія ѵ. Если те
перь замѣнить V черезъ m — pi, то придемъ къ результату, что 
дірт-ѵ-—I дѣлится на рр+т-ѵ-=рт, не дѣлясь при этомъ на 
болѣе высокія степени р. 

Теперь остается только изслѣдовать, будетъ ли дъ>т-* низшей 
степенью д, которая сравнима съ единицей (мод. рт). Показатель в 
этой низшей степени долженъ съ одной стороны (см. гл. I , § 12 С, 
стр. 72) быть кратнымъ t или равнымъ ему, такъ какъ изъ 1 
(мод. рт), слѣдуетъ, что и де сравнимо съ 1 по модулю р. Съ 
другой стороны, на томъ же основаніи е должно быть дѣлителемъ 
i-pm-v-, следовательно, е необходимо должно имѣть видъ: t-pk, 
гдѣ О À m — р.; но мы раньше доказали, что //' -рх — 1 дѣлится 
п&р^+1, не д'Ьлясь при этомъ на высшія степени р. Если бы было 
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). < m — ц, а, следовательно, | i -f- /. < т, то <f — 1 = g1 • p l — 1 не 
могло бы дѣлиться на рт. 

Но въ виду того, что #"=1 ( м о д . ^ т ) , слѣдуетъ, что \ —т — JJL 
и e — t-pm"V-. Такимъ образомъ, мы можемъ формулировать сле
дующее нредложеніе: 

Е с л и // п р и н а д л е ж и т ъ к ъ п о к а з а т е л ю t п о п р о 
с т о м у м о д у л ю р ш е с л и g1—1 Д Е Л И Т С Я н а pv-, н е Д Е 

Л Я С Ь п р и э т о м ъ н а в ы с ш і я с т е п е н и р, т о g п о м о 
д у л ю рт п р и m 5 ; fx п р и н а д л е ж и т ъ къ п о к а з а т е л ю 
і-ры-р, а п р и п р и н а д л е ж и т ъ , р а з у м е е т с я , к ъ 
п о к а з а т е л ю t. 

Условіе того, чтобы g1—1, дѣлясь на pv-, не Д Е Л И Л О С Ь при 
этомъ на более высокую степень р, можно дать вь Н Е С К О Л Ь К О 

иномъ В И Д Е . Пусть -̂ - означаетъ любую правильную дробь со зна-

менателемъ р; тогда по § 4, стр. 128, имеемъ 

z Qt 
р д*—\' 

где Qt означаетъ періодъ, написанный въ виде систематиче
с к а я числа; отсюда 

* - ( . ? f - l ) = . p - G r 

Такъ какъ s не Д Е Л И Т С Я на простое число р, то изъ этого 
равенства следуетъ, что если есть высшая степень, входящая 
въ составъ числа g1—1, то Qt делится на р*—1, не делясь при 
этомъ на более высокую степень р. 

В ъ случае ,(/ = 10 почти В С Е изстѣдованныя простыя числа 
даютъ для JA значеніе 1 и поэтому десятичная дробь, равная 
обыкновенной дроби со знаменателемъ рт имЬетъ длину періода, 
равную і-р™—1. Н а п р и м е р ъ , число 10 для j 9 = l l принадлежитъ 
къ показателю 2; 102—1 = 3-3-11 делится на 11 и не де
лится на более высокую степень 11, и періодъ 09 не содер
ж и т е множителя 11. Для р = 1 и для ^ = 13 имеемъ < = 6 ; 
10е — 1 = З 3 - 7 • 11 • 13 • 37 делится на 7 и 13, не Д Е Л Я С Ь на бо
л е е высокія степени этихъ простыхъ чиселъ. 

Періодъ 142857, соответствующей дроби і , не содержите мно
жителя 7, періодъ 076923, соответствующей дроби т ' т > н е содер
ж и т е множителя 13 и т. д. Исключеніе составляете наименьшее 
простое нечетное число р = 3. Для этого модуля 10 принадле-
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житъ къ показателю 1, и lO 1 — 1 = 9 делится не только на 3, но 
и на З 2 , слѣдовательно, для р—?> Си / / = 1 0 ) ;л = 2 и длина пе-
ріода, соответствующая знаменателю З т равна З т ~ 2 . Въ качестве 
слѣдующаго исключенія при десятичномъ основаніи извѣстно 
лишь простое число 487, для котораго одного по Desmares t ' y 
(Théorie des nombres, Paris, 1852, стр. 295) изъ чиселъ первой 
тысячи, сверхъ числа 3, ц = 2; такимъ образомъ, періодъ дроби 
^ 7 и дроби -—-і имѣетъ 486 цыфръ. 

Если для // взять значеніе, отличное отъ 10, то, конечно, 
можно дать цѣлый рядъ меньшихъ простыхъ чиселъ, для кото
рыхъ и , ^ > 1 . Такъ напримѣръ, мы имѣемъ: 

1. Для / / = 18 и р = 7: 

следовательно, 18 по модулю 7 принадлежитъ к ъ показателю 3, и 

делится не только на 7, но и на 7 3 , такимъ образомъ, р. = 3, и въ 

системе съ основаніемъ 18 періоды дробей у , ~> ^ и м ѣ ю т ъ п о 

3 цыфры, a періоды дроби имѣютъ 3-7Х цыфръ. 

2. Для /7 = 3 и ^ = 11 имѣѳмъ: 

3! = 3, 3 2 = 9, 3 3 = 5, 3* = 4, 3 5 = 1 (мод. 11), 

следовательно, 3 принадлежитъ къ показателю 5 (мод. 11), и такъ 

к а к ъ З 5 — 1 = 2- П 2 , то и , = 2 . Періоды дробей + и ( ~ \ имѣютъ по-

1 
этому по о цыфръ, періодъ же дроби ^ = 7 j имеетъ 5 - 1 1 х ц и ф р ъ . Даль-

нѣйшіе примеры можно найти у А. H o l t z e , Über periodische 
Dezimalbrüche und ih r Analogon in anderen Zahlensystemen. Pro
gramm des Domgymnasiums zu Naumburg a. S., 1887. А также 
въ C r e l l es Journal, Bd. 3, стр. 301 u. Archiv für Math. u . 
Phys. (3) X I I I , стр. 107. 

При доказательстве предложенія, выведеннаго на стр. 140, мы 
отбросили случай р = 2. Этотъ случай не 'принимается во вни-
маніе при условіи: g равно десяти или какому-либо другому чет
ному числу, такъ какъ относительно р и // введено условіе, что 
они числа взаимно простыя. При нечетномъ значеніи //, конечно, 

18! = 4, 18 2 = 2, 18 s = 1 (мод. 7), 

183 — i = 73.17 

l 
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р можетъ быть положено равнымъ 2, и этотъ случай на самомъ 
дѣлѣ требуетъ особаго разсмотрѣнія. Результатъ будетъ разли-
ченъ, смотря по тому будетъ ли <і~Л или // '•> (мод. 4). 

Пусть будетъ 

1. // = 4у --1— 1, гдѣ у какое-либо цѣлое число: тогда 

(р : 1 (мод. 2). 
следовательно, 

/ = 1 , 
и 

Ф - 1 = 4у 

делится на 2'% гдѣ JJL ^ 2 . 

il2 — 1 = Uj — 1 )(// - f 1.) = 4y • 2 • (2 Y - f 1) 

делится 2'у+лу не Д Е Л Я С Ь на болѣе высокую степень двухъ. 

Далѣе имѣемъ: 

ф— 1 = 0 / 2 - 1 ) (fA-X). 

Такъ-какъ ф — 1 (мод. 4), следовательно, г/2 -4- 1 ~=2 (мод. 4), 
то у2 -f- 1, дѣлясь на 2, не дѣлится при этомъ на болѣе высокую 
степень двухъ, а, следовательно, <f—1 дѣлится на 2^+ 2, не де
лясь при этомъ на более высокую степень двухъ. Точно такъ же 
можно убедиться , что 

i f - 1 = ( < / * - 1) (<г/*+1), 

делясь на 2 ^ + 3 , не Д Е Л И Т С Я на более высокія степени двухъ, и 
вообще, что 2' и-+ ) есть высшая степень двухъ, которая входитъ въ 
составъ числа о2' — 1. Если положить теперь ). — т—-р., то со
вершенно такъ же, какъ на стр. 140, нредложеніе, высказанное 
тамъ для нечетныхъ чиселъ, окажется справедливымъ для слу
чая р = 2. 

Пусть 

2. 0 = 4у + 3, 

где у означаѳть какое-нибудь целое число. 

0і — 1 = 4у - f 2 

делится на 2, не делясь при этомъ на высшія степени 2-хъ 
Поэтому 

t = 1 и у.— 1, 
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Если г/ —J— 1 = 4 (у —[— I ) дѣлится на 2?, гдѣ р ^ 2 , но не д е 
лится на высшія степени двухъ, то въ составъ числа g2 — 1 —-
= ( . у — в х о д и т ъ 2? + 1 , но не входитъ высшей степени 
двухъ. Такъ какъ <ß— 1, а, следовательно, , ' / 2 , - j - 1 2 (мод. 4), то 
< у 2 + 1 дѣлится только на 2 1 , g* — 1 —-(g2 —- 1)(//2 + 1) на 2?+2, 
но не дѣлится на болѣе высокую степень двухъ. Продолжая раз-
суждать подобнымъ же образомъ, найдемъ, что g21—1 дѣлится на 
2? + ' , не дѣлясь при этомъ на высшія степени двухъ. Отсюда 
при /. = « * — р вытекаетъ предложение, аналогичное выведенному 
на стр. 140: если д=Ъ (мод. 4) и если д-\-\ дѣлится на 2?, 
но не дѣлится ни на какую высшую степень двухъ ( р 5 ? 2 ) , то 
знаменателю 2 соотвѣтствуетъ однозначный періодъ, знаменате-
лямъ 2 2 , 2 3 , • • • 2? + 1 двухзначный иеріодъ, а знаменателю' 2'", 
если » г ^ р - ( - 2 , періодъ, содержащій 2m~? цифръ. 

Перейдемъ теперь к ъ тому случаю, когда знаменатель п про
стой дроби, обращающейся въ систематическую, есть произведе
т е нѣсколькихъ взаимно простыхъ чиселъ пѵ п2,- • (см. 
стр. 138). 

Пусть g по модулю », принадлежитъ к ъ показателю і ѵ 

л .'/ n 1) '"'2 и я « ^2' 

Я Ü Я » Пч Я Я Я '( 

и ,'/ „ „ п = пх -п2- • - » ѵ принадлеж. къ ноказат. і 

Такъ к а к ъ изъ д'=і (мод. и) слѣдуетъ ѵ сравненій: 

.'/' I (мод. и,) , < / ( = 1 (мод. w 2),---g[* = l (мод. n v ) , 

то согласно § 12 С, гл. I , стр. 72, показатель і долженъ быть 
кратнымъ tv і2 и т. д. и tw, следовательно, онъ есть общее 
кратное чиселъ і ѵ і2,-•-t,,. Такъ какъ каждое общее кратное нѣ-
сколькихъ чиселъ есть вмѣстѣ съ тѣмъ и кратное ихъ общаго 
н а и м е н ь ш а я кратнаго (гл. I , § 11 В), то, следовательно, t ни въ 
коемъ случаѣ не можетъ быть меньше, чѣмъ общее наименьшее 
кратное чиселъ и, , п2,• '• -n.t. Если же выбрать і равнымъ такому 
наименьшему кратному, то д'—1 будетъ дѣлиться, какъ на п1 

такъ и п2,- • • и на пч\ а т акъ к а к ъ ю 1 5 п2 - • - « ѵ числа взаимно-
простыя, то по § 11 В, гл. I , г/ ' - 1 будетъ Д Е Л И Т Ь С Я и на п — 
= Wj -и 2 • • - » ѵ . Такимъ образомъ, мы можемъ высказать слѣдующее 
предложеніе. Ч и с л о і, к ъ к о т о р о м у п р и н а д л е ж и т ъ g 



144 Глава 111. Сѵетематичеѵкія. дроби. 

п о м о д у л ю п = п1 • п2 • • • nw, п р и ч е м ъ п1, п2, • • • n.t ч и с л а 
в з а и м н о п р о с т ы я , е с т ь о б щ е е н а и м е н ь ш е е к р а т -
н о е п о к а з а т е л е й tv і2, • • • <ѵ, к ъ к о т о р ы м ъ п р и н а д л е-
Ж И Т Ъ (/ П О М О Д У Л Я М Ъ » , , И 2 , - " И , . 

Условіе, что множители пг, п2 и т. д. пч числа взаимно про
стыя, несомнѣнно будетъ выполнено въ томъ случаѣ, если они 
являются степенями различныхъ простыхъ чиселъ. 

Примѣры (по десятичной системѣ). 

1. Знаменателю 7 соотвѣтствуетъ длина періода 6. Знамена
телю 11 длина періода 2, слѣдовательно, знаменателю 
77 длина періода 6. 

2. Длина періода, соотвѣтствующая знаменателю 369 = З 2 • 41 , 
есть общее наименьшее кратное 1 и 5, т . -е . 5. 

3. Длина нѳріода, соотвѣтствующая знаменателю 297 = 3 3 -1 І , 
есть общее наименьшее кратное 3 и 2, т .-е. 6 и т. д. 

До сихъ поръ мы разсматривали вопросъ о томъ, какая длина 
періода соотвѣтствуетъ данному знаменателю; но возможна и 
обратная задача, а именно, какой знаменатель п соотвѣтствуетъ 
систематической дроби съ заданной длиной періода Р. Другими 
словами, какія числа п являются дѣлителями </—1, не будучи въ 
то же время дѣлителями другого числа <f—1, если т есть цѣлое 
число, меньшее t. Ограничиваясь случаемъ ( / = 1 0 , на основании 
разложеній ] ) : 

Ю 1 — 1 = 3 2, 

Ю 2 — 1 = 32-11, 

10 3 — 1 = 3 3 -37, 

10* — 1 = 3 2 - 1 Ы 0 1 , 

Ю 5 — 1 = 32 .41-271, 

1) Ср. Bernoulli. Recherche sur les diviseurs de quelques nombres très 
grands compris dans la somme de la progression géométr ique . 

1 + 1 0 ' + 102-f . . . - f 1 0 T 

(Nouveaux mémoires de l 'Académie Royale de Berlin 1771. стр. 318); R e u s e h-
1 e. Neue zahlontheoretische Tabellen, Programm des Kö'nigl. Gymnasiums zu 
Stuttgart 1856, гдѣ номѣщено разложение на множителя числа .10"'— 1 для до
вольно большого числа значеній т, и В і с k m о г e, Nouvelles Annales (3) 
X V , стр. 222 — 227. 
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10« — 1 = 3 3- 7-11- 13-37, 

Ю 7 — 1 = 3 2- 239-4649, 

108 — 1 = 3 2- 11 •73-101 -137-

10» — 1 = 3*- 37-333667, 

10«> — 1 = 3 2 . • I I - 41 - 271 - 9091. 

10» — 1 = 3 2 •21649-513239, 

10 1 2 — 1 = 3 3 -7-11 -13-37-101-9901 и т. д. 

можемъ сдѣлать заключение, что періодъ будетъ: 
однозначный для знаменателей: 3, 9 (дѣлитѳли 1 0 1 — 1 ) , 
двузначный для знаменателей: 11, 33, 99 (дѣлители 10 2 — 1 ), 
трехзначный для знаменателей: 27, 37, 111, 333, 999 (дѣли-

тели 10 3 — 1), 
четырехзначный для знаменателей: 101, 303, 909, 1111, 3333, 

9999 (дѣлители 1 0 4 — 1), 
пятизначный для знаменателей: 41, 123, 271, 369, 813, 2439, 

11 111, 33 333, 99 999 (дѣлители ГО5 — 1 ) . 
шестизначный для знаменателей: 7, 13, 21 , 39, 63, 77, 91 , 117, 

143, 189, 231, 259, 273, 297, 351, 407, 429, 481, 693, 
777,819, 1001, 1221, 1287, 1443, 2079. 2331, 2457, 
2849, 3003,3367, 3663,3861, 4329,5291,6993, 8547, 

, 9009, 10 101, 10 989, 12 987, 15 873, 25 641, 27 027, 
30 303, 37 037, 47 619, 76 923, 90 909, 111 111, 
142 857, 333 333, 999 999 (дѣлители 1 0 6 — 1) г ) . 

§ 6. Чистыя періодическія дроби, получающіяся при обра
щена простыхъ дробей съ одинаковыми знаменателями и 

различными числителями. 

Остатки r 0 , r v r2, r3,---rt_17 которые мы получали, П Р И 

М Е Н Я Я дѣленіе (стр. 116 и 121) для обращенія простой дроби -• 

і) Знаменатели, дающіе періоды, отъ 1 до 6 цыфръ, приведены здѣсь пол
ностью, чтобы служить матѳріаломъ для задачъ (обращение простыхъ дробей 
въ систематическія). Знаменатели, которымъ соотвѣтствуютъ періоды отъ 7 
до 12 цифръ, легко получить изъ разложенія на множители чиселъ 10"—1 
до 1012—1, приведеннаго на стр. 144 и 145. Вышеприведенной таблицей, ко
торая даетъ показатели степеней, къ которымъ принадлежите 10 по отно-
шенію къ приведеннымъ въ ней числамъ, можно пользоваться также и для 
установленія признаковъ дѣлимости этихъ чиселъ. Ср. гл. I , § 12 D . 
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(гдѣ опять s <С п и п есть число взаимно простое съ z и </) въ 
періодическую систематическую дробь 0, rg1q2- были наи
меньшими вычетами чиселъ z, zu, zy-, zy3. • ••zy1-'1 по модулю n, 
и въ частности r0 = s. Если примѣнить тотъ же пріемъ къ дроби 

'--> то получимъ остатки rlt г2, г3,-•-г^, г 0 и частныя q2, q5, 

qi---qt, qt, т акъ какъ гч однозначно опредѣляетъ числа г ѵ ! і и 
(/„+!, а. следовательно, всѣ г и всѣ ̂  съ болѣе высокими инде
ксами; такимъ образомъ, получаемы 

- = о Л м з ? і - • ; М г • • • 

и 

и, наконецъ, 

Чтобы ПОЛУЧИТЬ ПерІОДЪ, СООТВѢТСТВуіОЩІЙ Д р о б я М Ъ > у і 

• • • ' ' t i

l - слѣдуетъ числа ql, q2, q3- • - q,, расположить по окруж
ности круга и проходить окружность въ одномъ и томъ же напра-
вленіи, начиная съ qv съ q2 и, наконецъ, начиная съ qt. На 
основании этого переходъ отъ одного періода к ъ другому назы
вается круговой перестановкой чиселъ qx, q2, q3>- • -qr Мы мо
жемъ поэтому высказать слѣдующее предложеніе: в с ѣ п е р і о -
д и ч е с к і я с и с т е м а т и ч е с к і я д р о б и , п е р і о д ы к о т о 
р ы х ъ о б р а з у ю т с я к р у г о в о й п е р е с т а н о в к о й и з ъ 

п е р і о д а д р о б и ~ р а в н ы п р о с т ы м ъ д р о б я м ъ , з н а м е 

н а т е л ь к о т о р ы х ъ е с т ь n, а ч и с л и т е л и н а и м е н ь ш і е 

в ы ч е т ы ч и с е л ъ : z, zy, zy2, • • • zy1-1 (мод. n). 

Согласно § 12, С (стр. 73, гл. I ) , I или равно ъ(п) или 
одному изъ дѣлителей tp(»); если t — y(ri), то наименыліе вычеты 
чиселъ z, zy4-, zy3- • -zy1-1 (мод. п) представляють изъ себя всѣ 
ш(п) числителей, меньшихъ, чѣмъ п и взаимно простыхъ съ 
нимъ. Такимъ образомъ, имѣемъ при / / = 1 0 , въ случаѣ знамена
теля 7, число i = Q; a затѣмъ круговой перестановкой можно 
получить изъ 

0,'142 857- • • = 4 
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всѣ дроби со знаменателемъ 7 и числителями меньшими 7; а 
именно: 

О, 428 57 f • • • = такъ какъ :і 1 1 ( ) ! (мод. 7), 

О, 285 71 1 • • • = | , „ „ 2 = 1 • 102 ( М 0 Д . 7 ) ) 

О, 8 5 7 І 4 2 • • • = | > „ „ f! 1 • 10 :! (мод. 7), 

О,'571 4 2 8 . . . = - . „ „ 4 - - 1 • 10 4 (мод. 7), 

О, 714 285 • • • = j , „ , 5 ~ 1 • 10 3 (мод. 7), 

Если і не равно <p(w), а равно дѣлителю '{.(и), то кромѣ на-
именьшихъ вычетовъ чиселъ" g, z<j, z<ß, • • -zg'--1, существуютъ 
еще другія числа, меньшія п и простыя съ нимъ. Если в' 

означаетъ одно изъ такихъ чиселъ, то дробь ~ даетъ періодъ, 

состоящій изъ / цыфръ, и изъ него получаются круговой пере
становкой періоды дробей, числителями которыхъ являются наи-
меньшіе вычеты чиселъ z'g, z'g*, - • -г'д1-1 г). 

Если и эти числители не исчерпываютъ еще всей совокупности 
чиселъ, меньшихъ п и простыхъ съ нимъ, и если число г" пред
ставляетъ одно изъ нихъ и притомъ отлично отъ встречавшихся 
раньше чиселъ, то опять соотвѣтствующій круговой перестановкой 

с" 
изъ періода дроби получатся периоды дробей, числители кото
рыхъ являются наименьшими вычетами чиселъ: z"g, z"g2,- • ' # V - 1 

и т. д. Такъ какъ каждые t числителей даютъ періоды, полу
чающееся другъ изъ друга круговой перестановкой, т о с у щ е -
с т в у е т ъ д л я с о в о к у п н о с т и в с ѣ х ъ н е с о к р а т и м ы х ъ 2 ) 
д р о б е й с о з н а м е н а т е л е м ъ и, в с е г о с у щ е с т в е н н о 

о т л и ч н ы х ъ д р у г ъ о т ъ д р у г а < - з н а ч н ы х ъ п е р і о д о в ъ . 
Такъ , напримѣръ, для знаменателя равнаго 39 имѣемъ 

<р (39) = <р(3) • ? (13-)—2 • 12 = 24. 

1) Что всѣ эти остатки отличны другъ отъ друга и отъ остатковъ чиселъ 
z, zg, zgl, . . . zg1"1 показано въ гл. I . § 12 С. 

2) Т.-е. такихъ. который нельзя путемъ сокращенія привести къ дробямъ 
съ меньшимъ знаменателемъ. 

К. Ферберъ. Арвѳметика. 11 
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Показатель t, къ которому принадлежишь 10 ло модулю 39, есть 

наименьшее общее кратное чиселъ 1 и 6, к ъ которымъ принад

лежитъ 10 по модулямъ 3 и 13, слѣдовательно, 1 = 6. Итакъ , 

24 дроби со знаменателемъ 39 и съ числителями взаимно про

стыми съ 39 даютъ, согласно этому, въ общемъ 2

ß

4 = 4 различ-

ныхъ шестизначныхъ періода. 

Циклъ 025 641 соотвѣтствуетъ числителямъ: 1, 10, 22, 25, 16, 4, 

„ 051 282 „ • „ 2, 20, 5, 11, 32, 8, 

., 948 717 „ „ 37, 19, 34, 28, 7, 31 , 

„ 974 358 „ „ 38, 29, 17, 14, 23, 35. 

Г а у с с ъ въ §§ 312 — 318 своихъ „Disquisitiones Arithmeticae" 
примѣнилъ результаты своихъ изслт;дованій по теоріи чиселъ к ъ 
обращенію простыхъ дробей въ десятичныя и далъ въ приложе-
ніяхъ къ „Disquist iones Arithmeticae" таблицу, содержащую пе-
ріоды всѣхъ дробей, знаменателями которыхъ являются простыя 
числа или ихъ степени, не превышающія 100. Во второмъ томѣ 
полнаго собранія сочиненій Г а у с с а (стр. 411 — 413) таблица 
доведена до тысячи, согласно ея продолженію, найденному въ 
бумагахъ Г а у с с а послѣ его смерти. Т а к ъ к а к ъ дробь (въ 
чемъ мы убѣдимся позднѣе *)) знаменатель которой есть про
и з в е д е т е нѣсколькихъ взаимно простыхъ чиселъ, всегда можетъ 
быть изображена въ видѣ суммы или разности дробей, знаме
нателями которыхъ служатъ отдѣльные сомножители, то таб
лица Г а у с с а можетъ служить для опредѣленія періода каждой 
дроби, знаменатель которой есть произведете к а к и х ъ - л и б о 
степеней простыхъ чиселъ, не превышающихъ 1000. Въ при-
ложеніи к ъ программѣ гимназіи въ Баденъ - Баденѣ за 1898 
годъ J. S a c h s далъ таблицу періодовъ для всѣхъ знаменателей 
до 250 2 ) . 

») Гл. V. § 4 D. 
2) Во второмъ отдѣлѣ этой программной работы помещены въ порядкѣ 

возрастанія разложенія въ десятичныя дроби съ 7 знаками всѣхъ дробей, и 
знаменатели которыхъ < 250. Эта программная р а б о т а въ 1908 году переиздана 
Т е й б н е р о м ъ подъ заглавіемъ: J . S a c h s T a f e l n z u m m a t h e m a t i -
s с h e и U n t e r r i c h t и содержитъ, кромѣ указанных* отдѣловъ, еще таб
лицу такъ называемыхъ «Пиоагоровыхъ чиселъ», таблицу раціональныхъ косо
угольных* треугольников* и таблицу квадратов* чиселъ до 10500. (Ред.). 
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§ 7. Симметричное строеніе нѣкоторыхъ періодовъ. 

Мы не будемъ подробно разематривать всѣхъ интересныхъ осо
бенностей систематическихъ періодическихъ дробей, т а к ъ к а к ъ 
это завело бы насъ слишкомъ далеко; мы остановимся лишь на 
одной изъ нихъ, бросающейся въ глаза уже во многихъ про
стыхъ примѣрахъ. Если показатель і, къ которому принадлежитъ 
g по модулю п, есть четное число 2т, то имѣемъ дробь (ко
торую снова предполагаемъ несократимой): 

ѵ~~ <У - 1 (<)' — 1) \у~ + \)' 

гдѣ для краткости положено: 

Л- = -f g2ff~2 H \-q. + q,, 

В = 1-Ал<)~'-л + (1-ЛііГ~'1 Л V Яг-, -ill + 'h-.-

Отсюда слѣдуетъ далѣе : 

и y-' — l 
И Л И 

<Г+\ . А + И 
г • А 

и g'—l 

Во всякомъ случаѣ, ~=~f тогда и только тогда можетъ быть 

цѣлымъ числомъ, если -?- і2 есть число цѣлое. Такъ какъ каж-
п 

дое изъ этихъ двухъ дѣлыхъ чиселъ А и В несомнѣнно меньше, 
чѣмъ g'—l (действительно, періодъ не можетъ состоять исклю
чительно изъ цыфръ g — 1, такъ к а к ъ въ этомъ случаѣ t было бы 
равно нечетному числу: единица), то A - f - В • < 2(д~—1). Слѣдо-

4 -4- /? 

вателыш, если дробь " т~_^ есть цѣлое число, то послѣднее мо

жетъ быть только 1, а отсюда слѣдуетъ : 
A+B = f - l , ' 

т . -е . А-\-В равно числу, состоящему изъ т цыфръ g—-1. Это 
возможно лишь въ томъ случаѣ, если одновременно удовлетво
ряются слѣдующія равенства: 
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'h + 9 ' т + і = . 0 — 1, 

? 2 + Ï T + 2 = . 9 — 

Такимъ образомъ, мы приходимъ къ выводу: 
Е с л и п о к а з а т е л ь I, к ъ к о т о р о м у п р и н а д л е ж и т ъ 

g п о м о д у л ю п, е с т ь ч и с л о ч е т н о е , и е с л и п р и 
э т о м ъ # * + 1 д ѣ л и т с я н а п, т о п е р і о д ъ к а ж д о й д р о б и , 
з н а м е н а т е л ь к о т о р о й р а в е н ъ и, а ч и с л и т е л ь ч и с л о 
п р о с т о е с ъ п, р а с п а д а е т с я н а д в ѣ ч а с т и , с о с т о 
я н и я и з ъ о д и н а к о в а г о ч и с л а ц ы ф р ъ * т а к и м ъ о б р а 
з о м ъ , ч т о с у м м а ц ы ф р ъ п е р в о й и в т о р о й ч а с т и , 
с т о я щ и х ъ н а с о о т в е т с т в е н н ы х ъ м ѣ с т а х ъ , р а в н а 
g—1. ( В ъ с л у ч а ѣ д е с я Т и ч н ы х ъ д р о б е й о н а , с л е 
д о в а т е л ь н о , р а в н а 9). 

Вмѣстѣ съ этимъ, для знаменателей п, удовлетворяющихъ 
условіямъ теоремы, имѣетъ мѣсто слѣдующее соотношеніе: 

такимъ образомъ, значеніе періодической систематической дроби 
будетъ: 

V ~ г/s 4-1 

Теперь остается только рѣшить вопросъ о томъ, въ какомъ 
случаѣ будетъ выполнено условіе: 

gl1 + 1 = 0 (мод. я)? 

1. Пусть п равно произвольному простому числу р, по отно-
шенію к ъ которому g принадлежитъ къ показателю t; т акъ к а к ъ 
согласно этому п р е д п о л о ж е н а , на р дѣлится - 1 , но не 
ді'—\, то изъ равенства 

- 1 = ( < / * ' - 1 X 0 * ' + 1 ) , 

слѣдуетъ, что # * ' + 1 должно дѣлиться на р. 

2. Пусть п—рт представляетъ изъ себя произвольную сте* 
пень нечетнаго простого числа. Если теперь д, по отношенію к ъ 
простому числу р, само принадлежитъ къ показателю t', то пока-
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затель t, к ъ которому принадлежите у по отношенію кърт имѣетъ 
форму t=l'p'-, гдѣ ). есть или нуль, или пѣлое число (§ 5, стр. 140): 
если же t должно быть числомъ четнымъ, то то же самое прихо
дится сказать и относительно і\ Теперь имѣемъ: 

^ _ 1 = ( ^ - _ 1 ) . ^ _ 1 _ 1 ) . 

Если бы первый множитель правой части дѣлился на р, то 
показатель it'p1 долженъ былъ бы быть кратнымъ числа і', и 
тогда мы имѣли бы 

і'р>- — 21'il, 

гдѣ р. означаете какое-либо цѣлое число, или 

У = 2р.. 

Такое равенство не можетъ имѣть мѣста, такъ к а к ъ число р, со
гласно предположенію, есть число нечетное. Следовательно, пер
вый множитель не дѣлится на р и поэтому второй уѴ + 1 дѣ-
лится на п=рт. 

С л е д о в а т е л ь н о , в ъ т о м ъ с л у ч а в , к о г д а з н а м е 
н а т е л ь п е с т ь п р о с т о е ч и с л о , и л и п р е д с т а в л я е т ъ 
л ю б у ю с т е п е н ь н е ч е т н а г о п р о с т о г о ч и с л а , п о 
о т н о ш е н і ю к ъ к о т о р о м у у п р и н а д л е ж и т ъ к ъ ч е т 
н о м у п о к а з т е л ю , в с е г д а и м ѣ е т ъ м ѣ с т о п р е д л о ж е -
H i e , в ы с к а з а н н о е н а стр. 150, т . - е . т а к о й з н а м е н а 
т е л ь ѣ д а е т ъ в с е г д а п е р і о д ъ , с о с т о я щ і й и з ъ д в у х ъ 
с и м м е т р и ч н ы х ъ п о л о в и н ъ . 

Т а к ъ , напримѣръ, въ десятичной системѣ 

~ = 0, '052 631 578 II 947 368 42Ï 

и сумма каждыхъ двухъ соотвѣтствующихъ цыфръ на самомъ 
дѣлѣ будетъ; 

0 + 9 = 9, 

5 + 4 = 9, 

2 + 7 = 9 и т. д.; 

= 0, 008 264 462 80 Л 991 735 537 19 

0 + 9 = 9, 

- 0 + 9 = 9, 

8 + 1 = 9 и т. д. 
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Возможно, что и въ другихъ случаяхъ «/i'-f- 1 дѣлится на п. 
Если п — 2т, то не всегда / / s ' - ( - 1 = 0 (мод. п). На выводѣ 
•(кстати сказать весьма нетрудномъ) уеловій, необходимыхъ для 
этого, мы, ради краткости, останавливаться не будемъ уже потому, 
что для интересующаго насъ главнымъ образомъ случая д = 10, 
возможность п = 2"' исключена. Также мы не будемъ подробно 
останавливаться на изученіи условій, при которыхъ сравненіе 
# І ' - 4 - 1 Е Н 0 (мод. п) имѣетъ мѣсто для числа п, составленнаго 
изъ различныхъ первоначальныхъ множителей. К а к ъ на источ-
никъ по этому вопросу укажемъ на программную работу 
А. H o l t z e (Domgymnasium zu Naumburg а. 8., Ostern 1887): 
„Üben - periodische Dezimalbrüche und ihr Analogon in anderen 
Zahlensystemen". 

Въ качествѣ примѣра составныхъ чиселъ, для которыхъ въ 
десятичной системе вышеуказанное сравненіе имѣетъ мѣсто, на-
зовемъ только еще числа вида п—1[-р, гдѣ р есть отличное 
отъ 11 простое число, по отношенію къ которому 10 принад
лежитъ к ъ показателю 2-, дѣлящемуся на 2, но не делящемуся 
на 4; напримѣръ , если _р = 7, то 21 = 6; при ^ = 1 3 , 2т = 6 или 
при р — 19; 2 т = 18; такъ к а к ъ 10 по отношенію к ъ 11 принадле
житъ к ъ показателю 2, то для п = 11р показатель / = 2т. Т акъ -
какъ 10" —— 1 не дѣлится на р и оно же не дѣлится на 11 (такъ-
к а к ъ т число нечетное) то, слѣдовательно, 10~ —|— 1 должно д е 
литься на п=1\'р и въ дѣйствительности знаменатели 77, 143, 
209 даютъ періоды съ двумя одинаковой длины частями, соответ
ственный цыфры которыхъ дополняютъ другъ друга до 9. 

§ 8. Вычисления съ приближенными значеніями. 

A. В в е д е н і е . 

Мы уже видѣли вь § 4 этой главы (стр. 131 и 133), что при ка-
кихъ-либо вычисленіяхъ съ безконечными періодическими система
тическими дробями, на самомъ дѣлѣ приходится оперировать лишь 
съ конечнымъ числомъ десятичныхъ знаковъ, т . -е . , иными сло
вами, заменять безконечную дробь приближеннымъ ея значеніемъ. 

Если Р представляешь точное значеніе періодической система
тической дроби и если дЛ, q2,---gn суть первые и десятичныхъ 
зпаковъ, то на основаніи § 4, имѣемъ: 

?о> ï i Ï 2 • • • ? « <
 р <2о> Ыг • • • (In + 1). 
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Если ту или другую изъ этихъ конѳчныхъ систематическихъ дро
бей принять за приближенное значеніе Р, то допущенная ошибка 

не будетъ превышать ~ или у ^ , если ограничиться разсмотрѣ-

ніемъ случая д=Ю, т . -е . десятичными дробями, какъ это 
здѣсь и будетъ имѣть мѣсто. Допускаемую ошибку возможно 
уменьшить до если, въ случаѣ дп+1 < 5, выбрать меньшее 
изъ приближенныхъ значеній, а при qn+1 ^ 5 большее; дѣйстви-
тельно, въ первомъ случаѣ имѣемъ: 

Ооі Ыгш • •Q.nQ<P<ü0, Virh- • ' r i n 5 . 

во второмъ случав: 

0o> Ч/h • • • In 5 = F < ?о> ï i Ï 2 • • • (2» + i ) 0 

и допущенная ошибка не превышаетъ 

5 0,5 

1 0 п + і ~ ] ( у Г 

Въ дальнѣйшемъ ') будетъ установлеиъ опредѣленный смыслъ 
и для неперіодическихъ безконечныхъ десятичныхъ дробей, при 
чемъ будетъ показано, что, обрывая такія неперіодическія безко-
нечныя дроби также на м-омъ знакѣ, получимъ отклоненіе отъ 
точнаго значенія (смыслъ котораго въ свое время будетъ опре-
дѣленъ), не превышающее l единицы послѣдняго удержаннаго 
десятичнаго знака. 

Если съ такими приближенными значеніями станемъ выпол
нять какія либо дѣйствія, то, конечно, не получимъ абсолютно 
точнаго результата. Почти во всѣхъ задачахъ прикладной мате
матики абсолютно-точнаго результата и не требуется, а, наобо-
ротъ , достаточно, чтобы ошибка не превышала опредѣленнаго 
предѣла. Напримѣръ , если результата какого либо вычисленія 
выраженъ въ маркахъ, то въ полученномъ числѣ достаточно 
сохранить только два первыхъ десятичныхъ знака, при чемъ жела
тельно, чтобы ошибка не превышала -|- единицы, стоящей на 
2-омъ мѣстѣ послѣ запятой; достаточность двухъ знаковъ послѣ 
запятой зависитъ отъ того, что доли пфениговъ нельзя осуще
ствить. 

Поэтому возникаетъ вопросъ: съ какой точностью слѣдуетъ 
брать числа, входящія въ данное вычисленіе, и какъ выполнить это 

1) Гл. VI. 
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вычисление, чтобы получить результатъ съ опредѣленнымъ чи
сломъ десятичныхъ знаковъ и заданной степенью точности, не 
затрудняя себя при этомъ излишней работой? 

До сихъ поръ мы говорили о вычисленіяхъ съ такими числами, 
которыя хотя и отступали отъ точнаго значенія, но мы могли по 
нашему произволу уменьшить допускаемую при этомъ ошибку, 
сохраняя достаточно большое число десятичныхъ знаковъ; въ за-
дачахъ же прикладной математики приходится встрѣчаться и съ 
числами, уже содержащими въ себѣ нѣкоторую погрешность, 
уменьшать которую до желаемаго предѣла не въ нашихъ си-
лахъ . Это можно сказать относительно всѣхъ результатовъ фи-
зическихъ наблюдений, которыя, несмотря на всю тщательность, 
не могутъ быть абсолютно точными; напротивъ, мы должны 
довольствоватьться тѣмъ, что удается установить предѣлъ, за 
который не переходитъ ошибка и который зависитъ отъ харак
тера опыта. Если надъ числами, полученными изъ наблюденій 
подобнаго рода, будутъ выполняться извѣстныя дѣйствія, то ре
зультаты, само собой понятно, окажутся неточными, и полу
чаемую при этомъ ошибку |нельзя произвольно уменьшить. Въ 
этомъ случаѣ ближайшей задачей является опредѣленіе лишь 
той точности, которой можетъ обладать окончательный резуль
татъ , а, кромѣ того, рѣшеніе вопроса, сколько знаковъ сохра
нить у входящихъ въ вычисленіе чиселъ перваго рода (т.-е. та
кихъ, которыя можно вычислить съ какой угодно точностью) и 
к а к ъ сократить самое вычисленіе, чтобы неточность данныхъ не 
вызвала замѣтнагдэ отклоненія отъ разъ принятаго предѣла по-
грѣшности. Исчерпывающее рѣніеніе указанныхъ сейчасъ вопро-
совъ не входитъ въ задачи этой книги; мы ограничимся лишь 
тѣмъ, что подчеркнемъ основную точку зрѣнія и изложимъ, воз
можно полно, иростѣйшіе, наиболѣе важные случаи. Для болѣѳ 
подробнаго ознакомленія съ вопросомъ отсылаемъ къ спеціаль-
ной литературѣ *). • 

Прежде всего мы перейдемъ к ъ изложенію первой изъ двухъ 
указанныхъ задачъ» 

J) Главнымъ образомъ къ книгѣ J . L u r o t h , Vorlesungen über numeri
sches Rechnen. Leipzig 1900. Изъ другихъ, относящихся сюда трудовъ, мы на-
зопемъ еще лишь соотвѣтствующіе отдѣлы у J . T a n n о г у, L e ç o n s d'arithmé-
1ique Ihéorique et pratique. Paris,' 2 éd. 1900: J . G г i e s s, Approximations 
n u m é r i q u e s . Paris 1898; E . K u l l r i c h , Die abgekürzte Dezimalbruchrechnung 
Progranrn der Realschule zu S c h ö n e b e r g 1898. 
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В. Вычисленія съ такити приближенными значениями, ко
торый въ силу какого-либо алгориѳма могутъ быть полу

чены съ произвольнымъ числомъ знаковъ. 

I . Сложен іе. 
Если требуется получить сумму п десятичныхъ чиселъ съ m 

цыфрами послѣ запятой, то слѣдуетъ, прежде всего, въ каждомъ сла-
гаемомъ сохранить m - j - р. десятичныхъ знаковъ, т а к ъ , чтобы ошиб-

, 0,5 ^ - 0 , 5 1 т 

ка въ каждомъ слагаемомъ оыла : - | п „ ; . ., или | ( ).,. • | ( ) „ , . І а к ъ 
какъ при сложеніи приближенныхъ значеній, въ самомъ невыгод-
номъ случаѣ, всѣ ошибки будутъ складываться, то предѣлъ ошибки 

г» членной суммы е с т ь - ^ і 5 • . Увеличивая JA, мы можемъ сде
лать ошибку сколь угодно малой. Если требуется, чтобы ошибка 
не превышала единицы m - 1 ' 0 десятичнаго знака, а п S 20, то до
статочно положить j j i = l . Если при такомъ же предположены 
относительно числа слагаемыхъ, ошибка не должна превышать 

т-го знака, то придется положить | л = 2 . Этотъ предѣлъ ошибки 

относится к ъ суммѣ съ )х-\-т десятичными знаками. В ъ прак-
тическихъ же задачахъ совсѣмъ нельзя сохранять произвольное 
число десятичныхъ знаковъ. Если, напримѣръ, единицы имѣютъ 
наименованіе „марки" , то вычисленіе приходится обрывать на вто
ромъ десятичномъ знакѣ, такъ какъ нельзя уплачивать менѣе 
1 пфенига; если единицами являются „килограммы" и, при на-
личныхъ средствахъ (вѣсы и разновѣски) нельзя отвѣшивать ко
личества меныпаго одного миллиграмма, то нельзя оставлять послѣ 
запятой болѣе шести десятичныхъ знаковъ. При умёныненіи 
числа знаковъ съ m -f- JA до те, присоединяется новая ошибка, 
которая зависишь отъ значенія m - j - 1-го десятичнаго знака; слѣ-
дующая маленькая таблица даетъ для каждаго возможнаго зна-
ченія m - f 1 г о десятичнаго знака высшій предѣлъ возникающей 
при этомъ ошибки. 

Значеиіе (m -j- 1)-го знака. Высшій прсдѣлъ получающейся 
ошибки. 

0 или 9 
0,1 
10™ 

1 или 8 
0,2 
10"' 
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Значеніе (ni -\- 1)-го знака. Высшій предѣлъ получающейся 
ошибки. 

2 или 7 а з 
10" ' 

3 или 6 
0.4 
10'" 

4 или 5 
0.5 

10"' 

Сдѣлать эту ошибку произвольно малой не в ъ нашихъ си-
лахъ . Если надлежащимъ подборомъ р. (см. предыд. стр.) достигнуть 

того, что первая ошибка не будетъ превышать у^л, то оконча

тельная ошибка въ зависимости отъ значенія m -j- 1 г о десятичнаго 

знака не будетъ превышать 

0.2 , 0,3 0.4 0,5 0.6 
j - o T n , или, соотвѣтственно, ^ „ „ 1 ( | „, или { 

Въ случаѣ, если m - [ - 1 - ы й десятичный знакъ будетъ равенъ 
4 или 5, мы не найдемъ значенія для р., столь большого, чтобы 
высшій предѣлъ ошибки былъ равенъ только половинѣ единицы 
ш-го десятичнаго знака. Напротивъ , мы съ увѣренностыо можемъ 
утверждать, что если въ каждомъ слагаемомъ (предполагая число 
ихъ не болѣе 20) сохранить два лишнихъ десятичныхъ знака, и 
послѣ сложеніи въ суммѣ съ »n- j -2 десятичными знаками удер
жать m десятичныхъ знаковъ, ошибка будетъ во всякомъ случаѣ 

меньше, чѣмъ a, слѣдовательно, a fort iori меньше, чѣмъ еди

ница послѣдняго, удержаинаго десятичнаго знака. 
П. Относительно вычитанія можно сказать то же самое, что и 

о сложеніи. 
111. Умножение. 
Поставленная задача заключается въ томъ, чтобы два дан-

ныхъ десятичныхъ числа А и Bt взятыхъ съ любымъ числомъ 
десятичныхъ знаковъ, перемножить такъ , чтобы произведете со
держало заданное напередъ число (т) десятичныхъ знаковъ съ 
наименьшей возможной ошибкой, и чтобы при этомъ вычисле-
нія были освобождены отъ всякихъ лишнихъ выкладокъ, безно-
лезныхъ при заданной точности. Умноженіе выполняется слѣдую-
щимъ образомъ (гл. I , § 10 Е и гл. I I I , § 3 С): множимое А 
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умножаютъ на отдѣльныя цыфры множителя В, и полученный 
отдѣльныя произведенія складываютъ. Такъ какъ помѣстноѳ зна-
ченіе отдѣльныхъ цыфръ легче всего сообразить при умноженіи 
на единицы, то целесообразно оба данныхъ числа А ж В пре
образовать т а к ъ , чтобы множитель В содержалъ только одну 
цыфру передъ запятой. Этого можно достигнуть перенесеніемъ 
запятой въ начальномъ числѣ В черезъ извѣстное число цыфръ 
вправо или влѣво; чтобы не И З М Е Н И Т Ь при этомъ значенія про-
изведенія, приходится во множимомъ A перемѣстить запятую на 
столько же знаковъ въ противоположномъ направленіи. Оконча
тельный результатъ получается сложеніемъ столькихъ частныхъ 
произведеній, сколько цыфръ множителя принято во вниманіе при 
вычисленіи. Такъ какъ при сложеніи частныхъ произвѳденій всѣ 
ошибки могутъ складываться, то мы должны, если желаемъ полу
чить окончательное произведете съ га десятичными знаками и съ 
возможно меньшей ошибкой, каждое частное произведете вычислить 
больше, чѣмъ съ m знаками, напримѣръ, съ m- j -p . знаками (ср. I , 
сложеніе), при чемъ р. требуется еще опредѣлить. Если при самомъ 
началѣ вычисленія множимое взять только съ m -f- р. десятичными 
знаками, то ошибка перваго частнаго произведенія, получаю-
щагося при умноженіи на единицы множителя, въ самомъ не-

0 5 
выгодномъ случаѣ, была бы равна ^ „ і ѵ ^ ' 9 = 4,5 единицъ, стоя-
щихъ на m -f- р. мѣстѣ послѣ запятой. Чтобы уменьшить эту ошибку, 
мы оборвемъ множимое лишь послѣ (га - j - p. - j - р.') знаковъ (разу-
мѣется увеличивая на единицу послѣдній десятичный знакъ, въ 
тѣхъ случаяхъ, гдѣ это нужно); такимъ образомъ, предѣльная 
ошибка получаемаго произведенія будетъ 

4.5 1 
НѴ-' ' 10'" 

При переходѣ отъ числа, содержащаго m -4- p. -f- р.' знаковъ к ъ 
числу, содержащему га -4- р. знаковъ, будетъ сдѣлана снова 
ошибка (ср. I , сложеніе), которая въ самомъ невыгодномъ слу
ч а е , т . -е . при условіи, что (т-\- р.-)- 1)-ый десятичный знакъ 

есть 4 или о, будетъ равна jg-m+iï и уменьшить ее не въ нашихъ 

силахъ. Такъ какъ вслѣдствіе этого окончательная ошибка произ-

веденія, содержащаго m -f- р. знаковъ будетъ ^ J ^ + O ^ J J Q , ^ И В О 

всякомъ случаѣ, к а к ъ бы велико ни брать р.', эту ошибку 
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нельзя сдѣлать меньше половины единицы, стоящей на m-f- (л-омъ 
мѣстѣ послѣ запятой, то мы удовлетворимся тѣмъ, что предѣлъ 
ошибки доведемъ до единицы послѣдняго знака; для этого 
достаточно, чтобы значеніе JJL' было равно 1. Такимъ образомъ, 
въ началѣвычислен ія слѣдуетъ число знаковъ множимаго умень
шить до »»» —[— JJL —I— 1, и тогда оно будетъ имѣть слѣдующую 
форму: 

« , • 1 0 " - ' + « , - W - â - f . . . + « „ _ ! . Ю + ап •+- j ô Л , 

А = - - j Q m + | j . " J Q B H ' i i ' 

въ то время, какъ множитель имѣетъ видъ: 

0 1 10 1 Ю 2 1 1 0 J ' 

Если умножить A'л) на единицы множителя, т . -е . составить част
ное произведете : 

^ . 1 0 - - і + « 2 . і 0 » - г - ] - . . . + а , . 1 . і 0 - | - а І І + ^ ) . 6 о 

и удержать въ немъ цѣлую часть, то допущенная ошибка произ-
веденія A'b0, въ самомъ выгодномъ случаѣ, не будетъ превышать 
0 5 

1 О - 9 4 - 0 , 5 , а, следовательно, навѣрное меньше единицы. При 

умноженіи на ^ можно послѣдній членъ множимаго, т . -е . | ^ 

отбросить, при чемъ послѣднюю цыфру увеличить до ап-{-1, 
если ffl'^?5; при этомъ можно быть увѣреннымъ, что если снова 
удержать въ частномъ произведеніи лишь цѣлую часть, то 
ошибка останется все-таки меньше единицы; при умноженіи 

на ^ слѣдуетъ во множимомъ отбросить цыфру ап и т. д., 

пока, наконецъ, не дойдемъ до умноженія на ал • іО"-* , замѣ-

нивъ въ случаѣ необходимости « 2 черезъ O j - f - l , если а 2 ^ 5 . 
Въ каждомъ частномъ произведеніи ошибка менѣе единицы, а 
въ суммѣ ( w - j - 1 ) частныхъ произведеній меньше, чѣмъ и - f - l . 
Такая ошибка является слѣдствіемъ отбрасыванія цыфръ во мно-

>) Замѣну А черезъ А', т.-е. разсмотрѣніе цыфръ (т ~|- |і) десятичныхъ 
знаковъ числа А, какъ единицъ, дѣлаемъ лишь для болѣе короткаго и удобнаго 
способа выраженія. 
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жимомъ. Если теперь множитель оборвать на знакѣ - ^ , то намъ 

придется совершенно отбросить произведете 

W i ! ü ± 4 . — - - 1 ^ 

но такъ какъ все-таки 

A'<W и ' ' " " 4 ' '" !* j • • • < ' , 

то ошибка, получаемая при отбрасываніи цыфръ во множителѣ, бу

детъ меньше 1 0 " - ^ = 1. Окончательная ошибка полученнаго 

такимъ образомъ и выраженнаго въ цѣлыхъ единицахъ произвѳденін 
А' -В будетъ меньше га-}-2, а ошибка произведенія, содержащаго 

m -f- р. десятичныхъ знаковъ, будетъ менѣе, чѣмъ ^ і Д . Если по

лученное теперь произведете замѣнить числомъ съ m знаками, то 

присоединится еще ошибка, наибольшее значеніе которой есть 

(см. I , сложеніе). Возможная ошибка произведенія съ m десятич

ными знаками, слѣдовательно, будетъ менѣе, чѣмъ ^ ' - ^ г - -f- 0,5J.^s • 

Соотвѣтствующимъ подборомъ значенія р. первое слагаемое 
можно сдѣлать сколь угодно малымъ; со вторьшъ слагаемьшъ 
этого сдѣлать нельзя. Такимъ образомъ, мы видимъ, что не всегда 
можно достигнуть того, чтобы ошибка была меньше \ единицы 
послѣдняго удержаннаго знака. Поэтому, если удовлетвориться 
' іѣмъ, чтобы предѣлъ ошибки равнялся единицѣ w-ro знака, при
дется р. подобрать такъ , чтобы - j ^ 2 ; S y . При « S 3 было бы 

вполиѣ достаточно, значенія j x = l . Чтобы имѣть возможность 
дать общее правило для всѣхъ случаевъ, встрѣчающихся на 
практикѣ, достаточно положить р. — 2; это значеніе р. годится 
при любомъ п ^ 4 8 . На основаніи всего изложеннаго, задача, 
поставленная въ началѣ пункта I I I , стр. 156—157, разрѣшается 
слѣдующимъ образомъ: 

Е с л и т р е б у е т с я п е р е м н о ж и т ь д в а д е с я т и ч н ы х ъ 
ч и с л а , и з ъ к о т о р ы х ъ к а ж д о е м о ж е т ъ б ы т ь д а н о 
с ъ л к > б ы м ъ ч и с л о м ъ д е с я т и ч н ы х ъ з н а к о в ъ , т а к ъ , 
ч т о б ы п р о и з в е д е н і е с о д е р ж а л о m з н а к о в ъ п о с л ѣ 
з а п я т о й и д о п у с к а е м а я о ш и б к а н е п р е в ы ш а л а е д и -



160 Глава III. Систематическія дроби. 

н и ц ы п о с л ѣ д н я г о д е с я т и ч н а г о з н а к а , т о п р е ж д е 
в с е г о с т а в и м ъ в о м н о ж и т е л ѣ з а п я т у ю п о с л ѣ п е р 
в о й , о т л и ч н о й о т ъ н у л я ц ы ф р ы , а в о м н о ж и м о м ъ 
п е р е н о с и м ъ з а п я т у ю ч е р е з ъ с т о л ь к о ж е з н а к о в ъ , 
к а к ъ и в о м н о ж и т е л ѣ , н о в ъ о б р а т н о м ъ н а п р а в л е -
н і и . У д е р ж и в а е м ъ в о м н о ж и м о м ъ m - f - З ц ы ф р ы п о с л ѣ 
з а п я т о й , а в о м н о ж и т е л ѣ с т о л ь к о ц ы ф р ъ , ч т о б ы 
и в о м н о ж и м о м ъ и м н о ж и т е л ѣ и х ъ б ы л о п о р о в н у . 
Г І о с л ѣ э т о г о н а ч и н а е м ъ у м н о ж е н і е с ъ е д и н и ц ъ 
м н о ж и т е л я и п о л у ч е н н о е ч а с т н о е п р о и з в е д е н і е , 
с о с т о я щ е е и з ъ m - j - 3 д е с я т и ч н ы х ъ з н а к о в ъ , о к р у г -
л я е м ъ в ъ у м ѣ д о т-\-2 з н а к о в ъ ; з а т ѣ м ъ о т б р а с ы -
в а е м ъ в о м н о ж и м о м ъ о д н у ц ы ф р у , у в е л и ч и в а я П О 
С Л Е Д Н Ю Ю , у д е р ж а н н у ю ц ы ф р у е д и н и ц е й т а м ъ , г д ѣ 
э т о н у ж н о , и у м н о ж а е м ъ н а п е р в ы й д е с я т и ч н ы й 
з н а к ъ ; ч и с л о д е с я т и ч н ы х ъ з н а к о в ъ п о л у ч е н н а г о 
п р о и з в е д е н і я о к р у г л я е м ъ д о т~\-2\ у м н о ж е н і е п р о -
д о л ж а е м ъ д о т ѣ х ъ п о р ъ , п о к а не, у м н о ж и м ъ н а 
в с ѣ з а п и с а н н ы й ц ы ф р ы м н о ж и т е л я . Е с л и з а т ѣ м ъ 
с л о ж и т ь в с ѣ п о л у ч е н н ы й с ъ т-\-2 д е с я т и ч н ы м и 
з н а к а м и ч а с т н ы я п р о и з в е д е н і я , и в ъ э т о й с у м м ѣ 
у д е р ж а т ь m з н а к о в ъ , т о п о л у ч и м ъ и с к о м о е з н а ч е 
н и е п р о и з в е д е н и я с ъ о ш и б к о й , н е с о м н ѣ н н о м е н ь 
ш е й , ч ѣ м ъ е д и н и ц а т - г о д е с я т и ч н а г о з н а к а . 

Если вычиеленіе расположить т а к ъ , чтобы первая цыфра мно
жителя стояла подъ послѣдней цифрой множимаго, вторая подъ 
предпослѣдней ft т. д. , то при образованіи частпыхъ произведе-
ній придется начинать всегда съ той цыфры множимаго, которая 
какъ разъ стоитъ надъ соотвѣтствующой цыфрой множителя. 

I V . Дѣленіе. Пусть числа Р и А могутъ быть даны съ про-
извольнымъ числомъ десятичныхъ знаковъ и искомое частное 
Р: А требуется получить съ заданнымъ числомъ (п) десятичныхъ 
знаковъ такъ , чтобы съ одной стороны ошибка въ и-значномъ 
десятичномъ числѣ была возможно меньше, а съ другой стороны 
было исключено изъ вычисленій все лишнее. Для облегченія 
опредѣленія размѣра ошибки поставимъ въ А запятую послѣ 
первой отличной отъ нуля цыфры; конечно, тогда и въ Р при
дется перенести запятую въ томъ же направленіи и черезъ столько 
же цыфръ. Въ измѣненномъ такимъ образомъ дѣлимомъ остав-
ляемъ послѣ запятой m -\-2 десятичныхъ знака. Изслѣдованіе 
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покажешь, что меньшее число десятичныхъ знаковъ нарушить 
точность, а большее окажется излишнимъ. Пусть согласно 
этому Л) 

Р = Р т . 10- + . 1 0 « - 1 -\ f P l • 10 4-̂  + 
! Ѵ\'_ I Vi t I v'n I v'«±\ л . £ j t ± 2 

~ lo io'2 T ' io f t^~io n + 1 - r ю п + 2 ' 
Коэффиціенты p, p' и т. д. всѣ меньше 10, лишь рт можетъ 
быть числомъ, образованнымъ двумя первыми цыфрами—въ томъ 
случаѣ, если первая цыфра дѣлителя имѣетъ значеніе большее 
первой цифры дѣлимаго; въ такомъ случаѣ частное В имѣетъ 
слѣдующій видъ: 

V W 
10 ' 10' 2 

К"*" + К , ю - - ' 4 - • • - f »o + т,- + „ , + • 

гдѣ Ът, несомнѣнно, отлично отъ нуля. 
Чтобы въ первомъ получаемомъ частномъ произведеніи Рг 

имѣть но возможности точный (и - j - 2)-ой десятичный знакъ, на-
пишемъ сперва дѣлитель до того десятичнаго знака, который 
при умноженіи на й о т-10*", даетъ намъ ( ю 4 - 3 ) - ь ю цифру послѣ 
запятой, т . -е . до (иг 4~ и 4~ 3)-го знака; слѣдовательно, дѣлитель 
первоначально будетъ имѣть такой видъ: 

0 I JQ I I jQïïl + n -; 2 I jQ1tl -tn + 3 

Такъ к а к ъ P взято съ ( « 4 ~ 2 ) - м я десятичными знаками, а А съ 
(т-{-пд)-ыя знаками, то ошибки, допущенный въ числахъ Р 
и А, не будутъ превышать соотвѣтственно 

0,5 0.5 
и а--

1 0 » + 2 ю» 

Умножая дѣлитель на первый знакъ частнаго, т . -е . на о т 1 0 ш , 
получимъ первое частное произведете 

P j = X - 6 » - 1 0 " , 

і ) Если дѣлимое не содержитъ цѣлой части, и имѣетъ, допустимъ, видъ: 

(ѵ нулей) 

о, о~Г.Гоу ѵ + і Р ' . , + 2 . . . , 
то можно 10' + 1' кратное дѣлимаго p'.l+\, р',+2 • • • раздѣлить на тотъ же дѣли-
тель, частное опредѣлитв съ п — (ѵ -j- 1) десятичными знаками и въ концѣ про
извести дѣленіе на 1 0 ' + ) . 
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содержащее (n -f- 3) десятичныхъ знака, и округляемъ его въ 
у м ѣ д о ( и - ) - 2 ) десятичныхъ знаковъ; ошибка, допущенная въ числѣ 
съ « - f - 3 знаками, будетъ, несомнѣнно, не больше чѣмъ а-9-10'"== 

4,5 0.45 
При уменьшеніи числа десятичныхъ знаковъ до 

1 0 п + 3 1 0 п + 2 

0,5 

и - ) - 2 прибавится ошибка, не превышающая - • — j ^ ; такимъ обра

зомъ, высшій предѣлъ ошибки въ числѣ Рг имѣетъ значеніе 
0,95 

тг, = j ^ T s ' П Р И э т о м ъ м ы заранѣе предполагали, что цыфра Ьт 

вполнѣ точная; к ъ обоснованію этого предположенія мы еще 
вернемся. Теперь опредѣлимъ разность Р — Р1=Яг. Т а к ъ к а к ъ 
при вычитаніи, въ самомъ невыгодномъ случаѣ, ошибки чиселъ 
Р и Р , будутъ складываться, то наивысшее значеніе ошибки въ 
числѣ Tlx будетъ равно 

0.5 4- 0.95 
г, — тг -4- я , = — • 
11 i l 10" + 

Первая цыфра частнаго 1іг\А даетъ второй знакъ £ т _ , • ГО"1 1 

искомаго результата. Чтобы слѣдующее частное произведете 

получить съ (п -\- 3)-мя знаками, приходится въ А взять только 
т-\-ѣ-\-2 знака, т .-е. отбросить послѣднюю цыфру дѣлителя, не 
забывая при этомъ о соотвѣтственномъ увеличеніи предпослѣдняго 
знака .Если дѣлитель,округленный такимъ образомъ, обозначить че
резъ Аг, то наибольшее значеніе ошибки аг числа Ах будетъ равно 

0,5 

+ я + і і

 1 Предполагая, что и Ът_г есть точная цыфра, мы уви-

димъ, что наибольшее значеніе ошибки произведенія ^4: - Ът Л • 10'"- 1 , 
содержащаго и -f- 3 десятичныхъ знака, будетъ равно 

0,5 0,45 

JQ>» + 7* + 2 jQB + 2 

Уменьшая число знаковъ до п -4- 2,- мы присоединимъ сюда ошибку, 
0,5 

наибольшее значеніе которой р а в н о и > такимъ образомъ, 

0,95 
возможная ошибка числа Р , будетъ меньше чѣмъ тг0 = -, а 

возможная ошибка разности Р , — Р 2 = І!2 будетъ меньше чѣмъ 
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0,5 + 2 • 0,95 

р 2 = рА —J— тг2 = — - ^ „ т ^ — При слѣдующемъ дѣленіи въ дѣли-
телѣ можно отбросить еще одинъ десятичный знакъ, и тогда 
получимъ число А2, наибольшее значеніе погрѣшности котораго 

будетъ равно а2 = ^fn+1 и т. д. 

Такимъ образомъ, дальнѣйшими дѣленіями получаемъ отдель
ный цыфры частнаго въ слѣдующемъ порядкѣ: 

Р:А = ЪтЛЬ^ Іі^.А^Ъ^. 

Rx l(2 

П2:Аг=.Ът_2;10'" ^••E-Ai = bmi-\Q- * 

/' p . 

При этомъ, если ш, вмѣсто è m _ . приходится писать Ъ'г_т и 

ВМЕСТО 1 0 ' " ' писать j^m-

Наибольшія значенія, которыя могутъ имѣть ПОГРЕШНОСТИ чи
селъ А; и Ii; будутъ соотвѣтственно равны 

0,5 0.5 f / • 0.95 
а = и & = — • • 

Предполагая теперь, что всѣ цыфры Ъш, Ь ш _ 3 , Ът _2, •• -bm_j+1 

найдены вѣрно, изслѣдуемъ, какое вліяніе могутъ имѣть погрѣш-
ности чиселъ Rt и А, на точность цыфры bm_.t-

Т а к ъ к а к ъ намъ ИЗВЕСТНО ЛИШЬ ТО, ЧТО точное значеніе Ii, 
заключено между Еі — р,. и Еі - j - р ; , a значеніе At между Аі — аі 

и At то мы съ увѣренностью можемъ утверждать, что не
достающая часть частнаго Ът_.;-10™—* —|— - • • меньше, чѣмъ 

' Л, — а. 

и больше, чѣмъ 

Отсюда имѣемъ: 

К. Ферберъ. Ариѳметика,. 12 
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Такъ к а к ъ - р < 4 0 " ' и 1 , то наибольшее значеніе, которое 

можетъ И М Е Т Ь числитель написанной дроби, равно 

0.5 4- і • 0.95 0.5 1 -f- ' • 0.95 + 1 0 " u ' 10" + 2 1 0 " 1 2 

а, увеличивается вмѣстѣ съ возрастанісмъ индекса но тѣмъ не ме-
нѣе даже если вычисленіе частнаго продолжить до n -f- 2-го деся-

I I о 0.5 1 
тичнаго знака, т . -е . до г —m -\-n-\- 2, то и тогда a i = i ö ~ 2 Ö " 

Такъ какъ J ; ^ > 1 , то безусловно ^ < C - 4 Q 0 » и поэтому знамена

тель выше найденной дроби, дающей разность Оі— игі больше, 

•f- / • 0.95 400 

.199 
чѣмъ 4 0 0 , слѣдовательно: 

1 0 " + 2 399 

Следовательно, для небольшихъ значеній индекса Ot можетъ 
отличаться отъ Ui только на нѣсколько единицъ n -f- 2-го знака, 
а для наибольшихъ, возможныхъ на практикѣ значеній /, эти 
два числа могутъ отличаться только на Н Е С К О Л Ь К О единицъ 
м- f -1 -го знака; следовательно, пока т-{-іі не превышаешь 20, 

мы можемъ предполагать О — Г ; < [ ^ 

Такимъ образомъ, вообще, при і^т-\-п 

и 

Г, !>ш г 1""' ' г - • 

начинаются съ одной и той же цыфры 6 т . . ч* Но тогда и первая 
цыфра частнаго R,'.Ai должна быть та же, что и первая цыфра 
точнаго значенія недостающей части частнаго, т акъ к а к ъ ВЧ'.А{ 

и недостающая часть частнаго заключены между Ot и Ux. Если 
не принимать во вниманіе одного исключительна™ случая, к о 
торый мы вскорѣ разсмотримъ, то можно утверждать, что 

Ь (°) 
(У — 11г * _1_ 

и 

Ь{н) 

file://-/-n-/-
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могутъ отличаться уже нервымъ десятичнымъ знакомъ. Цыфра 
Ь'п+1, которая находится дѣленіемъ R m + n + l : A m + n + l не можетъ 
отличаться отъ точнаго значенія на величину, большую разности 
между bf}\t и Ъ\1'1, т . -е . ошибка несомнѣнно будетъ меньше 5 еди-
ницъ п-\-1-то знака. Если затѣмъ число десятичныхъ знаковъ 
въ частномъ уменьшить до п, то прибавится еще ошибка, не 
превышающая 5 единицъ и - f -1 - го знака и, такимъ образомъ, 
общая ошибка частнаго, в ы ч и с л е н н а я съ п десятичными зна
ками, безъ сомнѣнія, не будетъ превышать единицы послѣдняго 
(п-то) десятичнаго знака. 

Въ особыхъ случаяхъ можетъ тѣмъ не менѣе оказаться, что 
уже для значеній і, меньшихъ или равныхъ m -f- п, О, и Ь\ 
не будутъ начинаться съ одной и той же цыфры 1 ) ; но такъ какъ 

0 ; — ^ ' І <С > то первая цыфра числа О, (если 1^£т-{-п) не 

можетъ ни въ какомъ случаѣ отличаться отъ первой цыфры 
числа и, больше, чѣмъ на 1. Если въ этомъ случаѣ bm_t, т . -е . 
первую цыфру О;, и всѣ слѣдующіе за ней десятичные знаки 
включительно до п-го замѣнить нулями, то найденный такимъ 
образомъ результате будетъ отличаться отъ точнаго значенія 
частнаго меньше, чѣмъ на половину единицы и-го знака. На 
возможность отмѣченнаго случая указываете то обстоятельство, 
что .К,, отличается отъ цѣлаго числа кратнаго 1 0 m - ' - J i ; только 
гіослѣдними десятичными знаками. Изложенный выше соображе-
нія мы пояснимъ теперь на двухъ примѣрахъ. 

1. Пусть требуется вычислить частное: 

съ четырьмя десятичными знаками. 
Такъ какъ въ этомъ случаѣ т = 0, п = і, то въ дѣлимомъ 

приходится удержать п -f- 2 = 6 десятичныхъ знаковъ, а въ дѣ-
литѳлѣ m -\-п4-3 = 7 знаковъ. 

3,14 159 2 6 5 . . . : 1,41 421 3 5 6 . . . 

Р = 3,141 593 А = 1А 142 136 

и 

1) Такъ, напримѣръ, можетъ случиться: 

О; = 40,001 . . . 

V, = 39,998 . . , 

12* 
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Вычисление слѣдующихъ десятичныхъ знаковъ не имѣетъ 
смысла, т акъ какъ ошибка, содержащаяся въ Р 6 можетъ быть 
равна приблизительно 6 единицамъ шестого десятичнаго знака. 
Такимъ образомъ получаемъ слѣдующее частное: Р = 2,22 144 
съ 5 десятичными знаками; въ точности пятаго знака уже 
можно сомнѣваться, но ошибка въ немъ во всякомъ случаѣ 
меньше, чѣмъ 

9 1 + 5-0,95 400 
10« '399* 

т.-е . меньше 1,2 единицы пятаго знака. 

Если въ В отбросить еще одну цыфру, то присоединяется 
еще ошибка равная четыремъ единицамъ пятаго знака. Слѣдова-
тельно, если положить Р = 2,2214, то возможная ошибка будетъ 
меньше, чѣмъ 0,52 единицъ прслѣдняго (4-го) знака. 
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даетъ въ частномъ 0 , 6 9 - - - , н о R2 меньше А2-0,7 только на еди
ницу 4-го знака. 

,,, Л 5.7695 + 0.00024 ^ „ _ , 
' 1 акъ какъ 02 = # 2 4 2 3 -— 0 0 Ш ( ^ > 0,7, то мы здѣсь имѣемъ тотъ 

случай ; -когда 02 и U2 начинаются съразличныхъ цыфръ, а именно, 
съ цыфръ 7 и 6. Но указанному выше примемъ за приближенное 
значеніе искомаго частнаго 25 (70. Такъ какъ 

т.-п. меньше, шести единицъ четвертаго знака, то въ результатѣ 
25,70 ошибка несомнѣнно меньше 0,0006. 

Въ обоихъ приведенныхъ примѣрахъ мы нарочно отДѣляли 
одно дѣлеиіе отъ другого, чтобы лучше выяснить родъ упрощенія. 
Само по себѣ понятно, что эти вычисленія на практикѣ можно 
соединять вмѣстѣ, каждый остатокъ 1ІѴ R2... писать одинъ 
разъ и переходъ отъ А к ъ Аг, отъ А1 къ А2 и т. д. выпол
нять на первомъ дѣлителѣ. 

У. И з в л е ч е т е к о р н я . Задача извлеченія квадратнаго корня 
изъ даннаго десятичнаго числа а, въ томъ случаѣ, когда этого 
корня не существуетъ въ нашей числовой области, сводится, 
при заданіи нѣкотораго цѣлаго числа ѵ, к ъ нахожденію 

2. Пусть требуется вычислить частное 

( Р = 2 П , 8 2 8 1 ) : ( 4 = 8,242 344) 

съ двумя десятичными знаками. 

Въ этомъ случаѣ имѣемъ: 

m = 1, п = 2, следовательно, и -f- 2 = 4, m n 4- 3 = 6. 
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д в у х ъ десятичныхъ ч и с е л ъ - " 7 и удовлетворяющихъ условно 
Ю'' ' 

10'' 
а 

Эту задачу мы уже свели (стр. 118, гл. I I I , § 3 F) къ задачѣ, 
рѣшенной въ § 10 G, гл. I , ст. 52 и д., а именно, къ нахожде-
нію такого цѣлаго числа а, чтобы 

гдѣ А' есть наибольшее цѣлое число, содержащееся въ а • 10 2 ' . 
Теперь мы покажемъ, что можно значительно упростить тѣ длин
ный вычисленія, которыми приходилось пользоваться въ томъ 
случаѣ когда А' было большимъ числомъ (см. § 10 G гл. I ) ; 
это упрощеніе, заключается въ томъ, что указанные пріемы до
статочно примѣнить лишь для опредѣленія « - ( - 1 или п-\-2 
цыфръ, смотря потому, будетъ ли искомое число a имѣть 2п -f- 1 
или 2п -f- 2 цыфры; остальныя же п цыфръ могутъ быть опре
делены при помощи простого дѣленія. 

Обозначимъ черезъ А число, изображенное п -\- 1-ой или 
п -\- 2 первыми цыфрами корня, полученными непосредственнымъ 
извлеченіемъ, и приписанными к ъ нимъ п нулями, а черезъ R— 
остатокъ, получающійся послѣ нахожденія послѣдней значащей 
цыфры числа А; такимъ образомъ, получимъ: 

Раздѣлимъ теперь остатокъ R на 2А и пусть при этомъ по
лучится частное q и остатокъ г; тогда получимъ слѣдующее ра-

и 

венство: 

или 

Изъ 

и 

слѣдуетъ 
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Л < ю . + , Й Ь 

и далѣе 

2.1 * " 1 2. 

но на основаніи того, что 

А^ 10*", 
имѣемъ 

Отсюда слѣдуотъ, что q, наибольшее цѣлое число, содержа-

щееся въ но можетъ быть больше, чѣмъ 10 я . 

Теперь докажемъ, что всегда 

Такъ какъ 
2А > г, 

то и 

и 

2 Л ? + <Z2 + 2 ? + 1 + 2 Л > Л 
и далѣе 

Л 2 - f 2 Л ? - f ç 2 - f 2? + 1 + 2А > і ' , 

а это значитъ, что 
а - [ - < 7 + і ) 2 > ^ ' . 

Если бы 

то мы имѣли бы, что 

2А(д— 1 ) 4 - ( 5 — 1 ) 2 ^ й 
и 

2Л(д — 1) - f (g — I ) 2 ^ 2Aq 4 - г 
или 

• - о - И Ч а г ^ + п -

ІІослѣднее соотношеніе невозможно, такъ какъ изъ того, что 
g : S 1 0 n и Л ^ 1 0 2 п слѣдуетъ: 

( 9 - 1 ) 2 Ю 2 " . (q—1)*- . 1 
л <^ - т -e — <^ - ' 

2,1 2 - 1 0 2 " ' ' 2,1 2 
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Итакъ , во всякомъ случав 

(А + (q - 1 )Г- < А' < (А + (7 + 1 ) ) ' . 

Смотря потому, будетъ ли 

и 

Поэтому, если 

1. г = д2, то ^ = (̂ 1 + 9 ) 2 

2. г > 9 2 , то ( ^ + < / ) 2 < У 1 ' < ( ^ + 9 + 1 ) 2 

3. » * < 9 2 , то (A + q — l ) 2 < ^ l ' < ( ^ - f qy. 

Сохраняя прежнія обозначенія, не трудно показать (ср. L loyd 
Tanner, Note on approximate evolution, Proceedings of the London 
Mathematical Society, V o l . XX111, 1892) что всегда 

Этимъ самымъ А' оказывается заключеннымъ между квадра
тами двухъ чиселъ, отличающихся другъ отъ друга лишь на 
но, вообще говоря, эти числа не будутъ цѣлыя. 

Подобнымъ же образомъ при помощи простого дѣленія можно 
найти послѣднія цыфры и кубичнаго корня. (Ср. L . Tanner). Мы 
не станемъ останавливаться на этомъ, такъ к а к ъ для извлеченія 
кубичнаго корня изъ многозначнаго числа обычно пользуются 
другими пріемами, о которыхъ мы будемъ говорить позднѣе 
(гл. V § 5 Е). 

С. Вычисления еъ неточными числами, погрѣшноеть кото
рыхъ не можетъ быть сдѣлана произвольно малой. 

Если числа а, Ь, с и т. д. опредѣлены изъ какихъ-либо на-
блюденій, напримѣръ, измѣреніемъ, взвѣшиваніемъ и др. то 
они вообще не будутъ точными значеніями измѣренныхъ ве
личинъ; напротивъ, можно утверждать лишь, что точныя значенія 

B^-lAqArq* 

А'фа+q)*. 
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лежать между а — а и а -f- а, или Ь — ß и и с — у и с 4 ~ Y> 
гдѣ а, ß, у по сравненію съ a, b и с малы и получаются въ зависи
мости отъ характера наблюденій. Если надъ найденными числами 
произведемъ какое-либо вычисленіе и полученный результатъ 
обозначимъ черезъ f(a, b,c.. . ) , то, конечно, этотъ результатъ даже 
и въ томъ случаѣ, если всѣ вычисленія продѣланы полностью 
и безъ всякихъ сокращеній, содержитъ определенную ошибку. 
Указать ошибку, получающуюся въ результате f(a, b, е . . ) лю
бой совокупности действій З Д Е С Ь оказывается невозможнымъ ] ) ; 
поэтому мы ограничимся самыми простыми и важными частными 
случаями. 

(I) x = f([a, b, с. . .) = а-\-Ъ + с -] 

Точное значеніе х лежитъ между 

а-\-Ъ-\-с — а — ß — у и ѣ~Ь ^ ' 4 ~ с ~т~ а~Ь ß ~bï> 

т . -е . наибольшее значеніе возможной ошибки равно сумме отдель-
ныхъ ошибокъ чиселъ а, Ь, с, т.-е. а -\-'$-\- у-

( I I ) x = f(a, b) = a — b. 

Точное значеніе х заключено между 

а — а — ( Ь а — b — а — jü и а-4-а— (Ь—^) = а-\-Ъ—а —j— ß; 

наибольшее значеніе возможной погрешности равно a -f- р. 

( I I I ) ' x = f{a, Ъ) = а-Ъ. 

Точное значеніе х заключено между 

(а— я) (Ъ — '$) — ab — а$ — Ъа-\-Я-$ и 
(я + о) (Ъ -f- = ab -f- + ba - f ар , 

следовательно, наибольшее значеніе возможной погрешности есть 

5 = 6а + яр + ар. 

• Результатъ приметъ еще более простую форму, если вместо 
абсолютной погрешности S, которую только до сихъ поръ мы и 

!) Если предположить знакомство съ элементами дифференціальнаго исчи-
сленія, то, разлагая f(a ~\- і, b -f- ß, с + f) въ рядъ, для возможной ошибки 

. найдемъ значеніе « = • , - . - • а + -^- • 8 + -г- • т- То , что приведено въ текстѣ, 
au üb г ос 

представляетъ частные случаи этой формулы. 
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принимали въ соображеніе, ввести относительную погрѣшность, 
т . -е . частное, полученное отъ дѣленія ошибки даннаго числа на 
само число. Получаемъ: 

X а ' b ' а b 

Практически пригодны лишь тѣ полученный изъ наблюденій 

числа а и Ъ, для которыхъ относительныя ошибки у- и | малы; 

если это условіе выполнено, то возможно пренебречь произведе-
а ß „ 

ніемъ двухъ малыхъ чиселъ — • ~> стоящихъ въ правой части 
послѣдняго равенства, не допуская при этомъ замѣтной неточ
ности; отсюда можно сдѣлать заключеніеі что относительная 
ошибка произведенія равна суммѣ относительныхъ ошибокъ ка-
ждаго изъ сомножителей. Это предложеніе не трудно распростра
нить на произведете любого числа сомножителей; приравнявъ 
всѣ сомножители другъ другу, увидимъ, что относительная ошиб
ка степени съ цѣлымъ показателемъ п равна п разъ взятой 
относительной ошибкѣ основанія. 

наибольшее значеніе, которое можетъ имѣть х есть jyz~^ а наи

меньшее , значеніе = ^ т | ; теперь имѣемъ 

о ~ j - а а Ь а ~(- a ß 
b — ? ~~~Tj~~ bljT^Y) 

И 

ri а —• i b i -f- <t j! 
1) b(b~-f- 3)' 

Допуская, что p-ô очень мало, получаемъ максимальное зна-
ченіе ошибки числа х 

и относительную ошибку частнаго: 

•т ІА а а ' b ' 

откуда видимъ, что наибольшее значеніе относительной ошибки 
частнаго равно суммѣ относительныхъ ошибокъ числителя и зна
менателя. 
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(V) x = f(a) / с у 

точное значеніе х заключено между / а — a и / а - \ - а ; теперь 

имѣемъ 

у а — а —у а - "J/ 1 — - ; приближенное значеніе этого вы-

раженія — у а - И — 2 * 7 » ) ' т а к ъ к а к ъ 

1 1 . 1 2 , . | - ' - f - ' ' ' * 2 

2 а ) о ' 4 \ « ) 

гдѣ, согласно тому предположенію, что ~- есть число малое, 
1 ' et \ 2 

можно, пренебречь слагаемымъ 4 [—j безъ замѣтной ошибки. 

Такимъ же образомъ получимъ: 
/ а -f- а = / а • у/~ÏA- ^ или приближенно = / а • ~Ь 2 7/) ' 

Наибольшее значепіе абсолютной ошибки х будетъ равно 

\~~}'Ѵаі а наибольшее значеніе относительной ошибки 

слѣдовательно, оно равно половинѣ относительной ошибки под
коренного числа. Аналогично можно вычислить погрѣшность корня 
любой степени. 

V I . Въ отдѣлахъ съ I по V мы вычислили то наибольшее 
значеніе, которое можетъ имѣть ошибка S, являющаяся резуль-
татомъ неточности чиселъ а, Ь, с по крайней мѣрѣ при простѣй-
шихъ видахъ f(a, b, с , - - - ) . Уменьшеніе этой ошибки уже не 
зависитъ отъ вычислителя; поэтому часто совершенно не имѣетъ 
смысла вычислять полностью выраженіе f(a, b, с - - - ) . Если на-
примѣръ £ = 0,001, то во всякомъ случаѣ излишне вычислять 
f(a, b, с - • •) съ 5 или болѣе десятичными знаками; слѣдовательно, 
необходимо сперва установить предѣлъ возможной ошибки 2 для 
/'(«, Ь, (?•••)> зависящей отъ неточности чиселъ а, Ь, с- • • ъ за-
тѣмъ, основываясь на этомъ, установить число десятичныхъ зна
ковъ , съ которымъ только и имѣетъ смыслъ вычислять 
f(a, b, с - • • ) . Затѣмъ пользуясь пріемами, указанными въ отдѣлѣ В 
этого §, слѣдуетъ ввести въ вычисленіе f(a, b, с - • • ) , а также тѣхъ 
десятичныхъ чиселъ р, q, » • • • , которыя могутъ быть получены 
съ любымъ числомъ знаковъ, сокращенія, позволяю щія тѣмъ не 
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менѣе получить напередъ заданное число десятичныхъ знаковъ 
съ возможно меньшей ошибкой. 

Иримѣненіе указанныхъ пріемовъ мы пояснимъ на простомъ 
примѣрѣ изъ физики. Между радіусомъ г, коэффиціентомъ С 
тангенсъ буссоли и горизонтальной слагающей H земного магне
тизма существуете слѣдующее соотношеніе: 

гдѣ размѣрность единицы H, выраженная въ системѣ С. G. S, есть 

c\ • s 

С выражено въ амперахъ, а тг для краткости написано вмѣсто 
числа 3, 14 159 265. 

Пусть при помощи вольтаметра, включеннаго въ одну цѣпь 
съ тангенсъ-буссолыо, найдено ( 7 = 5 , 1 амп. съ возможной ошиб
кой въ 0,1 амп. , и пусть г — 16,4 см., съ возможной ошибкой въ 

0,05 см. Возможная ошибка дроби ^> получающаяся вслѣдствіе 

неточности чиселъ С и г , на основаніи IV, стр. 172 
равна 

16,4-0,1+5.1 -0.05 1.895 

(10,4)2 268,96 ' 

и приближенно 
= 0,007. 

Г г 

Такъ какъ Н=~-~, то даже если выполнить вычнсленія съ 
наибольшей точностью и взять для значенія тг дробь съ 8-ю де
сятичными знаками,—неустранимая возможная ошибка значенія 

M все-таки будетъ 0,007 - ^ т . -е . немного болѣе 4-хъ единицъ 

третьяго десятичнаго знака; следовательно, во всякомъ случаѣ 
излишне вычислять послѣ запятой болѣе 3 знаковъ. Теперь, вы
полняя дѣленіе до третьяго знака послѣ запятой получимъ: 

5 1 
у ^ = 0 , 3 1 Г с ъ ошибкой, меньшей 0,001. 

Полагая 

(J 
- = 0,311 будемѣ имѣть ошибку • < 0,008, 
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и, наконоцъ, 

/ . = 0,0622 содержишь ошибку < 0 , 0 0 1 6 . 
Э/ 

Составишь теперь произведете : 

0,0622-3,14 159 265, 

оставляя при этомъ во второмъ сомножителѣ столько десятич
ныхъ знаковъ, чтобы получить произведете съ 4 десятичными 
знаками. 

0,0622-3,141 

0,1866 
62 
25 

1 

0.1954. 

При упрощенномъ умноженіи мы во второй, третьей и чет
вертой строкахъ дѣлаемъ ошибки, каждая изъ которыхъ меньше 
половины единицы четвертаго знака; въ суммѣ всѣ эти ошибки 

1 5 X 

дадутъ меньше, чѣмъ при оторасываши четвертаго, пятаго 

и т. д. знаковъ во второмъ сомножителѣ, получается ошибка 
4 0 , 0.4 й , й 

меньше - ^ » или <Су 0 Т' о ш и б к а о т ъ всѣхъ упрощенш не будетъ 
превышать 1,9 единицъ четвертаго десятичнаго знака. Такъ какъ., 
наконецъ, возможная ошибка, вслѣдствіе неточности числа 0,0622, 

16 • л 
равна —ÎQJ- т. е . около 50 единицъ четвертаго знака, то общая 
ошибка результата 0,1954 будетъ равна 52 единицамъ четвер
таго знака, и мы на основаніи произведенныхъ измѣреній мо
жемъ лишь утверждать что значеніе H лежитъ между 

0,1902 - ^ - и 0,2006 - І ^ — • 
es ; s a - s 
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Относительныя числа. 

§ 1. Опредѣленіе относительныхъ чиселъ. 

Понятіе натуральна™ числа мы установили (гл. I , § 1) 
исходя изъ множествъ, всѣ элементы которыхъ можно разсматри
вать, к а к ъ равноцѣнные съ точки зрѣнія цѣли, занимающей 
главнымъ образомъ наше вниманіе. Дробныя числа (гл. I I , § 1) 
были опредѣлены изъ разсмотренія множествъ, между элементами 
которыхъ существовало соотношевіе такого рода, что для соот
ветствующей цели какое-либо кратное одного элемента оказыва
лось равноценнымъ определенному кратному другого элемента. Въ 
обоихъ случаяхъ мы вполне могли охарактеризовать множество 
однимъ числомъ и однимъ названіемъ рода единицъ. Если к ъ дан
ному множеству присоединяются еще другіе элементы, находящиеся 
въ данномъ соотношеніи между собою, но не съ элементами ранее 
взятыми, то для характеристики такого множества въ общемъ 
намъ необходимы два числа и два названія. Въ приложеніяхъ 
ариометики часто встречаются такія множества, элементы кото
рыхъ распадаются на две группы такимъ образомъ, что каждому 
элементу одной группы противоположенъ определенный элементъ 
другой, другими словами: сосуществовавіе такихъ двухъ СООТВБТ-
ственныхъ элементовъ съ точки зренія поставленной цели равно
сильно ихъ отсутствію. Прежде всего приведемъ несколько при-
меровъ такихъ множествъ. 

1. Измененія въ имуществе лица образуютъ множество, эле
ментами котораго могутъ быть съ одной стороны числа крат
ныя маркамъ и дробныя части марокъ, выражающія доходъ, съ 
другой стороны, числа кратныя маркамъ и дробныя части ма
рокъ , выражающія расходъ. Если дело идетъ объ окончатель-
номъ подсчете имущества, то число, кратное целымъ мар-
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камъ или долямъ марокъ дохода, взаимно уничтожается съ со-
отвѣтственнымъ числомъ, кратнымъ дѣлымъ маркамъ или долямъ 
марокъ расхода. 

2. Если матеріальная точка можетъ двигаться по прямой линіи 
въ ту и другую сторону отъ онредѣленнаго начала, то числа, крат
ный метрамъ и дробныя части метровъ, опредѣльющія положеніе 
ея относительно начала, образуютъ множество, въ которомъ, если 
ді.ло идете объ окончательномъ ноложеніи точки относительно 

начала, перемѣщеніе на метровъ въ одномъ направленіи и пе-

ремѣщеніе на ~- метровъ въ противоположномъ направленіи явля

ются противоположными, другъ друга уничтожающими элемен

тами. 

3. Пусть на матеріальную точку въ двухъ прямо-противопо-
ложныхъ направлоніяхъ дѣйствуютъ какія-либо силы. По отно-
шенію к ъ р<!зультирующему движенію сила, дѣйствующая въ 
одномъ нанравленіи, и сила такой же точно величины, дѣйству-
ющая въ противоположномъ направлеиіи — суть величины нроти-
воположныя въ вышеуказанномъ смыслѣ. 

Требованіе охарактеризовать такого рода множество однимъ 
числомъ и однимъ названіемъ заставляете ввести новый родъ 
чиселъ. Для простоты выраженій • сначала ограничимся разсмо-
трѣніемъ такихъ множоствъ, элементы каждой группы которыхъ 
между собой равноцѣнны и каждому элементу одной изъ кото
рыхъ противоположенъ какой-либо элементе другой группы. 

За первую группу примемъ ту, наименованіе элементовъ ко
торой будемъ присваивать всему множеству. 

Отвлекаемся снова (см. гл. I , § 1 и гл. ] І , § J) отъ всѣхъ 
особенныхъ свойствъ элементовъ нашего множества, удерживая 
въ сознаніи лишь различность отдѣльныхъ объектовъ и проти
воположность каждаго элемента первой группы соотвѣтствующему 
элементу второй; то, что получаемъ при помощи такой абстракціи 
изъ одного элемента первой группы, обозначаемъ носредствомъ 1*, 
а то, что получаемъ изъ одного элемента второй группы, черезъ Г . 
Слѣдовательно, 1* и Г суть символы любыхъ двухъ объектовъ, 
которые можно разсматривать, какъ законченное цѣлое, и отно
сительно которыхъ насъ интересуете то обстоятельство, что со-
существованіе 1* и Г равносильно ихъ отсутствію. Аналогично съ 
§ I , гл. I , коллективное соединеніе въ нашемъ сознаніи 1* и 1* 
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обозначаемъ черезъ 2*, а соединение Г и Г черезъ 2'; соедишмгіс 
1* и 1* и 1* обозначаемъ черезъ 3*, а соединение Г и Г и 1' 
черезъ 3' и т. д. Само собой ясно, что 2* и 2', 3* и 3' представ-
ляютъ изъ себя противоположный величины въ только что ука-
занномъ смыслѣ и, следовательно, находясь въ одномъ и томъ же 
множествѣ взаимно уничтожаются. Установленный такой абстрак
цией и коллективнымъ соединеніемъ понятія 1*, 2*, 3 * , - - - Г , 2', 
3' • • • также называемъ числами, но въ противоположность абсо-
лютнымъ числамъ, опредѣленнымъ въ § 1, гл. I , присоединяемъ 
названіе „ о т н о с и т е л ь н ы й " г ) ; въ частности понятія, относя
щаяся к ъ элементамъ первой группы (т.-е. той группы, наимено-
ваніе которой даемъ всему множеству) называемъ „ п о л о ж и 
т е л ь н ы м и " числами, a соотвѣтствующіе элементы второй 
группы — „ о т р и ц а т е л ь н ы м и " . Если а обозначаетъ какое-
либо натуральное число, то а называемъ абсолютной величиной 
или абсолютнымъ значеніемъ, к а к ъ числа а* т акъ и числа а' и 
пишемъ: (слѣдуя обозначенію В е й е р ш т р а с с а ) \а*\=а и 

I а' I = а. Чтобы удобнѣе было отличать одни числа отъ дру-
гихъ, въ этой главѣ мы будемъ обозначать относительный числа 
греческими буквами, а ихъ абсолютный значенія латинскими. 

Тотъ случай, когда элементы каждой изъ обѣихъ группъ не 
равноцѣнны, но между ними тѣмъ не менѣе существуешь указан
ное ранѣе отношеніе ' значеній, легко сводится к ъ только что 
разобранному случаю. Приводя всѣ встрѣчающіяся дроби к ъ 
общему знаменателю (гл. I I , § 2), мы можемъ разсматривать всѣ 
элементы, к а к ъ кратные одного опредѣленнаго элемента и подоб-
нымъ же образомъ приходймъ к ъ понятію дробныхъ относитель-
ныхъ чиселъ . Сосуществованіе въ нѣкоторомъ множествѣ чи
селъ ^ - j * и i^j также равносильно ихъ отсутствію. 

Если множество содержитъ ^ элементовъ перваго рода и * 2 

элементовъ второго рода (относительно дробей мы съ самаго на
чала предполагаемъ, что онѣ приведены къ общему знамена
телю) и если мы станемъ уничтожать попарно соответственные 
элементы обѣихъ грунпъ до тѣхъ поръ, пока это возможно, то 
можетъ имѣть мѣсто о д и н ъ . и з ъ слѣдующихъ трехъ случаевъ: 

J) Вмѣсто этого въ элементарной ариометикѣ (алгебрѣ) говорить часто и 
«алгебраическія» числа.. 
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I . Если z1 — z2, то но остается ничего, и множество сводится 
къ числу 0. 

I I . Если гг ^>z2, напримѣръ, z} —z2Aru, то остается и элемен

товъ принадлежащихъ къ первой группѣ. Тогда множество 

опредѣляется числомъ и наименованіемъ, принадлежащимъ 

первой групііѣ. Это множество совершенно такого же рода, 
какъ и множества, разсмотрѣнныя въ гл. I и I I , а, слѣдовательно, 

мы его можемъ характеризовать абсолютнымъ числомъ н- вмѣсто 

(><\* т? 
положительнаго числа • Единственное различіе заключается 
въ томъ, что примѣненіе термина „положительное" число, даетъ 
возможность предполагать существованіе элементовъ противопо-
ложнаго рода, a примѣненіе термина „абсолютное" числу, эту 
возможность исключаете . Если нѣте надобности особенно подчер
кивать такое различіе, не имѣющее существеннаго значенія для 
вычисленій, то можно положительныя числа замѣнять абсолют
ными, а, слѣдовательно, и вообще употреблять для положитель-
ныхъ чиселъ болѣе простыя обозначения, именно I , 2, 3 и т. д. 

I I I . Если z2^>z1, напримѣръ, z2—z1-\-v, то остается ѵ элемен

товъ ~і принадлежащихъ ко второй группѣ, и множество въ этомъ 

случаѣ опредѣляется числомъ и наименованіемъ элемен

товъ первой группы 1 ) . 
Каждое изъ разсмотрѣнныхъ множествъ можетъ быть въ дѣй-

ствительности охарактеризовано или числомъ нуль или относи-
тельнымъ (положителышмъ или отрицательнымъ) числомъ и на-
именованіемъ одной, съ самаго начала разъ навсегда выбранной 
группы. Два множества считаются равнозначащими въ томъ слу-
чаѣ, если послѣ выполненія только что указанныхъ упрощеній 
(взаимное уничтоженіе двухъ соотвѣтственныхъ элементовъ про-
тивоположнаго рода) эти множества состоятъ изъ одинаковаго 
числа элементовъ одного и того же рода; согласно этому мы на-

1) Само собой понятно, что его можно было бы также внолнѣ охаракте-

' TT 
ризовать числомъ — и ооіцимъ наименованіемъ пторон группы. Но мы въ 

данномъ случаѣ желаемъ дать ,-ітому множеству нанменованіе одной определен
ной, съ самаго начала и навсегда выбранной группы. 

К. Ферберъ. Ариѳметика. 13 
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зываемъ равными два относительныхъ числа въ томъ случаѣ, 
если они имѣютъ одинаковое, абсолютное значеніе. и если при 
этомъ они одного и того же рода. 

Такимъ образомъ, мы убѣдились, что относительный числа, а 
въ томъ числѣ и отрицательный, являются такъ же, какъ и 
абсолютныя, результатомъ нашей духовной деятельности, а 
именно способности къ отвлеченно и коллективному соединенно. 
Само собою ясно, что отрицательный числа могутъ применяться 
только въ томъ случав , если пересчитываемые объекты имѣютъ 
себѣ противоположные, при чемъ присоединение мыслительным!, 
актомъ ихъ къ первымъ равносильно ихъ взаимному уничто-
женію г ) . 

Теперь перойдемъ къ опредѣленію дѣйствій надъ новыми чи
слами и установленію законовъ этихъ дѣйствій. 

§ 2. Сложеніе. 

A. Опредѣленіе суммы. 

Любыя относительный числа a, f>, у, • • • можно разематри
вать, какъ числа, соотвѣтствуюіція опредѣленнымъ множествамъ 
А, В, С- • • уже разсмотрѣннаго рода. Если относительный 
числа не будутъ всѣ цѣльши, то мы ихъ представляемъ обра
щенными въ дроби съ общимъ знаменателемъ п, а каждое изъ 
множестнъ А, В, С,••• составленнымъ только изъ элементовъ 

- и | - | ; такимъ образомъ любые два элемента, встрѣчающіеся 

во множестве, будутъ имѣть — или одинаковый значенія, или 
противоположный. Подъ суммой -) а —(— ß —}- Y —f-- • - * мы пони-
маемъ такъ же, какъ и въ § 3, гл. I число з, которое при
надлежите множеству S, полученному соединеніемъ множествъ 
А, В, С- • •. 

\. Пусть а, j i , у , • • • с у т ь числа одного и того-же рода, т . е . 
всѣ числа .положительный или всѣ числа отрицательный. Если 

I a I = f f l , \'$\г=Ъ, I у I г= с и т. д. , 

') Примт.чаніг Г а у с с а въ его коммонтаріи къ Theoria rosicluorum 
hi(]UH(lratic(iruin. Commentatio secumla. Ges. Werke I I . стр. 174. 

'•*) Сумму относительныхъ чиселъ называютъ часто «алгебраической» 
суммой. Ср. прим. 1. стр. 159. 



§ 2. Сложеніе. \S\ 

то множество « - | - 6 4-с-f - • • • содержитъ элементы одного рода. 
Отсюда вытекаетъ правило: С у м м а н ѣ с к о л ь к и х ъ о т н о с и-
т е л ь н ы х ъ ч и с е л ъ о д н о г о и т о г о ж е р о д а е с т ь ч и с л о 
т о г о ж е р о д а , а б с о л ю т н о е з н а ч е н і е к о т о р а г о р а в н о 
с у м м ѣ а б с о л ю т н ы х ъ з н а ч е н і й с л а г а е м ы х ъ . 

I I . Пусть теперь а и р будутъ числа различнаго рода и 
пусть напр. а положительно; ß—отрицательно. Во множестве S, 
получаемомъ соединеніемъ А и В, мы насколько возможно про-
изводимъ взаимное уничтоженіе элементовъ. Если а — Ь, то не 
остается ничего; если а^>Ь, то остается а — b элементовъ пер
ваго рода, а если 6 > а , то остается b — а элементовъ второго 
рода. Следовательно, а б с о л ю т н о е з н а ч е н і е с у м м ы 
д в у х ъ о т н о с и т е л ь н ы х ъ ч и с е л ъ р а з л и ч н а г о р о д а 
р а в н о р а з н о с т и а б с о л ю т н ы х ъ з н а ч е н і й о б о и х ъ 
с л а г а е м ы х ъ , п р и ч е м ъ с у м м а п о л о ж и т е л ь н а и л и 
о т р и ц а т е л ь н а в ъ з а в и с и м о с т и о т ъ т о г о , у к а к о г о 
с л а г а е м а г о а б с о л ю т н о е з н а ч е н і о б о л ь ш е . 

I I I . Пусть среди чиселъ а, % у, - • • имѣется произвольное 
число положителышхъ чиселъ, а остальныя отрицательныя числа. 

Такъ какъ элементы (*-), такъ же какъ и элементы ( ^ ) , равно

значны между собой, а, следовательно, любое (j-j взаимно уни

чтожается съ любымъ (--) , и такъ к а к ъ число, принадлежащее 

множеству, не зависитъ отъ порядка элементовъ, то мы можемъ 
суммированіе производить въ любомъ порядкѣ; т акъ , напримѣръ, 
мы можемъ сначала сложить положительный числа, затѣмъ отри
цательный, и, наконецъ, на основанін I I найти сумму этихъ част-
ныхъ суммъ. 

В. Слѣдствія уетановленнаго опредѣленія. 

I . Если въ суммѣ относительныхъ чиселъ каждое отдѣльное 
число замѣнить противоположнымь ему, то сумма сохраняете свое 
абсолютное значеніе, но переходить при этомъ въ число противо-
положнаго рода. 

I I . Если въ двучленной суммѣ, сохранивъ значеніе одного сла
гаемаго, второе слагаемое замѣнить другимъ числомъ, то и зна-
чѳніе всей суммы измѣнится. 

13* 
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§ 3. Вычитаніе. 

Подъ разностью а — ß двухъ относительныхь чиселъ а. ß. мы 
понимаемъ такое число у ,которое , будучи сложено съ ß, даетъ а. 
Изъ S - В, I I слѣдуетъ. что такое число у можетъ быть только 
одно. Если ß есть нѣкоторое положительное число Ь, то на осно
в а м и тождества 

Ь + (а + Ъ') = а 

слѣдуетъ, что искомая разность у = а - | - 6 ' . Если же ß есть отрица
тельное число / / , то такимъ же образомъ изъ Ь'-\-{а-\-Ъ) = а 
слѣдуетъ, что у = а - ( - & . С л ѣ д о в a т е л ь н о. р а з н о с т ь д в у х ъ 
о т н о с и т е л ь н ы х ъ ч и с е л ъ в с е г д а р а в н а с у м м ѣ 
у м е н ь ni а е м а г о и ч и с л а , п р о т и в о п о л о ж н а г о в ы ч и 
т а е м о м у. Такъ какъ въ области относительныхъ чиселъ ка
ждому числу соотвѣтствуетъ ему противоположное, и такъ какъ 
два относительныхъ числа можно всегда сложить, то и вычитаніе, 
относительныхъ чиселъ всегда возможно; подобно тому, какъ 
введеніе дробныхъ чиселъ (гл. I I , § 4 , стр. 9 4 ) устраняет!, огра
н и ч е н о возможности дѣленія, заключающееся въ томъ, что дѣлимое 
должно быть кратнымъ дѣлителя (гл. I , § 6 , В), т а к ъ и введеніе 
относительныхъ чиселъ освобождаетъ вычитаніе отъ того усло-
вія, что уменьшаемое всегда должно быть больше вычитаемаго. 

Изъ общаго предложеиія о независимости суммы отъ порядка 
отдѣльныхъ сложеній, слѣдуетъ, что для получепія с у м м ы 
о т н о с и т е л ь н ы х ъ ч и с е л ъ д о с т а т о ч н о с к л а д ы в а т ь 
п о с л е д о в а т е л ь н о о т д ѣ л ь н ы я с л а г а е м ы я . 

В м ѣ с т о т о г о , ч т о б ы в ы ч и т а т ь с у м м у о т н о с и 
т е л ь н ы х ъ ч и с е л ъ , м о ж н о п р и б а в и т ь з н а ч е н і е , п р о 
т и в о п о л о ж н о е э т о й с у м м ѣ , к о т о р о е н а о с н о в а н і и 
в ы с к а з а н н а г о в ъ § 2 В, I , м ы п о л у ч и м ъ , з а м ѣ н я я 
к а ж д о е с л а г а е м о е п р о т и в о и о л о ж н ы м ъ е м у з н а -
ч е н і е м ъ . 

Въ этихъ предложеніяхъ, какъ частные случаи, заключены 
формулы гл. I , § I V В, ( I ) — ( V I ) , стр. 17, въ чемъ сейчасъ же 
можно убѣдиться, если встрѣчающіяся тамъ разности написать 
въ видѣ алгебраическихъ суммъ. Въ области относительныхъ чи
селъ справедливость этихъ формулъ не связана тѣмъ условіемъ, 
чтобы при каждомъ вычитаніи уменьшаемое было больше вычи
таемаго. 
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Равенство : 

а — b = a -f- U, 

въ частномъ случаѣ при а = 0 обращающееся въ 

О — b — 0-\-b' = b', 

привело къ общепринятому теперь обозначенію отрипательныхъ 
чиселъ. Если написать вмѣсто 0 — b короче — Ь, то получимъ 
V — — Ь; поэтому на ирактикѣ отрицательное число и обозна
ч а е м ^ ставя знакъ „—" передъ соотвѣтствующимъ абсолютнымъ 
числомъ. Такимъ образомъ, этотъ знакъ изъ знака только дьй-
ствія превращается въ знакъ, характеризующей родъ числа. Этотъ 
знакъ исиолняетъ ту же функцію, какъ и нримѣнявшіііся нами 
до сихъ норъ значокъ ('); послѣднимъ мы все же будемъ поль
зоваться въ слѣдующихь §§, когда это окажется цѣлесообразнымъ. 

Такъ какъ положительное число а можно разематривать, какъ 
результата сложенія ü - j - a , то передъ абсолютнымъ числомъ 
ставятъ знакъ „-)-" , если лселаютъ подчеркнуть, что это число 
положительное. 

Выраженіе, образованное сложеніемъ и вычитаніемъ относи
тельныхъ чиселъ. к а к г , напримѣръ, 

а Л. b' — i' — f/-f e', 

можно написать въ видѣ 

( + a) + ( - * ) - ( - " ) - ( + à) + ( - e), 

пользуясь только что указанными- обозначеніями, или въ видѣ 

(+ «) + (- Ь) + (+ с) + ( - d) - [ - ( - е), 

записавъ вычитаемый въ видѣ слагаемыхъ. 

Чтобы избѣжать излишнихъ знаковъ и скобокъ, установили 
соглашение: писать сумму относительныхъ чиселъ, опуская пе
редъ каждымъ слагаемымъ знакъ дѣйствія, но номѣщая знакъ, 
указывающій на родъ слагаемаго; такимъ образомъ, наше выра-
женіе приметь видъ: 

Л-а — 6 -f- с — d — е. 

Слѣдовательно, знаки -f- и — являются здѣсь не знаками дѣй-
ствій, а знаками, указывающими родъ чиселъ („предзнаки" — . 
Vorzeichen",). Само собой ясно, что при такомъ способ!; письма 
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знакъ 4 - передъ положительнымъ слагаемымъ нельзя опускать; 
чтобы не возникало недоразумѣній его опускаютъ только не-
редъ нервымъ слагаемымъ, условившись, что если передъ пер-
вымъ числомъ нѣтъ знака, то оно имѣетъ положительное зна-
ченіе. 

Равенства 

х-\-(а-\-Ѵ + r + tt - L . ^ , = a : 4 - « - 4 - 6 ' 4 - r - f <T <•' 
и / 

X — (о 4- V 4 - e 4 - il - f (>) = X -4- (i + h 4 - e' - f d 4 - P, 

кыражающія высказанный предложенія о сложеніи и нычита-
ніи алгебраической суммы, напишутся т(чіерь слѣдующимъ обра
зомъ: 

X -\-(а — Ь-\- с — d — с) = х-\-а — b -\-е — d — с-
и 

X — (а — b 4 - с — d — с) — X — а-\-Ь — с - j - d -f- <'• 

Для примѣненія на практик!; эти равенства обыкновенно фор
м у л и р у ю т такъ : скобка, передъ которой поставленъ знакъ плюсъ, 
просто опускается, скобка же, передъ которой стоить знакъ ми-
нусъ, можетъ быть опущена лишь тогда, когда передъ каждымъ 
членомъ, стоящимъ въ скобкахъ, зиакъ будетъ измѣненъ въ про
тивоположный Л ) . 

§ 4. Сравненіе относительныхъ чиселъ по величинѣ. 

Согласно § 2, гл. I , абсолютное число а мы называемъ тогда 
большимъ абсолютнаго числа b (или b меныпимъ а), если имѣется 
такое абсолютное число .е, что a = b-\-s или, другими словами, 
тогда, когда разность а— b есть абсолютное число. Аналогично 
съ этимъ и относительное число а будемъ считать большимъ 
относительна™ числа ß (или ß меньшимъ а) , если всегда суще
ствующая и однозначно опродѣляемая разность а — ß имѣетъ по
ложительное значеніе. Если а и р оба будутъ положительны, то 
опредѣленіе остается такимъ же, что и для абсолютныхъ чиселъ. 
Если а обозначаетъ какое-либо положительное число а, ß—какое-
либо отрицательное число V, то имѣемъ: 

• а — р = а — V = a - f - Ь, 

') Конечно, здѣсь предполагается, что рѣчь идетъ только о сложеніи и вы-
читаніи, а не объ умноженіи и дѣленіи выражрній. заключенныхъ въ скобки. 
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следовательно, результата несомнѣнио ноложителенъ, т . -е . каждое 
произвольно взятое положительное число больше какого угодно 
отрицательнаго числа. Если числа а и оба отрицательный, а = «' и 
$ = Ь', при чемъ а ^> Ь, то ß — а ----- V — а' — Ъ' -f- а есть число по
ложительное, следовательно, j i > a или а - < р \ т.-е. и з ъ д в у х ъ 
о т р и ц а т е л ь н ы х ! , ч и с е л ъ т о б о л ь ш е , к о т о р о е 
и м ѣ е т ъ м е н ь ш е е а б с о л ю т н о е з н а ч е н і е . Далѣе легко 
видѣть, ч т о к а ж д о е п о л о ж и т е л ь н о е ч и с л о б о л ь ш е 
н у л я , а к а ж д о е о т р и ц а т е л ь н о е м е н ь ш е н у л я . 

Согласно только что данному опредѣлепію 

а > $ означаетъ, что а — ;5 =]\ \ гдѣ рг и р2 два какія-либо 
$^>'{ означаетъ, что $—у-~P2J положительный числа. 

Сложеніе послѣднихъ равенствъ даетъ 

т .-е . изъ того, что a > , j и [ і > у слѣдуетъ, что а > у (ср. гл. I , 

§ а с , i d . 
Такъ какъ согласно нашему онредѣленію 

а - f 6 > а, 
а 

а - И ' < а , 

то предложите §' 3 С, I , гл. I о томъ, что сумма нѣсколі.кихъ 
чиселъ всегда больше любого изъ он слагаемыхъ, въ области 
относительиыхъ чиселъ уже не обладаетъ общностью. 

ІІредложеніе, высказанное § 2 В, I I , теперь мы можемъ 
точнѣе формулировать т а к ъ : изъ двухъ двучленныхъ. суммъ, 
имѣющихъ только по одному одинаковому слагаемому, та будетъ 
имѣть большее значеніе, въ которой другое слагаемое больше: 
въ самомъ дѣлѣ, если ß > y , слѣдователыю, — у равно ка
кому-либо положительному числу р, то и 

(a-f- • ; ) - - la - f y ) = 3 — у = ; > , т.-е. а 4 - } > а 4 - у. 

Непосредственно изъ опредѣленія понятія „больше" выте-
каетъ и справедливость предложенія § 3 С, I V , гл. I и для отно
сительиыхъ чиселъ, т.-е. если 
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и 

то и 

Чтобы дать геометрическое представленіе соотношенію по 
величинѣ любыхъ относительныхъ чиселъ, представимъ себѣ, 
что при некоторой точкѣ на прямой линіи поставлено число 
нуль. Вправо оть этой точки представимъ написанными числа 
положительныя, a влѣво отрицательный, и пусть эти числа бу-
дутъ расположены т а к ъ , что положительныя или отрицательный 
числа, имѣющія большую абсолютную величину находятся дальше 
отъ начальной точки. Тогда относительный числа окажутся распо
ложенными по величинѣ въ томъ смыслѣ, ч ю каждое изъ нихъ 
больше числа, стоящаго отъ него слѣва, и меньше числа, стоя-
щаго отъ него справа, 

§ 5. Умноженіе. 

A. О п р е д ѣ л е н і е и р а в е н с т в а . 

Оиредѣленіемъ, даннымъ въ § 5 А, гл. I , мы установили 
смыслъ такого произведенія, у котораго множитель есть число 
абсолютное, а множимое есть величина, допускающая сложе-
ніе съ какой-либо величиной, ей однородной. Согласно этому 
опредѣленію, если и, Ь обозначаютъ какія-либо цѣлыя абсолют
ный ч и с л а 1 ) , имѣемъ: 

ф слагаемыхъ) 

(-(- а) • Ь = - j - а -\~ а - j - • • • - ) - а• = - ) - «Л 

и 

ф слагаемыхъ) 

(—а)-Ь = — а — и — • — а = — аЬ. 

Такъ какъ при разечетахъ абсолютный числа имѣютъ одина
ковый смыслъ съ положительными (ср. § 1, стр. 179), то мы мо
жемъ записать эти равенства и такъ : 

( + « ) • ( + * ) = + « • * 

!) Въ гл. И, § 4 показано, какимъ образомъ умноженіе дробныхъ чиселъ 
сводится къ умноженію цѣлыхъ чиселъ. 
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и 
(—о) • ( + & ) = — a - i . 

Сумму Ь слагаемыхъ, изъ которыхъ каждое равняется а, мы 
въ свое время обозначили черезъ а-Ь; съ другой стороны, мы 
ввели символъ V, или — Ь, для обозначенія множества изъ Ь та
кихъ объектовъ, ото всѣхъ особыхъ свойствъ которыхъ мы 
отвлеклись, за исключеніемъ того свойства, что каждый изъ 
нихъ противоподоженъ объекту, обозначенному „ I " ; подобно 
этому обозначим!, теперь сумму, состоящую изъ Ь слагаемыхъ, 
изъ которыхъ каждое имѣетъ значеніе противоположное a, че
резъ а-Ѵ или a-(—b); т . -е . для сокращеннаго обозначенія суммъ: 

(b слагаемыхъ) (Ь слагаемыхъ) 

а' -\-а' -\-• • •-\- а' или — а —а — • • — а, значеніе которыхъ, со
гласно § 2, есть — ab, введемъ символъ а-Ѵ или а-(— Ь) и для 

(b слагаемыхъ'і 

суммы а -\- а -\- • • • -\- а, значеніе которой есть -f- ab, введемъ также 
символъ а!-Ь' или (—а)(—Ь). С л е д о в а т е л ь н о , в о о б щ е а о д ъ 
з н а к о м ь a • ß м ы б у д е м ъ р а з у м ѣ т ь т а к о е ч и с л о (f, 
а б с о л ю т н о е з н а ч е н і е к о т о р а г о р а в н о п р о и з в е д е 
н а а б с о л ю т н ы х ъ з н а ч е н і й a и ß. и к о т о р о е б у д е т ъ 
п о л о ж и т е л ь н ы м ъ и л и о т р и ц а т е л ь н ы м ъ , в ъ з а в и с и 
м о с т и о т ъ т о г о , б у д у т ъ л и а и ß ч и с л а м и о д н о г о 
и л и р а з л и ч н а г о р о д а 2 ) . 

Если ß есть число положительное, то полученное такимъ 
образомъ число ср тождественно съ произведеніемъ чиселъ a и ß. 

Не трудно показать, что если a и fi суть произвольный отно
сительный числа, то законы, выведенные для произведенія абсо
лютныхъ чиселъ (Гл. I , § 5 \і и С), справедливы и для операцій, 
при помощи которыхъ изъ а и р образуется ш. Справедливость 

'•*) Какъ нрнмѣръ образования какого-либо числа z изъ двухъ чиселъ я. р 
указаннымъ выше способомъ, можно принести изъ физики елѣдующее: если 
о. и ji обозначают!, олектричсскіе заряды двухъ матеріальныхъ точекъ, выра-
женныхъ въ соотвѣтственныхъ едішицахъ, при чемъ каждому положительному 
значенію a или р должно соотвѣтствовать стеклянное электричество, а отрица
тельному смоляное электричество, то образованное по указанному въ текстѣ 
способу число s = 1 • } иредставляеть число единицъ силы взанмодѣйствія о б ѣ -
ихъ электрическихъ массъ, если ихъ разстояніе другъ отъ друга равно 1 , при 
чемъ положительное значеніе s означаетъ отталкиваніе, отрицательное — нри-
тяженіе. 
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коммутативнаго а - а и ассоціативнаго закона (а-^)-у—-а-С^-у) 
очевидна. Чтобы доказать справедливость формулы 

< a - f ? ) - Y - = a - Y + И 

(законъ дистрибутивный) мы должны отдѣлыю рассмотреть случаи, 
когда а, у положительны и когда отрицательны. 

1. Пусть 

а = — и, $ = — Ь у = -\- г, 

тогда имѣемъ (но § 2 А I) 

следовательно, 

(а - f f i ) - Y = —L<« + * ) • ' • ! 

(согласно только что данному опредѣленію); съ другой стороны: 

а-у = — ас, • у = — йе и а • у --|- fi у — — (ас - | - йс ). 

Такъ к а к ъ для абсолютных!, чиселъ (а -\- Ь)-г = ас be, то 
для случая перваго дистрибутивный законъ доказанъ. 

2. Пусть 

2 = — а, 'у.= -\-Ь, ( « > й ) и у = —- с, 

тогда имѣемъ (§ 2 А, I I ) 

a -\- £ — «. -4- й — — {а — Ь) 

(a + =i).Y = - T - [ ( « - i ) . r | , 

съ другой стороны 

а - у - = + « л ß - y = — й с , я - у + fî • у = + ("•'' — И , 

и такъ какъ для абсолютных!, чиселъ 

(а — Ь)-е = ас — йс, 

то и для второго случая дистрибутивный законъ имѣетъ мѣсто. 
Для осталыіыхъ случаевъ доказательство ведется аналогично, 

и такъ какъ всѣ формулы § 5 С, гл. I , выведены на основаніи 
коммутативнаго, ассоціативнаго и дистрибутивнаго законовъ, при 
чемъ не было необходимости возвращаться к ъ значенію произве-
денія, то всѣ эти формулы пригодны и для операціи, при по
мощи которой число а-'$ получилось изъ чиселъ а и р\ Поэтому 
при дѣйствіяхъ надъ символомъ а-fi, намъ незачѣмъ различать, 
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будутъ ли а и • ß абсолютными или относительными числами: 
этимъ оправдывается выборъ знака числа a-j i , иолученнаго 
описанными пріемами изъ чиселъ а и fl, такъ же какъ и названіе 
„ п р о и з в е д е т е " , которое мы даемъ числу а-}, и названіе „умно-
женіе" для самого дѣйствія, дающаго въ результат!; число а-$. 
Легко видѣть, что ни для какого другого опредѣленія символа 
а-} законы умноженія не имѣютъ мѣста. 

Повторнымъ иримѣненіемъ дистрибутивнаго закона получаемъ 
слѣдующую болѣе общую формулу (ср.. гл. I , § 5 С). 

(a, -f- а, -I {- a j ( ? i 4 f I) = я , ? , + -) 1- я | И ? , 

Ч - а ^ , , + ct2f4„ - j h a j „ , 

т . -е . ч т о б ы у м н о ж и т ь с у м м у о т н о с и т е л ь и ы х ъ ч и 
с е л ъ н а д р у г у ю с у м м у т а к и х ъ ж е ч и с е л ъ , с л ѣ -
д у е т ъ к а ж д о е с л а г а е м о е о д н о й с у м м ы у м н о ж и т ь 
н а к а ж д о е с л а г а е м о е д р у г о й и п о л у ч е н н ы й п р о и з -
в е д е н і я с л о ж и т ь . Въ этомъ предложеніи, какъ частные слу
чаи содержатся формулы гл. I , § 5 С, I — V I , если входящія въ 
составъ этихъ формулъ разности разсматривать, какъ алгебраи-
ческія суммы. Такимъ образомъ, введеніе относительиыхъ чиселъ 
даетъ возможность различный формулы свести къ единственному 
предложенію. 

В. Н е р а в е н с т в а . 

I . Пусть 
? > У і т . -е . = ;==Y+i>, 

і'дѣ р означаетъ положительное число. Тогда для какого-либо 
относительнаго числа a имѣемъ: 

а • ß = а • Су - \- р) = а - у 4- я -Р-

Слѣдовательно, если а положительно, то и произведете а-р 
положительно, откуда вытекаетъ а ^ ^ > а у ; если же а отрица
тельно, то а-р тоже отрицательно, поэтому а ^ < ^ а у . Такимъ 
образомъ, неравенство всегда можно почленно умножать на поло
жительное число, а на отрицательное число можно умножать 
лишь послѣ того, какъ знакъ неравенства измѣненъ на, противо
положный. Если а и р оба отличны отъ нуля, то и произведете 
а-р никогда нулемъ быть не можетъ; если а отлично отъ нуля, 
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a (J и у имѣютъ различный значенія, то ар и ау тоже имѣютъ 
неравный значенія, откуда далѣе заключаемъ, что если ар = ау, 
то, или а —О, или р = у. 

I I . Если 
а > р 

и 

то въ зависимости отъ значенія чиселъ a, p, у, о должно быть 
или ау > р2, или ау < ро. 

§ 6. Дѣленіе. 

Согласно опредѣленію, данному для абсолютныхъ чиселъ 
(гл. I , § 6 А), мы подъ частнымъ ( р : а ) двухъ относительныхъ 
чиселъ р и a разумѣемъ число, которое будучи умножено 
на а даетъ въ результате р, такъ что ( р : а ) - а = а - ( р : а ) = р. 
Изъ § 5 В, I , слѣдуетъ, что для случая а ^ О такое число 
можетъ быть только одно. Онредѣленіе нроизведенія, установлен
ное въ § 5 А, даетъ непосредственно следующее: а б с о л ю т н о е 
з н а ч е н і е (р :а ) р а в н о ч а с т н о м у а б с о л ю т н ы х ъ з н а ч е -
н і й р и а, п р и ч е м ъ э т о ч а с т н о е б у д е т ъ п о л о ж и 
т е л ь н о и л и о т р и ц а т е л ь н о в ъ з а в и с и м о с т и о т ъ 
т о г о , о к а ж у т с я л и ч и с л а р и а о д н о г о и т о г о ж е 
и л и р а з н а г о р о д а . Благодаря введенію дробныхъ чиселъ 
(гл. И, § 4) дѣленіе становится всегда выполнимымъ, за исклю-
ченіемъ того случая, когда дѣлитель а = 0. Такъ какъ формулы 
§ 6 В, I — V I I I , гл. I , выведены только на основаніи основныхъ 
законовъ умноженія и однозначности частнаго (ср. примѣчаніе 1, 
стр. 28), то мы теперь можемъ утверждать, что эти законы 
имѣютъ мѣста и для относительныхъ чиселъ. 

§ 7. Возведете въ степень и извлечете корня. 

А. Показатель степени положительное цѣлое число т. 

Смыслъ выраженія 
(ni сомножителей ) 

а"1 = а • а • • - а 

ВПОЛНЕ определяется понятіемъ произведенія относительныхъ 
чиселъ. Если а положительно, то и а"' всегда тоже положительно; 
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если же а отрицательно, то ат будетъ положительнымъ или 
отрицательнымъ въ зависимости отъ того, окажется ли ш чет-
нымъ или нечетнымъ числомъ; напримѣръ, 

( - M ) ' " — 4 - 1 , 

но ( — — е с л и четное, 

— — I , если m нечетное. 

В. Показатель степени положительное дробное число 

Согласно оиредѣленію, данному въ гл. I I , § 5 В, стр. 96 мы 

подъ а « должны разумѣть {} а) -

I . а — ч и с л о п о л о ж и т е л ь н о е . 

1. и — ч и с л о нечетное. 
Нельзя найти отрицательнаго числа, и-я степень котораго 

была бы равна а, но также нельзя найти и болѣе одного такого 
положительнаго числа (ср. гл. I , § 8 А). Либо такое положи-

тельное число х существуете, и тогда а"» =хт, либо можно найти 
(гл. I I , § 5 С, I I I , стр. 102 и т. д.) два такихъ положительныхъ 
числа хх и ж 2 , чтобы хх

п < а < 0 2 " и чтобы х2—хг было числомъ, 
меньшимъ любого даннаго положительнаго числа 5. Въ этомъ слу
ч а в , какъ выяснено на стр. 105, если только не ставить цѣлью 

m 

абсолютную точность, можно число а я , не существующее въ на
шей числовой области, замѣнить однимъ изъ чиселъ хх

т или х2

т_ 
2. и — число четное. 
Если существуете такое положительное число х, что хп = а, 

то въ этомъ случаѣ и ( — х ) п — а. Сим во ль а" •• J а въ этомъ 

случаѣ имѣетъ два значенія 4~% и — ж , и а » — ( | а) въ слу-
чаѣ m нечетнаго имѣетъ два значенія -\-хт и — х т , а въ слу-
чаѣ m четнаго только одно значеніе -\-хт. Если такого числа х 
не существуете, то кромѣ неравенства 

.Tj" < а < х2

п (х2 — хл << Ь) 

существуютъ еще неравенства 

( — а ? , ) " < а < ( — х2У, 
гд'Ь 

(— »і) — (— * 2) = х2 — хх<г. 
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I I . а — ч и с л о о т р и ц а т е л ь н о е . 

1. п — число нечетное. 

Въ этомъ случаѣ или имѣется единственное отрицательное 
m 

число — X , и-ая степень котораго = а, и тогда имѣемъ а » = 
- (—х)"\ или можно найти два отрицательных?, числа ( — - г л ) и 
С—ж 2), абсолютное значеніе разности которыхъ меньше произ
вольно малаго, напередъ выбраннаго значенія 5, т акъ что: 

( — a r 2 ) » < а < ( — £ , ) " . 

2. » — число четное. 

Нельзя найти такого о т н о с и т е л ь н а я числа чтобы <-п — а, 
а также и такого относительнаго числа S,, чтобы £.,"<< а, такъ 
какъ четная степень всякаго положительнаго или отрицательнаго 
числа всегда имѣетъ положительное значеніе, a, следовательно, 
во всякомъ случаѣ больше отрицательнаго числа а. При этомъ 

1 п г 
условіи задачу, поставленную символомъа» = \ а, мы не можемъ 
рѣшить даже и въ томъ случаѣ. если замѣнимъ а числомъ мало 

отличнымъ отъ него. Символъ an", для случая отрицательнаго 
значенія a и четнаго значенія и, не имѣетъ, слѣдовательно, ни
какого смысла въ области относительиыхъ чиселъ. 

I I I . Ф о р м у л ы д л я с т е п е н е й с ъ д р о б н ы м и 
п о к а з а т е л я м и . 

Справедливость формулъ для дѣйствій надъ корнями (гл. I , 
§ 8) или надъ степенями, показатели которыхъ суть дроби, 
основывалась съ одной стороны на предложеніяхъ, справедливыхъ 
для степеней съ цѣлыми показателями, съ другой стороны, также 
и на однозначности корней въ области абсолютныхъ чиселъ. По
следнее свойство корней въ области относительиыхъ чиселъ не 
является уже общимъ для степеней съ дробными показателями; 

m 

напротивъ, символъ а » , если а положительно, п — число четное, 
m — нечетное, имѣетъ два значенія, одинаковыя по абсолютной 
величинѣ, но противоположный но знаку; поэтому наши формулы 
нельзя непосредственно прилагать к ъ относительнымъ числамъ, 
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по крайней мѣрѣ въ томъ же самомъ смыслѣ, какъ и къ абсо
лютнымъ числамъ. Такъ , напримѣръ, имѣомъ: 

256 * = ( > ' 2 5 6 j 3 = ( 4 ; if = ± 64, 

но 

256 5" = (,У 2 5 б ] е = ( ± 2)в = -t- 64. 

Равенство 

256 " 256 * 

справедливо лишь въ томъ смыслѣ. что единственное значеніе, 
которое имѣетъ лѣвая часть, равно одному изъ двухъ значеній 
правой части. То же самое можно сказать о равенствѣ 

или 

8 1 * = № * ) * 

такъ какъ лѣвая часть имѣетъ только одно значеніе - } - 9, а пра
вая оба значенія + 9 г ) . 

Следовательно, при употребленіи формулъ, въ которыхъ корни 
и степени встречаются съ дробными показателями, слѣдуетъ 
обращать вниманіе на то, представляютъ ли обѣ части равен
ства однозначные или многозначные символы, и въ послѣднемъ 
случаѣ изслѣдовать, какія значенія этихъ символовъ равны другъ 
другу. 

Если а положительно и п число четное, то положительное 
значеніе 'У а называютъ г л а в н ы м ъ з н а ч е н і е м ъ .-) корня. 
Теперь возникаешь вопросъ, останутся ли въ силѣ всѣ формулы, 
выведенный для корней или для степеней съ дробными показа
телями въ томъ случаЬ, если каждый двузначный корень заме
нить его главнымъ значеніемъ. По этому поводу приходится сде
лать слѣдующее замѣчаніе: 

') Разумѣется ото примѣчаніе сдѣлано въ иредположеніи, что мы не вы-
ходимъ изъ области дѣйствителыіыхъ чиселъ. 

2 ) Въ случаѣ а ^> 0 это утверждеиіе остается въ силѣ и при дальнѣіішемъ 
расшнреніи (гл. V I I ) числовой области, между тѣмъ какъ среди различных* зна-
ченій. кото))ыя будетъ имѣть тогда корень съ нечетнымъ показателемъ изъ 
отрицательнаго подкоренного количества, единственное значеніс, имѣющееся 
въ нашей настоящей числовой области, не явится уже главнымъ значеніемъ 
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1. Если въ одной изъ формулъ встречаются только четные 
показатели корней, то всѣ подкоренныя количества должны быть 
числами положительными, чтобы эти корни вообще имѣли смыслъ 
въ области относительныхъ чиселъ; въ этомъ случаѣ, согласно 
сделанному условно, слѣдуетъ брать ВСЕ корни съ положительнымъ 
значеніемъ; а такъ какъ произведете и частное двухъ положи-
телыгыхъ чиселъ есть число положительное (сумма и разность 
корней въ этихъ формулахъ не встрѣчаются), то обѣ части ра
венства будутъ положительны, a слѣдовательно, формулы оказы
ваются справедливыми и по отношенію к ъ знакамъ чиселъ . 

2. Если въ одной изъ формулъ встречаются корни только съ 
нечетными показателями, то всѣ корни въ области относитель
ныхъ чиселъ однозначны; следовательно, доказательство, данное 
въ гл. I , § 8 В, стр. 34, примѣнимо здѣсь, и формулы остаются 
справедливыми. 

3. Формула, въ составъ которой входятъ четные и нечетные 
показатели корней, можетъ оказаться невѣрной въ томъ случав , 
если для корней съ четными показателями взять ихъ главныя зна-
ченія. Такъ , напримѣръ, при этихъ условіяхъ формула 

у а — у/ OL 

(ср. гл. I , § 8 В) уже не будетъ справедлива, если а — отрица
тельно, n — число нечетное и г — число четное, т акъ какъ глав
ное значеніе лѣвой части положительно, а правой отрицательно. 
Приведемъ числовой примѣръ: 

но 
= - 2 . 

Дать полный отвѣтъ на поставленный вопросъ о справедли
вости формулъ мы будемъ въ состояніи лишь послѣ дальней
шего расширенія числовой области. 

С. Показатель степени есть число отрицательное. 

По § 7 В гл. I и § 5 А и В гл. I I , если p^>q, то: 

если же p<C,q, то 
аі':а'і~- 1 :<г' >' r). 

i) p и q могутъ быть дѣлыми и дробными числами. Въ послѣднемъ случаѣ 
формулы справедливы въ вышеуказанномъ смыслѣ (§ 7 В , I I I ) . 
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Такъ , напримѣръ: 

п 

а"' : a s • 1 : a s » = 1 : а 3 . 

Если во второмъ случаѣ примѣнпть чисто формально правила, 
выведенный для перваго сд} чая. то прндемъ къ равенству а-'* : a s — 
— 2ъ"а — а-э. Правая часть этого равенства пока не имѣеть 
никакого смысла, такъ к а к ъ до сихъ поръ понятіе степени 
было установлено лишь для положительныхъ показателей. Жела-
ніе имѣть возможность пользоваться однимь п тѣмъ же правп-
ломъ для нахожденія частнаго а ' ' : а' , независимо отъ того, бу
детъ ли р ^ q, привело къ тому, что лишенному до сихъ поръ 

смысла символу а - х дали значеніо 1 : а с } ) . Подобное представление 
частнаго I : а 1 , какъ степени съ основаніемъ а и показателемъ 
— X, окажется цѣлесообразнымъ только въ томъ случав, если съ 
введеннымъ символомъ а ~ г можно оперировать, руководясь 
тѣми же правилами, какъ и при дѣйствіяхъ надъ степенями съ 
положительными показателями; послѣднее же обстоятельство мо
жетъ имѣть мѣсто тогда и только тогда, если для отрицатель-
ныхъ показателей окажутся справедливыми тѣ же законы іср. гл. I , 
§ 7 В , гл. ІГ, § о В), что и для положительныхъ показателей 
степеней. Теперь не трудно показать, что это действительно 

имѣетъ мѣсто. Нужно только а~х замѣнить черезъ ~і выпол

нить надъ нимъ необходимый преобразованія, возможность кото

рыхъ доказана для положительныхъ показателей, a затѣмъ снова 

') При опредѣленіи степени съ отрицательными показателями можно также 
исходить изъ соотвѣтствія ариометпческаго ряда 1, 2, 3. . . . m съ геометриче-
скимъ рядомъ а\ « 2 , я 3 , . . . я'" (ср. гл, I I , § 5 В, стр. 97. прим. Г). Если про
должить оба ряда, не измѣняя разности, a соотнѣтственно и знаменателя про
г р е с т и , влѣво за первый членъ, то получится: 

_ 3 , — 2 . — 1,0. + 1 . + 2 . - 4 - 3 . . . , и соотвѣтственно -~ . \,- - , 1. о, о*. « 3 . . . 

Ксли и теперь разс.матривать какой-либо членъ гео.четрическаго ряда, какъ 
степень числа а. показатель которой есть соотвѣтствующііі членъ ариометпче
скаго ряда, то слѣдуетъ положить: 

о » = 1, а~1 = —, а-г = 
а 

1 
« 2 

и т. д. 

14 
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перейти к ъ степенямъ съ отрицательными показателями. Т а к ъ , 
напримѣръ : 

г 1 1_ 1 1 _ , 

далѣе имѣемъ: 

a - I - a - ï ' = 4r- -s = , a (•r+y> = a x- »: 
a a* a + " 

( a - I ) ^ s ' = _ J _ = 1 = д - » = д і - л ' і - » ) и т. д. 

He трудно также показать, что и всѣ остальныя формулы 
гл. I , § 7 В, I — У остаются справедливыми, если встрѣчаю-
щіеся въ нихъ показатели или всѣ, или частью будутъ отрица
тельными. А т а к ъ какъ всѣ вычисленія со степенями основываются 
исключительно на этихъ формулахъ, то на пракгикѣ, при пре
о б р а з о в а л и какого-либо выраженія намъ нѣтъ надобности дѣлать 
различіе между случаями положительныхъ и отрицательныхъ по
казателей степеней. Этимъ доказывается целесообразность уста-
новленнаго нами опредѣленія степени съ отрицательнымъ пока
зателемъ. 

§ 8. Логариѳмированіе. 

Въ области абсолютныхъ чиселъ мы называли х логариомомъ 
числа а при основаніи g, если удовлетворялось равенство д* = а. 
Чтобы избѣжать излишней сложности, ограничимся нока лишь 
положительнымъ основаніемъ g и назовемъ £ логариомомъ числа а, 
если r/ = a; въ области же относительныхъ чиселъ ф можетъ 
имѣть два значенія (§ 7 В, I , 2) въ томъ случаѣ, если S есть 
дробь, числитель которой есть число нечетное, а знаменатель 
четное. Чтобы каждому логариому соотвѣтствовало одно и только 
одно число, мы къ опредѣленію логариѳма присоединимъ еще 
такое условіе: если ф имѣетъ два значенія, то главное значеніе 

ф- должно равняться а 1). Такъ , напримѣръ, \ мы называемъ ло-

') Коренная причина этого утверждения, — именно то обстоятельство, что 
лишь главный значенія какой-либо степени суть значенія одной и тон же функ-
ціи. тогда какъ отрицательный уначенія могутъ еоотвѣтетвовать раадичнымъ 
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гариѳмомъ только числа ~|- 3 при основаніи 9, хотя Ф = Hh 3. 
Вслѣдствіе этого въ нашей области чиселъ отрицательный числа 
не имѣютъ логариомовъ. 

Для £ = 0, ф — 1, следовательно, логариомъ единицы при 
каждомъ основаніи равенъ нулю. Если то для положитель-
ныхъ значеній £ степень ф^>і, а для отрицательныхъ </:*<<1> 
если же ц < [ 1, то для положительных!, значеній S степень ф- <і 1, 
а для отрицательныхъ степень ф > I . Следовательно, для осно-
ваній, ббльшихъ единицы — а на практикѣ примѣняются исклю
чительно только эти основания, - числу большему единицы со
ответствуешь положительный логариомъ, а положительному числу, 
меньшему единицы — отрицательный логариомъ. Такъ какъ фор
мулы степеней остаются справедливыми и для отрицательныхъ 
показателей, то и выведенный на основаніи ихъ формулы для 
вычисленій съ логариомами (гл. I , § H С) справедливы и тогда, 
когда всѣ логариомы или часть ихъ отрицательны. 

функціямъ, въ зависимости отъ значенія знаменателя въ показатель,—будетъ 
выяснена лишь нослѣ введенін комплексных* чиселъ. Тамъ же мы дадимъ и 
опредѣлеиіе логариома любого комплексная числа при любом* комплексном* 
основаніи. Ср. гл. \'1І, § 4 I) и К. 

14* 



Г Л А В А V. 

Операціи въ области раціональныхъ 
чиселъ. 

В в е д е н і е . Введенный до сихъ поръ числа, цѣлыя и дробныя, 
положительныя и отрицательный, характеризуются общимъ на-
званіемъ: „р а ц і о н а л ь н ы я " ч и с л а. Вт, главахъ отъ I до IV мы 
убѣдились въ томъ, что четыре основныя дѣйствія—сложеніе, вы-
читаніе, умноженіе и дѣленіе (единственное исключеніе—дѣленіе 
на нуль) надъ раціональными числами всегда выполнимы, т . -е . 
всегда приводить к ъ опредѣленнымъ раціональнымъ числамъ. 
Следовательно, рац іоналышя числа образуютъ замкнутую область, 
изъ предѣловъ которой не выходятъ результаты первыхъ четы-
рехъ дѣйствій. В ъ приложеніяхъ математики, вообще говоря, 
вполнѣ достаточно области раціональныхъ чиселъ. Поэтому 
раньше, чѣмъ перейти къ введенію новыхъ чиселъ, которое съ 
теоретической точки зрѣнія во всякомъ случаѣ является необхо
д и м ы м ^ мы разберемъ рядъ операцій, выполпимыхъ въ раціо-
нальныхъ числахъ. 

§ 1. Комбинаторика1). 

А. П е р е с т а н о в к и . 

При построеніи понятія числа мы исходили (гл. I , § 1) изъ 
множествъ, состоявшихъ изъ такихъ вещей, отъ особыхъ свойствъ 
которыхъ мы совершенно отвлекались. Въ цѣляхъ, стоявшихъ 

') Комбинаторика въ X V I I I столѣтіи и первой половин* X I X играла въ 
.математической литературѣ большую роль, чѣмъ въ ііоелѣднее десятилѣтіе. 
Если отдѣлышя задачи комбинаторики били разрешены уже въ I V столѣтіи 
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тогда передъ нами, мы разсматривали различный вещи, какъ 
вполнѣ однородныя (сдѣлать это было тѣмъ легче, чѣмъ менѣе 
различій мы могли признать въ каждомъ отдѣльномъ случаѣ); по
этому порядокъ расположенія вещей множества былъ для насъ 
вполнѣ бѳзразличенъ, или точнѣе, для насъ совершенно не имѣло 
смысла говорить о какомъ-либо порядкѣ ихъ расположенія. Если 
же вещи, или „элементы" множества не разематривать уже, какъ 
однородныя, т . -е . уже не отвлекаться отъ всѣхъ ихъ особыхъ 
свойствъ, то, какъ часто случается, ихъ относительное расположе
н о въ нѣкоторыхъ отношеніяхъ имѣетъ важное значеніе,—напри-
мѣръ, если идетъ рѣчь о цыфрахъ десятичнаго числа, объ учени-
кахъ класса и пр. Поэтому зададимся вопросомъ, какія и сколько 
различныхгі> относительныхъ расположены элементовъ возможны 
въ данномъ множествѣ. Совокупность всѣхъ разематриваемыхъ 
элементовъ, въ томъ случаѣ, когда насъ интересуетъ ихъ поря
докъ, называется п е р е с т а н о в к о й . Обозначим!, черезъ Рл число 
возможныхъ перестановок!, всѣхъ п элементовъ. Очевидно, что 
Рл = \\ Р2 = 2. Чтобы получить всевозможныя перестановки 
трехъ элементовъ, выдѣляемъ одинъ изъ трехъ элементовъ; онъ мо
жетъ стоять на первомъ МЕСТЕ ВО СТОЛЬКИХЪ перестановкахъ, 
сколько ихъ можно образовать изъ оставшихся элементовъ, т.-е. 
въ Р2~-2 перестановкахъ. Такъ какъ каждый изъ трехъ элемен
тов!, можетъ быть поставлен!, на первомъ мѣстѣ, то мы полу
чимъ всего / \ і = 3 7' 2 = 3-2 перестановокъ. Такимъ же образомъ 
находимъ Р4 = АРЯ = 4 -3-2 , /••- = ~)РІ — 5-4-3-2 и т. д. Это 
даетъ иоводъ ожидать, что Рп равно нроизнеденію всѣхъ поло-
жительныхъ цѣлыхъ чиселъ отъ 1 до п. Нъ правильности такого 
предположеиія можно убѣдиться, пользуясь способомъ заключения 

до I V X . греками К с е н о к р а т о м ъ и Л р и г, т о т с л с м ъ, если индійскому 
астроному Г, X а с к а р а ( X I I столѣтіе по P. X . ) было даже извѣетно число 
гочетанііі онредѣленнаго класса безъ повтореній, число перестановокъ изъ 
отличныхъ другъ отъ друга элементовъ, или частью одинаковыхъ, то все-таки 
основателями этой дисциплины могутъ считаться лишь II а с к а л ь, Л е й б н и ц т.. 
В и л л и с * и, главнымъ образомъ. Я к о в ъ Б е р н у л л и і Ars. conjectamlv 
Basel. 1713) и Л. д е M у а в р ъ (Probabilities. London. 1718). Многочислен
ный исчернывающія изложенія комбинаторики появились въ конц/н X V I I I и на-
чалѣ X I X столѣтій. а вь иозднѣіпііее время вышелъ лишь учебникъ комбинаторики 
К. N e t t o , - Leipzig litOl. на который мы и ссылаемся во всѣхъ тѣхъ вопро
сах* , въ подробности которыхъ в* этой книгѣ мы входить не можемъ. Нѣко-
торых* авторов*, работавших* въ X I X столѣтін въ области комбинаторики, 
намъ придется цитировать при дальнѣйшемъ изложенін. 
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отъ п к ъ и - j - l 1 ) - Такимъ же образомъ непостредственно полу-
чаемъ Р п + 1 = ( и - ( - 1 ) Р „ , и если принять за доказанное, что 

Р П = Ь 2 - 3 - • • ( » — ] ) • » , 

то слѣдуетъ, что 

Р я + 1 = 1 - 2 - 3 . . . ( » - 1 ) . п . ( п + 1 ) , 

т . -е . наша формула справедлива и для слѣдующаго болыпаго цѣ-
лаго числа п-\-\: а т акъ к а к ъ она, очевидно, справедлива при 
п = 2, то она имѣетъ мѣсто для каждаго положительнаго цѣ-
лаго числа п. Для краткости произведеніе ряда натуральныхъ 
чиселъ отъ 1 до п обозначаютъ черезъ n! J ) . 
Полученный результатъ поэтому мы можемъ представить въ 
слѣдующей сокращенной формѣ: 

1. Рп = »1 

Число п\ быстро возрастаешь съ увеличеніемъ числа ». 

Такъ 

2! = 2,' 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120, 6! = 720, 

7! = 5040, 8! = 40 320, 91 = 362 880, 101 = 3 628 800 и т. д. 

Если составить перестановки изъ такихъ элементовъ, которые 
не всѣ разнородны, а изъ нихъ л2 элементовъ ( » . , < » ) равны 
между собой, то и перестановки не всѣ уже будутъ отличаться 
одна отъ другой и при этомъ одинаковыми окажутся тѣ, кото
рыя отличаются другъ отъ друга только порядкомъ этихъ пл 

элементовъ, при чемъ остальные п — nL элементовъ въ этихъ 
перестановкахъ сохраняютъ тѣ же мѣста. Изъ общаго числа пе-
рестановокъ каждыя ѵг1 перестановокъ окажутся тождественными 
между собой. Следовательно, число различныхъ между собой 

перестановокъ будетъ равно лишь - - 7 Если теперь разсматривать, 

какъ равные, еще слѣдующіе п2 элемента (и, + « 2 < j п), то снова 
каждыя н 2 ! перестановки соединяются въ одну, а именно тѣ, 
которыя отличаются другъ отъ друга только порядкомъ этихъ 

1) Ср. Глава I . § 3 В, стр. 11. 
') О б о з н а ч е н а »?! ведетъ свое начало отъ O b . K r a m p (Ari thmétique 

universelle ou l 'Algèbre, 1808). (n! но-нѣмецки называютъ «>i Fakultät» . Ред.).' 
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п2 элементовъ; слѣдовательно, число отличныхъ другъ отъ друга 
перестановокъ будетъ равно 

Опредѣленіе: Взаимное перемѣщеніе лишь двухъ элементовъ 
перестановки называется т р а н с п о з и ц і е й . 
3. Теорема: О т ъ к а ж д о й п е р е с т а н о в к и п э л е м е н 
т о в ъ в с е г д а м о ж н о п е р е й т и к ъ л ю б о й д р у г о й п е -
р е с т а н о в к ѣ т ѣ х ъ ж е э л е м е н т о в ъ п р и п о м о щ и н е 
б о л ѣ е п — 1 т р а н с п о з и ц і й . 

Доказательство: Если двѣ перестановки I и И совпадаютъ, 
н а п р . , в ъ V первыхъ своихъ элементахъ, но уже отличаются другъ 
отъ друга, ѵ-|-1-ми элементами, то мѣняемъ мѣстами въ I v - j - 1-ый 
элемента съ тѣмъ изъ послѣднихъ п — ѵ элементовъ, кото
рый во I I стоитъ на ѵ —1— 1 мѣстѣ. Такимъ образомъ отъ пере
становки I перейдемъ к ъ Г, которая окажется тождествен
ной со ІІ-ой въ своихъ уже ѵ —j— 1 первыхъ элементахъ. Такимъ 
же пріемомъ можно I преобразовать въ перестановку, которая 
имѣетъ со ІІ-ой V—j—2 тождественныхъ мѣстъ. Въ крайнемъ слу-
чаѣ придется продѣлать ( и — 1 ) транспозицію. 

Опредѣленіе: Элементы перестановки принято обозначать или 
различными буквами я , Ь, с... или одной и той же буквой 
съ различными индексами аЛі а.,, а3... или просто натуральными 
числами 1, 2, 3... При такихъ способахъ обозначенія переста
новки своимъ видомъ ясно отличаются одна отъ другой; а именно, 
при буквенномъ обозначеніи—алфавитнымъ порядкомъ; при чи-
словомъ—ихъ порядкомъ въ натуральномъ рядѣ. Какую-либо по-
слѣдовательность элементовъ, установленную съ самаго начала, на-
зовемъ главной перестановкой и изъ двухъ элементовъ высшимъ 
будемъ считать тотъ, который въ главной перестановка нахо
дится на послѣдующемъ мѣстѣ. Если въ какой-либо другой пе
рестановке высшій элементъ будетъ предшествовать низшему, 
то такое взаимное расположеніе двухъ элементовъ назоведіъ 
и н в е р с і е й . Очевидно, что главная перестановка инверсій не 
содержитъ. Напримѣръ , если за главную перестановку принять 
алфавитный порядокъ, то перестановка ehcad имѣетъ 6 инверсій 
eh, rc, ca, ed, ba, ca. 

Теорема: Е с л и в ъ д а н н о й п е р е с т а н о в к ѣ п р о и з 
в е с т и о д н у т р а н с п о з и ц і ю , т о к о л и ч е с т в о и н в е р с і й 
м ѣ н я е т с я н а н е ч е т н о е ч и с л о . 
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Доказательство: Пусть х и у суть тѣ элементы, которые мѣ-
няются мѣстами; совокупность всѣхъ элементовъ, предшествую-
іцихъ .г въ данной перестановке , обозначимъ черезъ А, совокуп
ность элементовъ, стоящихъ между х и у, черезъ В, и, наконецъ, 
всѣ элементы, слѣдующіе за у, черезъ С; тогда, перемещая х и у, 
мы отъ перестановки 

(I) А г В у С 

перейдомъ к ъ перестановке 

(И) А у В X С; 

само собой понятно, число инверсій между элементами совокуп
ностей А, В и С въ обоихъ случаяхъ одинаково такъ же, какъ 
и число инверсіи между элементами А и х, между х и элемен
тами С, между элементами Any и. наконецъ, между у и эле
ментами совокупности С. Такимъ образомъ, приходится сравнить 
только число инверсій вч> 

В у 
и 

у В X. 

Пусть В содержите, ѵ элементовъ, изъ которыхъ S по отношенію 
къ X являются низшими, а, следовательно, ѵ — .£ высшими, и 
пусть по отношение къ у, г, элементовъ являются низшими, а 
V — г, — высшими. Тогда число инверсій будетъ 

въ X В и В у вмѣстѣ £-] -ѵ — r (, 

въ у В ж В X вмѣстѣ rt -f- V — S. 

Абсолютное значеніе разности этихъ двухъ выраженій равно 
2(1— г,), следовательно, во всякомь случаѣ число четное, а такъ 
какъ ху или ух даютъ одну инверсію, то количество инверсій 
въ (I) и во ( I I ) отличаются другъ отъ друга па нечетное число. 

Совокупность перес гановокъ изъ п элементовъ дѣлятъ на два 
класса; къ первому классу относятъ всѣ перестановки, число ин
версий въ которыхъ четное и называютъ ихъ „четными переста
новками' 1 , ко второму лее всѣ перестановки, число инверсій кото
рыхъ нечетное, и называютъ ихъ „нечетными перестановками"; 
къ классу четныхъ перестановок!, принадлежитъ главная пере
становка и всѣ тѣ перестановки, которыя получаются изъ нея 
при помощи четнаго числа транспозицій; к ъ классу же нечетныхъ 
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перестановокъ принадлежать перестановки, получающіяся изъ 
главной нечетнымъ числомъ транспозидій. 

Теорема: Ч и с л о ч е т н ы х ъ п е р е с т а н о в о к ъ т а к ъ ж е , 
к а к ъ и н е ч е т н ы х ъ , р а в н о - ' и ! 

Доказательство: Допустимъ, что въ каждой четной переста
новки выполнена одна и та же транспозиція, напр. во всѣхъ 
перестановлены первые два элемента. Такимъ образомъ, полу
чаются лишь отличный другъ отъ друга нечетныя перестановки. 
Следовательно, общее число нечетныхъ перестановокъ, по 
крайней мѣрѣ таково же, к а к ъ и число четныхъ. Подобнымъ же 
образомъ мы можемъ притти къ заключенію, что и общее число 
четныхъ перестановокъ должно быть, по крайней мѣрѣ, равно 
числу нечетныхъ; отсюда слѣдуетъ, что оба числа равны другъ 
другу, т . -е . каждое изъ нихъ равно {ni 

Не разъ подвергались разсмотрѣнію также и перестановки 
съ ограниченной перемѣстимостью элементовъ, т.-е. такія, у ко
торыхъ извѣстные элементы не могутъ занимать опредѣленныхъ 
мѣстъ. Л. О й л е р ъ (Mémoires de S.-Pétersbourg I I I , 1809—1810, 
изд. 1811 стр. 57) изслѣдовалъ, напримѣръ, сколько перестановокъ 
можно составить изъ чиселъ 1, 2, 3 , . . .п такимъ образомъ, чтобы 
ни одинъ изъ элементовъ не стоялъ на томъ мѣстѣ, которое онъ 
занимаотъ въ рядѣ натуральныхъ чиселъ. М. C a n t o r и B a u r 
(Zeitschr. f. Math, und Phys. 2 (1857), стр. 103, 267) занима
лись слѣдующей задачей: даны 2п попарно равныхъ элементовъ 
аѵ ал; а2, а 2 ; . . . а п , ап; сколькими способами ихъ можно пере
ставить т а к ъ , чтобы два одинаковыхъ элемента не стояли непо
средственно другъ за другомъ? и т. д. Рѣшеніе этихъ задачъ 
и другихъ имъ подобныхъ, можно найти въ выше цитированномъ 
учебникѣ комбинаторики Е. N e t t o , Лейицигъ 1901. 

Если изъ данныхъ n элементовъ образовать множества, или 
„комплексы", изъ которыхъ каждое содержитъ не всѣ элементы, 
а только определенную часть ихъ, то получаются, либо такъ 
называемый размѣщенія (Variationen), либо сочетанія (Kombina
tionen) изъ n- элементовъ. 

В. Р а з м ѣ щ е н і я . 

I . Р а з м ѣ щ о н і я б с з ъ п о в т о p е н і й. 

Размѣщеніемъ /,-го класса безъ новтореній изъ n элементовъ 
называютъ комплексъ, состоящій изъ к элементовъ, выбранныхъ 
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изъ группы п различныхъ между собой элементовъ; по отноше-
нію к ъ этому комплексу насъ интересуетъ также и ; порядокъ 
элементовъ; слѣдовательно, въ данномъ случаѣ, два комплекса 
являются различными уже и тогда, если они состоятъ изъ оди
наковыхъ элементовъ, но расположенныхъ въ различномъ по
рядке . Такъ , напримѣръ, мы можемъ разематривать. какъ размѣ-
щенія 3-го класса изъ 5-ти элементовъ J, 2 , 3, 4 , 5 безъ по
в т о р е н а , всѣ трехзначныя десятичныя числа, состоящія изъ 
цыфръ 1, 2 , 3, 4 , 5, при чемъ каждая цыфра въ данномъ числѣ 
встрѣчается не болѣе одного раза . Поставимъ теперь себѣ за
дачей найти число VW размѣщеній Z-го класса изъ п элементовъ 
безъ повторены. Очевидно F | ' ) = ». Чтобы составить всѣ раз-
мѣщенія 2-го класса, слѣдуетъ взять какой-либо изъ данныхъ п 
элементовъ и затѣмъ присоединять къ нему на второмъ мѣстѣ по 
одному изъ оставшихся и—1-го элементовъ; такимъ образомъ, 
Ѵ)('1) = п-(п—1). Размѣщеніе (к -J- 1)-го класса можетъ быть 
образовано такъ : на первомъ мѣстѣ помѣщаемъ какой-либо изъ 
данныхъ il элементовъ и присоединяемъ к ъ нему любое размѣ-
щеніе к-ѵо класса изъ ( п — 1 ) остальныхъ элементовъ; отсюда 
слѣдуетъ, что Ѵ^к+Ѵ>~п-Ѵ^к)

л. Если намъ уже извѣстно, что 
для какого-либо цѣлаго значенія к, меньшаго п, имѣетъ мѣсто 
равенство 

у (к) = п { п i ) (,j 2 ). . . (п — (к—1 ) ) 

и, следовательно, 

Ѵпк\ ~(." — '.)(»' — 2) {и — 3) . . . (п — к), . 

то при помощи равенства: 

у ffc-i I) п . у II.) 
и п—1 

заключаемъ, что 

VI" ! ч » • ( н — 1 ) (и — 2 ) . . .(и — /.'). 

Формула, следовательно, справедлива и для значенія на единицу 
большаго, т . -е . для к-\-1. Т а к ъ к а к ъ она на самомъ дѣлѣ спра
ведлива для /.; — 2 , то нами доказано, что для любыхъ цѣлыхъ 
значеній к(^>п): 

Ѵ(*> = « • (п - 1) • (п - 2 ) . . . ( « — ф — 1 ) ) = т г А т , • 
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Число всѣхъ трехзначныхъ чиселъ, которыя можно составить 
изъ цыфръ 1, 2, 3, 4, 5 безъ повторения одной и той же цыфры 
будетъ, на основаніи доказаннаго, равно: 

При k = n размѣщенія переходятъ въ перестановки изъ ѣ 
элементовъ, и, следовательно, 

F <"> = «! = Р . 
il n 

Следовательно, перестановки являются частнымъ случасмъ раз-
мѣщеній 1 ) . 

I I . Р а з м ѣ п д е н і я с ъ п о в т о р е н і я м и . 

Пусть п элементовъ, изъ которыхъ мы составляемъ наши 
комплексы, не всѣ различны между собой; р.х элементовъ будутъ 
я г jJi2 элементовъ № 2 , . . . и , наконецъ jxm элементовъ ат, такъ что 

и 2 - | ( - f i m = w ; комплексъ, содержащій какіе-либо ft эле
ментовъ, причисляется къ размѣщеніямъ k-то класса съ повто-
реніями (заранѣе предполагается, что последовательность элемен
товъ въ такомъ комплексѣ имѣетъ значеніе). Числа ]хг, р . 2 , . . . р . , „ 
могутъ быть отличны другъ отъ друга. Если среди этихъ чиселъ 
встрѣчаются и меньшія к, то говорятъ, что здѣсь размѣщеніе 
Ä-ro класса съ „ограниченнымъ повтореніемъ". Если же, наобо-
ротъ, числа Р-2--- по крайней мѣрѣ равны /.•, слѣдовательно, 
въ каждомъ комплексе произвольное число мѣстъ изъ к, или 
даже всѣ к мѣстъ можетъ занимать одинъ какой-либо изъ эле
ментовъ №j, ä s 2 , . . . «,„, то такія размѣщенія называются „размѣ-
щенія съ неограниченными новтореніями", или, короче, „размѣ-
щенія съ повтореніями". Теорія размѣщеній съ ограниченными 
иовтореніями, на разсмотрѣніи которой здѣсь подробно оста
новиться мы не можемъ, изложена у N e t t o въ „Lerbuch der 
Kombinatorik" § 23 и д. Чтобы получить всѣ принадлежащая къ 

J) h. Ott i n go r (Arch. (1. Math и. Phys. 15 Bd. 241 стр.. 1850) энергично 
настаинаетъ на томъ, что въ комбинаторикѣ слѣдуетъ различать лишь двѣ 
основныхъ операціи: варіаціи, которыя онъ называетъ «Versetzungen» (пере-
мѣщенія) и сочетанія,— ихъ называетъ «Verbindungen» (соединенія). Изъ педа-
гогііческнхъ соображенііі можно рекомендовать особо выдѣлить случай пере
становокъ H остаться при обычномъ дѣленіи операцій комбинаторики на три 
части. 
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fc-му классу размѣіценія съ неограниченными повтореніями, распо-
лагаемъ находящіеся въ нашемъ распоряженіи п элементовъ слѣ-
дующимъ образомъ: 

1) а ] ( а2,...иш, 
2) я , , « , „ . . . « , „ 

к) аѵ а2,...ат, 

Если нѣкоторые изъ элементовъ встретились бы чаще, чѣмъ 
к разъ , то для образованія размѣщепій k-ro класса, намъ все-
таки не требовалось бы болѣе указанныхъ элементовъ. Поставимъ 
теперь на первое мѣсто какой-либо членъ первой строки, на 
второе мѣсто, независимо отъ этого, какой-либо членъ второй 
строки и т. д. , и, наконецъ, на к-е мѣсто, какой-либо элементъ 
к-ой строки. Такъ к а к ъ это можетъ быть осуществлено 
(к множителей) 

ш •»»••• m = «»'•' способами, то ч и с л о р а з м ѣ щ е н і й к - г о 
к л а с с а с ъ н е о г р а н и ч е н н ы м ! , п о в т о р е н і е м ъ и з ъ п 
э л е м е н т о в ъ , с р е д и к о т о р ы х ъ к а к ъ р а з ъ m о т л и ч н ы 
д р у г ъ о т ъ д р у г а , р а в н о т". Следовательно, это число 
отъ значенія п совершенно не зависите ; необходимо только, 
чтобы пТ^т-к; при чемъ /.-, само собой попятно, меньше п, но 
можетъ быть больше т. 

Примѣръ: Изь цыфръ 1, 2, 3, 4, 5 можно составить 5 3 = 1 2 5 
трехзначныхъ чиселъ , если в ь одномь и томъ же чисдѣ могутъ 
попадаться и одинаковыя цыфры. 

С. С о ч е т а н і я . 

I . С о ч е т а н і я б е з ъ и о в т о р е н і й . 

Если въ отдѣльныхъ комплексахъ иорядокъ элементовъ без-
различенъ, т . -е . если два комплекса не считаются различными, 
если они состоять изъ однихъ и тѣхъ же элементовъ, хотя бы 
и расположенных'!, въ различном!, порядкѣ, то такой комнлексъ 
называется „сочетаніемъ"; при этомъ, если всѣ элементы, изъ 
которыхъ мы отбираемъ к элементовъ для образованія комплекса, 
различны между собой, то такое соединеніе называется сочета-
ніемъ безъ повтореній. Такъ к а к ъ каждый kl размѣщеній k-ro 
класса безъ повторены, отличающіяся другъ отъ друга только 
порядкомъ элементовъ, сводятся к ъ единственному сочетанію 
(которое мы можемъ представить себѣ составленнымъ такъ , что 
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среди его элементовъ не будетъ ни одной инверсіи), то число со-
четаній, принадлежащих!, къ /і-му классу, и составленныхъ изъ 
» элементовъ безъ повтореній равно 

ft (k) }jL— _ » • ( » — ! ) • ( » — 2 ) - • </- • •/. • I) 

или также 

(и - /,•)!/,! 

При взаимномъ поремѣщеиіи и га — к правая часть остается 
безъ измѣненія, следовательно, 

С («-/•') — (j 

Въ справедливости этой формулы можно убѣдиться еще слѣ-
дующимъ разсужденіемъ: если изъ п элементовъ соединяем!, въ 
одну группу к, то га — к элементовъ остаются свободными, сле 
довательно, изъ « элементовъ молено составить столько сочетаній 
по (и—/.;) элементовъ, сколько ихъ можно составить по к эле
ментовъ. 

Число 
н(н — 1 ) 0 — 2)- • .(„ — k + l) и'. 

1?. ~~ (» • - /,•) ! /,'! ' 

которое мы только что опредѣлили, какъ значеніе CJk\ часто 
встречается во многихъ математическихъ изслѣдованіяхъ. Поэтому 

для него введено сокращенное обозначеніе (^'), которое читается 

„га по /і" (по нѣмецки „га über к11)'1). 

Между числами ( " ] существуете очень много различныхъ со-

отношеній 2 ) ; мы же ограничимся выводомъ наиболѣе простыхъ 
и наиболее важныхъ изъ нихъ. 

а) Въ равенствѣ 

G H " * ) -

которое справедливо, прежде всего, для случая І^к^п—1; 

лѣвая часть имѣетъ смыслъ и при к = п, именно ( , | ] = 1; если 

1) Л. Эйлеръ писалъ сперва 71 
, позднѣе за-тѣмъ R a b e снова опу-

стил'ь черту (Jourii. f. Math. Bd. 42 ( 18511. стр. 350). 
2 ) Ср. К. X et t о. liclirbuch der Kombinatorik. § 150. также ü . S c h u 

b e r t , Niedere Analysis (Leipzig 1902) 1. Tei l . § 4. 
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теперь символу ), который самъ по себѣ не имѣетъ смысла, 

придать значеніе 1, то вышеуказанное равенство будетъ спра
ведливо и при А = 0 и при к = п. 

П е р в о е д о к а з а т е л ь с т в о . Если |^ ' ) и " } ) привести 

къ общему знаменателю А-!, то получимъ: 

ru, t // \ ІІЧІ \)-..{іі -l,-\-2i(ii /• j 1 ) f-// (// -1 )•••(*/- / ,4-2) . / , • _ 

U-j " " U — 1/ S : " ~^ 

/.•! ~ M /,' } ' 

В т о р о е д о к а з а т е л ь с т в о . = | " ^ 1 1 сочетаній 1-го 

класса, составленныхъ безъ новтореній изъ n - j 1 элемента, раз-
биваемъ на двѣ группы. Къ первой относимъ всѣ тѣ сочетанія, 
которыя не содержать п - { - 1-го элемента; число такихъ сочетаній 

р а в н о C j k > — ['} ); вторая группа тогда будетъ содержать всѣ соче-

танія, которыя состоять изъ ( w - j - l ) - r o элемента и какого-либо 
сочетанія / —1 класса безъ повтореній изъ п первыхъ элементовъ; 

число ихъ равно Ск

п 

Слѣдовательно, 

(J (к) — ft {к) I fi {к D 

или 

Изъ только что доказанной формулы Ь) можно вывести рядъ 
важныхъ слѣдствій. 

1- ( « M . (ж ;—=2- ( h i . 

і 0 Ц і , ( з І - З , \\) = 1. 

• 1) Мнопн формулы комбинаторики могутъ быть доказаны анадогичнымъ 
нріемомъ. а именно раз.юженіемъ на группы нсѣхъ сочетаній опредѣленнаго 
класса. 
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Символъ |"j представляетъ, слѣдовательно, при п = 2 и при 

n = 'è [ O S i g t i ] цѣлыя числа. Изъ формулы Ь), "примѣняя 

заключеніе отъ п къ » —J— 1, мы видимъ, что ) для лю

бого цѣлаго положительнаго значенія п и для каждаго цѣлаго 

значенія k, лежащаго между 0 и п, есть число цѣлое, послѣднее, 

конечно, уже можно было заключить изъ = ^ , / к ) -

2. Повторное примѣненіе формулы Ь) даетъ слѣдующія ра
венства: 

сложеше этихъ равенствъ даетъ: 

( ï ) « ("I 1) + KZ*) + i . ï = ï ) + • • -+Г " Ï + I ) + ( " Т * ) * 1 -

Вмѣсто послѣдняго слагаемаго 1 можно написать и (" ^ 

I i . Изъ формулы b} можно вывести также и слѣдующія ра
венства: 
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Складывая, находимъ: 

или, замѣняя к—1 черезъ к, и записывая слагаемый правой 
части въ обратномъ порядкѣ: 

(4 . ) - i î )+ i* î" )+-+(V)+fr ) -
Стоящія въ правой части числа называются „ф и г у р н ы м и 

ч и с л а м и " к-то порядка. 
Равенство показываетъ, что сумма п — к фигурныхъ чиселъ 

к-то порядка, равна п — Z-му фигурному числу к-\~ 1-го порядка. 
V первыхъ фигурныхъ чиселъ 1-го, 2-го и 3-го порядковъ соот
ветственно равны: 

Фигурныя числа второго и трстьяго порядка находятся въ 
онредѣленныхъ соотношеніяхъ съ нѣкоторыми геометрическими 
фигурами г ) . Если каждую сторону (а) равносторонняго треуголь
ника раздѣлить на ѵ равныхъ отрѣзковъ (a — -^) и точки дѣле-

нія, находящаяся на равныхъ разстояніяхъ отъ вершины, соеди
нить прямыми параллельными третьей сторонѣ, то данный тре-
уголыіикъ распадется на (v 2j равностороннихъ треугольников!, со 
стороной а. Число вершинъ всѣхъ полученныхъ этимъ построе-
ніемъ треугольниковъ равно 

1 + 2 + 3 + 4 + . . . + ѵ + (ѵ + 1) = ( ѵ + 2 ) , 
2 

а, следовательно, равно ( ѵ + 1 ) - м у фигурному числу второго 
порядка; въ силу этого соотношенія фигурныя числа второго по
рядка называются „треугольными числами". 

M Наглядное представление этихъ чиселъ при помощи геометрических* 
о б р а з о м , ведет* свое начало отъ школы пиоагорейцевъ. Ср. C a n t о г I , 
стр. 57. ІІоздііѣіішіе греческіе математики также интересовались фигурными 
числами: Д і о ф а н т ъ написалъ особый трактата о многоугольных* числах*; 
ср. С а и t о г. J . стр. 454. 
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Пели каждое изъ трехъ сходящихся въ одной вершинѣ ре-
беръ тетраэдра, раздѣлить на ѵ равныхъ частей (а) и провести 
плоскости черезъ каждыя три точки дѣленія, одинаково удален
ный отъ вершины, и затѣмъ подобно предыдущему, каждый изъ 
получившихся въ сѣченіи ѵ треугольников!, (а въ томъ числъ и 
основаніе), разбить на равносторонніе треугольники со сторо
ною а, то число всѣхъ вершинъ будетъ равно 

a, слѣдовательно, равно (ѵ —J— 1 )-му фигурному числу третьяго по
рядка. 

Въ силу этого фигурный числа третьяго порядка называются 
числами „тетраэдральными". 

Вольше о фигурныхъ числахъ мы говорить не будемъ, такъ какъ 
въ новой математикѣ имъ уже не придаютъ того значенія, какъ 
это было въ X V I — X V I I I столѣтіяхъ (ср. B a l t z e r , Elemente, 
1. Bd., 2. Buch. § 28). 

I I . С о ч е т а н і я с ъ п о в т о p e н і я м и. 

Сочетаніе k-ro класса изъ п элементовъ относится к ъ числу 
сочетаній того же класса съ повтореніями, если эти и элементовъ, 
изъ которыхъ выбираютъ по к элементовъ для составленія со
ч е т а л и , не всѣ различны между собой. Пусть снова, какъ въ В I I 
(стр. 205) p.j изъ ѣ элементовъ равны аѵ р.2 равны а 2 , • - •, j j . m 

равны ат и 

Р-1+»2-\ Ь »»* = »»• 

Конечно, к должно имѣть значеніе меньшее, чѣмъ п, но мо
жетъ быть больше т, т . -е . числа отличныхъ другъ отъ друга 
элементовъ. Здѣсь мы будемъ разсматривать только случай сочета-
ній съ неограниченнымъ числомъ повтореній, т . -е . когда всѣ числа 
j i j , P-aj'-'P-,,, равны, по крайней мѣрѣ, к; такимъ образомъ, про
извольное число мѣстъ комплекса изъ общаго числа к и даже 
все число к мѣстъ можетъ оказаться занятымъ равными между 
собой элементами. Чтобы получить всѣ сочетанія k-ro класса изъ 
этихъ элементовъ, будемъ исходить изъ расположенія, которымъ 
мы пользовались въ В I I : 

К. Ферберъ. Ариѳмстика. 15 
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1) аѵ а 2 , • 

2) « i , •• от, 

*) й 2 , • 

возьмемъ въ первой строкѣ какой-либо произвольный членъ , 
но второй уже не совсѣмъ произвольный, а либо расположенный 
непосредственно подъ либо стоящій справа отъ него ; изъ 
третьей строки или непосредственно стоящій подъ а , или 
справа отъ него и т. д. Такъ к а к ъ во всякомъ сочетаніи, 
полученномъ нашимъ пріемомъ, элементы расположены т а к ъ , что 
никогда высшій элемента не предшествуетъ низшему, то мы у в ѣ -
рены, что описаннымъ пріемомъ получимъ всѣ сочетанія k-ro 
класса и при этомъ каждое только по одному разу. Чтобы опре-
дѣлить число этихъ сочетаній составимъ всевозможныя сочетанія 
к-то класса, пользуясь слѣдующей таблицей: 

1) аѵ а2, а3, • • • аю, 
2) а2, as, аѵ • • • о 1 М + ] , 
3) as, aé, а5, • • • am^-2, 

ак> ak+V ак+2> ' ' ' ak+m-l' 

которая получится изъ предыдущей, если первую строку оста
вить безъ измѣненія, во второй—каждый индексъ увеличить на 1, 
въ третьей—увеличить на 2, и т . д . , и наконецъ, въ к-ой—увели
чить на к — 1. Такимъ образомъ полученные комплексы пред-
ставятъ изъ себя всѣ сочетанія k-ro класса Отличныхъ другъ отъ 
друга элементовъ « j , а2,- • •«,„,- • • в , п + А _ 1 , каждый изъ которыхъ 
встрѣчается только одинъ разъ , и именно въ такомъ расположе
на элементовъ, при которомъ не встрѣчается инверсій. Такъ какъ 
каждому комплексу, образованному при помощи первой таблицы, 
соотвѣтствуетъ одинъ изъ комплексовъ второй таблицы и обратно, 
то число сочетаній k-ro класса изъ ряда элементовъ, распадаю
щихся на п группъ, содержащихъ не менѣе к элементовъ каждая , 
при чемъ элементы каждой группы между собой равны, а эле
менты различныхъ группъ—различны, равно числу сочетаній k-ro 
класса изъ отличныхъ другъ отъ друга элементовъ аѵ а2, 
а з ' " ' a m + k - v

 a слѣдовательно, равно 

п[к) _ / « * + f c ^ - i \ 
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Основная мысль только что привѳденнаго доказательства встре
чается впервые у И. F. S c h e r k , Journ. f. Math. , Bd. I I I (1828), 
стр. 97, а также у Г . А. F ö r s t e m a n n , Journ. f. Math., 
Bd. X I I I (1835). стр. 237. 

D. Одно приложеніе комбинаторики. 

Главныя примѣненія комбинаторики мы разсмотримъ въ слѣ-
дуюгдихъ §§ этой главы (степень двучлена и многочлена, § 2; 
вычисленіе вѣроятностей, § 6). Здесь же мы разсмотримъ въ об-
щихъ чертахъ задачу, упомянутую раньше, а именно вопросъ о томъ, 
сколькими различными способами можно вычислить сумму п сла
гаемыхъ или произведете п сомножителей, если въ одномъ д е й 
ствии соединять только два изъ нихъ и разсматривать полученную 
сумму (произведете) , к а к ъ отдельный элементъ следующаго 
действія . Эта задача разобрана Е. C a t a l a n (Journ. de Mathé
matiques pures et appliquées, publ. par Liouvil le , т. I I I (1838), 
стр. 515 и т. V I (1841), стр. 74), О. R o d r i g u e s (тотъ же 
журналъ, т. I I I (1838), стр. 549) и независимо отъ этихъ авто-
ровъ Е . S c h r ö d e r ' o M b , (Zeitschr. f. Math. , т. X V (1870), стр. 361 
и т. X V I (1871), стр. 179). 

Если можно образовать сумму х) п различныхъ другъ отъ друга 
чиселъ а, , а2,- • -ап, не измѣняя ихъ порядка, ип способами, то чис
ло ѵп = п\-ип покажетъ, сколькими способами можетъ быть 
выполнено суммированіе при любомъ порядке слагаемыхъ. Для 
•и = 4 возможны, если придерживаться порядка av а2, а3, at, 
слѣдующіе, указанные скобками способы образованія суммъ: 

1) {Й, + к + К + а 4 ) ]} , 
2) j a , + [ ( f f 2 + « 3 ) - r - « J } , 
3) t(«i + a 2) + ( « 3 +

 ai)l 
4) + -« 2) + «sJ" + «*}' 

5) { К + К4-« 3 ) ] -4 - Й 4 І . 
Для un+1 нетрудно вывести рекурсіонную формулу. При вычи-

сленіи всевозможныхъ (п -4-1)—-членныхъ суммъ, послѣднее дей-
ствіе непременно состоитъ въ соединеніи двухъ слагаемыхъ, изъ 
которыхъ первое составлено сложеніемъ въ произвольномъ по-

!) Далѣе мы будемъ говорить лишь о сложении; при замѣнѣ словъ: «.слагае
мое, сумма» словами «сомножитель, произведете» всѣ выводы остаются спра
ведливыми, 

15 * 
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рядкѣ первыхъ ъ членовъ, а второе — сложеніемъ послѣднихъ 
» - f - l — і членовъ, гдѣ і имѣетъ значенія 1, 2, 3---W-. 

Такъ к а к ъ не измѣняя порядка слагаемыхъ, сумму изъ і чле
новъ можно образовать иі способами, а сумму изъ n -f- 1 — і 
членовъ — «„+І - І способами, то для опредѣленнаго значенія г 
имѣемъ способовъ образованія суммы; для всѣхъ до-
пустимыхъ значеній і число возможныхъ способовъ составленія 
суммъ равно 

ип+г = « i * ип + « 2 • и . - і + « а • м « - * -\ h м * - і • "а + " » ' **г 

Очевидно, что 

елѣдовательно, 

м 3 = Mj • м 2 - ( - м 2 • Mj = 2, 
M 4 = » « J M 3 - j - м 2 м 2 - ) - M 3 M ] = 2 - ( - 1 - f - 2 = 5 и т. д. 

Изъ только что данной рекурсіонной формулы не трудно вы
вести выраженіе для ип. Но для этой цѣли намъ понадобилось 
бы такое разложеніе въ рядъ, знанія котораго въ этомъ мѣстѣ 
сочиненія мы предполагать не можемъ. Поэтому мы укажемъ 
простой методъ, данный R ' o d r i g u e s въ цитированномъ выше 
сочиненіи для непосредственнаго опредѣленія ѵп. 

Какими бы ѵп способами ни образовывать суммы изъ п чле
новъ, всегда, если только въ частныя суммы соединять по два члена, 
придется продѣлать и — 1 сложеніе. Если для вычисленія п—член
ной суммы выбранъ определенный методъ, то n -f- 1-ый членъ, при 
каждомъ изъ п—J сложеній можно присоединять 4 способами, 
а именно, какъ 1-е или какъ 2-е слагаемое первой частной 
суммы, или какъ 1-е или 2-е слагаемое второй частной суммы; 
а, слѣдовательно, всего на всего получаемъ 4 ( и — 1) способовъ; и, 
наконецъ, ( » - ) - 1)-ое слагаемое съ полученной суммой и первыхъ 
слагаемыхъ можетъ быть соединено въ одну сумму двумя спосо
бами. Каждому определенному способу образованія суммы изъ п 
членовъ соотвѣтствуетъ, следовательно, 

4(» — 1) + 2 = 4» — 2 

возможныхъ способовъ образованія суммы изъ « 4 - 1 слагаемаго; 
поэтому мы имеемъ 

» я + 1 = (4» — 2 R 
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ИЛИ 

»» = (4н — 6 ) r n _ j , 

« V i = ( 4 w - 1 0 ) » „ _ 2 , 

t'a = 6 »ai 
» 2 = 2. 

Перемноженіе послѣднихъ и — 1 равенствъ даетъ 

v n = (4n —<>) (4w — 1 0 ) . - 1 0 Ö - 2 . 

C a t a l a n и R o d r i g u e s, въ выше цитированныхъработахъ, 
указали и на то, что только что разобранная задача тѣсно свя
зана со слѣдующимъ вопросомъ: сколькими способами можно 
плоскій многоугольникъ разбить діагоналями на треугольники? 

Для дальнѣйшаго знакомства съ примѣненіями комбинаторики 
к ъ играмъ и проч. указываемъ на W. A h г ens , Mathematische 
Unterhaltungen und Spiele, Лейпцигъ 1901. 

§ 2. Простѣйшія дѣйствія надъ раціональными функциями 

A. Опредѣленіе цѣлой раціональной функціи. 

Пусть изъ произвольныхъ раціональныхъ чиселъ a, і , 
с , у , z,--- образовано выраженіе F при помощи сложенія, 
вычитанія и умноженія. Такъ к а к ъ каждое вычитаніе можно раз
сматривать, к а к ъ сложеніе съ числомъ противоположнымъ, то мы 
можемъ представить F полученнымъ лишь сложеніемъ и умно-
женіемъ. 

Произведете двухъ алгебраическихъ суммъ всегда можетъ 
быть представлено въ видѣ алгебраической суммы; въ силу этого 
мы всегда можемъ выраженіе F привести къ виду алгебраической 
суммы, отдѣльные члены которой имѣютъ форму а*-№-сі---хі-у1>-гг'---
гдѣ a, ß, у , " - S , Tj, Ç, • • • означаютъ положительныя цѣлыя числа. 
Если въ опредѣленномъ изложеніи или доказательстве а, Ъ, с, • • • 
сохраняютъ неизмѣнное значеніе въ то время, к а к ъ х, у, 
принимаютъ различный значенія, то каждой опредѣленной си
стеме значеній ж, у , з, соотвѣтствуетъ и опредѣленное значеніе 
образованнаго изъ нихъ выражения F, а различнымъ системамъ 
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значеній х, у, z,— соотвѣтствуютъ вообще и различный значе
ния F. Въ этомъ случаѣ F называютъ „ ф у н к ц і е й " перемѣн-
ныхъ чиселъ х,.у, z---, и если, какъ это было предположено, 
надъ х, у, г, - • • для образованія F производилось только сло-
женіе и умноженіе, то „ ц ѣ л о й р а ц і о н а л ь н о й ф у н к ц і е й " . 
Если мы желаемъ указать, что нашъ интересъ главнымъ обра
зомъ направленъ на перемѣнныя х, у, z,---, то записываемъ 
произведете a*bh'<x~y7>z" и сокращенно въ видѣ С-^х-у'^'-^ гдѣ 
число Cfrr, называемое „ к о э ф ф и ц і е н т о м ъ " , не даетъ уже 
указаній на способъ образованія его изъ чиселъ а, Ъ, с г). По числу 
перемѣнныхъ, отъ которыхъ зависитъ функція F, ее называютъ 
функціей одного, двухъ, трехъ и т. д. перемѣнныхъ. 

В. С л о ж е н і е и в ы ч и т а н і е . 

Сумма и разность двухъ цѣлыхъ раціональныхъ функцій не
посредственно можетъ быть представлена въ видѣ алгебраической 
суммы произведеній слѣдующей формы: C^xtyz"-. Такое выра-
женіе упрощаютъ, соединяя въ одинъ членъ члены, въ которыхъ 
показатели £, r h Ç имѣютъ одинаковое значеніе: 

Сь,',а?угц*' d r Oi^xiy'iz' 4 - С\ t - a f y V ± — 

= (СЬг ± С'¥, ± С"Ьі% ± • • • 

a вмѣсто этого короче пишутъ 

КЬ*Х*У'2; 

если для насъ не важенъ способъ составленія коеффиціентовъ: 

Приведенная такимъ образомъ форма цѣлой раціональной функ
ции называется ея нормальной формой. Если перемѣнное въ 
данную функцію входитъ въ степени и, но не въ болѣе высо
кой, то функцію называютъ функціей и-ой степени, по отноше-
нію къ этому переменному. 

') С-.г, можетъ получиться изъ а, Ъ, с также и путемъ другихъ дѣйствій, 
кромѣ сложенія и умножения, при чемъ F не теряетъ характера цѣлой раціо-
нальной функціи чиселъ х, у и z. 
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С. Умноженіе. Степень двучлена и многочлена. 

Произведете двухъ цѣлыхъ -раціональныхъ функцій можетъ 
быть представлено въ виде нормальной формы одной раціональ-
ной функціи (гл. I , § 5 С; гл. I I , § 4; гл. I V , § 5 А). При умно-
женіи нѣсколькихъ раціональныхъ функцій выполняютъ дѣйствіе 
последовательно: сперва составляютъ произведете двухъ первыхъ 
функцій; затѣмъ полученное произведете умножаютъ на третью 
функцію и т. д. Теперь разсмотримъ преобразованіе въ алгебраи
ческую сумму нѣкоторыхъ особыхъ, часто встречающихся про-
изведеній. 

I . Пусть дано следующее произведете изъ п множителей: 

(a -f- ж,) • (а -f- х2)• (a - f х3)• • • (a - f хп .,) • (а + хп). 

Искомый результата мы можемъ найти, кроме вышеуказаннаго 
способа, руководясь еще и такимъ разсужденіемъ: каждый членъ 
искомой суммы представляетъ произведете изъ и множителей и 
имеетъ первымъ сомножителемъ одно изъ двухъ слагаемыхъ пер
ваго бинома, и вторымъ—одно изъ двухъ слагаемыхъ второго би
нома и т. д. Если изъ каждаго бинома взять первое слагаемое, 
то получимъ членъ ап; если изъ (п— 1) биномовъ взять первое сла
гаемое, а изъ пѵа остающееся второе слагаемое, то получимъ сле 
дующее члены: 

если взять первое слагаемое изъ п — 2 биномовъ, а изъ двухъ 
остающихся взять вторыя слагаемыя, то получимъ слѣдующіе 
члены: 

os" 2хгх2, <хп~^х1х3) • • • ап 2 # n - .- i# n . 

Продолжая такимъ образомъ далее , увидимъ, что данное про
и з в е д е т е равно следующей сумме: 

о» -|-а«-і(*і+«яН H J + a—'^i^-f^i^sH г-а?«-А) + - т Ь 
+ a—\Xlx2- • -хч-\ r-«»-,+i' ' , a V - A ) + - • • + 
+ < X 1 X 2 • • • Xn-1 H f" X2XZ • ' ' Xn) + X1X2 • • • X n ~ l X m 

где коэффициента при а"-' ' является суммой всѣхъ произведеній 
по V изъ п величинъ ху, х2, • • •, хк\ число этихъ произведеній равно 
числу сочетаній ѵ г о класса безъ повтореній, составленныхъ изъ и 
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элементовъ (§ 1 С, I ) , слѣдователыю,, равно j . Если, въ част-

номъ случаѣ положить 

х1 = х2—- • • = хп — х, то получится 

( « • f x)"=ffl"+( J ) а»-»ас+( J ) а»-'х*-\ 1- ( " ) а" - х ' Н 1-

+ ( J j « 2 х " - 2 + f ") «ж»- 1 + sc«. 

Эта важная формула, изображающая и-ую степень двучлена въ 
видѣ суммы называется бинОМІальнОЙ теоремой ])-

Коэффиціенты правой части ( " j , ^), ' )>*"> к о т о Р ы е м ы 

получили въ качествѣ чиселъ сочетаній безъ повтореній, въ виду 
того, что они встречаются въ только что выведенной .формуле, 
еще называются и б и н о м і а л ь н ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и . 

Для сравнительно небольшихъ значеній числа п можно («-(-#)• ' 
найти последовательнымъ умноженіемъ: 

(a - f xf = a 2 -f- 2ах + я 2 , 

(а -f- xf = a3 -f- З а 2 я -f- З а я 2 - f «», 

(«t -f- xf = а* -f- 4 а 3 # -f- 6 а 2 ж 2 -f- 4 а # 3 -4- ж 4 и т. д. 

Если уже эти формулы непосредственно указываютъ, что коэф-
фиціенты правой части въ случае показателей, равныхъ 2, 3, 

4, - - • и т . д., являются числами сочетаній то справедливость 

биноміальной формулы при любомъ цѣломъ и положительномъ 
значеніи п легко доказывается способомъ заключенія отъ п къ 
и - f - l » послѣднимъ пріемомъ получается второе доказательство 
этого важнаго предложенія. 

Если 

(a - f xf = а» 4- ) о»-ілг - f f J ) а"- V -( |- ( " ) а « - г г + 

+ ( v + 1 ) « n - ' ' - 1 ^ + 1 + - - - + ( w ! . 1 ) « ^ - 1 - f 

') Коэффиціенты разложенія (a -f- ж)" встрѣчаются впервые въ Arithmetica 
intégra М і с і і а е Г я S t i f e Г я (1544). который хотя и не выписываетъ ф о р 
мулы бинома цѣликомъ, но пользуется уже коэффициентами для рѣшенія обрат
ной задачи, а именно, для извлеченія корня. Ср. C a n t o r I I , стр. 433—434. 
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Слѣдовательно, если биноміальная формула справедлива для ка
кого-либо значенін показателя, она справедлива и для показа
теля на единицу бблынаго. Такъ какъ эта формула вѣрна для 
п = 2, то, слѣдовательно, мы доказали ея справедливость и для 
любого цѣлаго положительнаго значенія п. 

Слѣдетвія. 

1. Для « • = 1 и X = 1 биноміальная формула даетъ 

2 " = ' + ( * ) + ( " ) + - + ( : ) + - + U , ) + ' -
2. Пользуясь этой формулой легко доказать тѣ предложенія, 

которыя раньше (ср. стр. 32, 96 и 97) были доказаны 
инымъ путѳмъ нѣсколько сложнѣе. 

а) Е с л и я > 1, т о гп п р и д о с т а т о ч н о б о л ы и о м ъ 
з н а ч е н і и п м о ж е т ъ б ы т ь с д ѣ л а н о с к о л ь у г о д н о 
б о л ь ш и м ъ . 

Доказательство: пусть 

гдѣ р означаетъ нѣкоторое положительное число. На основаніи 
формулы бинома имѣемъ 

*" = ( 1 + Р ) " = 1 +ПР + І2)Р2 + Ь > " . 
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слѣдовательно, 
sn > 1 -\~ пр., 

такъ какъ при достаточно болыпомъ значеніи и, произведе
т е пр можетъ быть сдѣлано произвольно болыпимъ, то наше 
утвержденіе является доказаннымъ. 

Ь) Если £ < 0 > то при достаточно болыпомъ значеніи п 
можетъ быть сдѣлано произвольно малымъ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о : если z<Cl, то у = ! , - " > 1 , а такъ какъ уп 

при достаточно болыпомъ значеніи п можетъ быть больше лю

бого числа, то гп — цп можетъ быть сдѣлано сколь угодно малымъ. 

I I . Пусть выраженіе: 

(и сомножителей) 

(a -f- b - f c)» = (a~ArbArr).(a-{-b^c)...(a4rbArr) 

требуется преобразовать въ сумму. 
Какой-либо членъ искомой суммы получается умноженіемъ 

одного изъ трехъ слагаемыхъ перваго трехчлена на одно изъ 
трехъ слагаемыхъ второго и т. д., и, наконецъ, на одно изъ 
трехъ слагаемыхъ п-то трехчлена. Если изъ а скобокъ возьмемъ 
первое слагаемое а, изъ ß скобокъ второе слагаемое b и изъ у 
скобокъ третье слагаемое с ( а + ^ —J— у = то получится про
и з в е д е т е : а"Ь?с'і. Чтобы установить, сколькими способами можно 
составить это произведете , напишемъ ВМЕСТО каждаго изъ а 
трехчленовъ, изъ которыхъ берется первое слагаемое, букву а, 
вмѣсто ß трехчленовъ, изъ которыхъ берется второе слагаемое, 
напишемъ Ь, наконецъ, вмѣсто у трехчленовъ, изъ которыхъ бе-
ремъ третье слагаемое, напишемъ с. Каждое отдѣльное распо-
ложеніе буквъ а, Ь, с соотвѣтствуетъ какъ разъ одному способу 
полученія произведенія а*Ы&, Число подобныхъ произведены бу
детъ равно числу перестановокъ изъ п элементовъ, .среди кото
рыхъ а элементовъ равны а, ß элементовъ равны b и у элементовъ 

fi ' п 

равны с, т . -е . на основаніи § I А: а ! р ^ . Каждое изъ чиселъ а, р, у 
можетъ принимать любыя цѣлыя значенія О, 1, 2..., п, но лишь 
при томъ условіи, что a - ( - ß - [ - y = w. 

Слѣдовательно, мы получимъ всѣ члены искомой суммы, 
если представимъ п въ видѣ всевозможныхъ суммъ трехъ чиселъ 
а, ß и у. каждое изъ которыхъ принимаете значеніе О, 1, 2 , . . . и , 
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a затѣмъ каждое произведете , соответствующее определенному 

разложение п умножимъ на -ур-^ и полученные такимъ образомъ 

выраженія сложимъ. Одинаковые коэффиціенты будутъ иметь 
члены, получающіеся одинъ изъ другого простымъ переме.щеніемъ 
показателей а, ß, у. Если для обозначенія суммы воспользоваться 
греческой буквой 2 , то способъ образованія суммы выразится 
короче следующей формулой: 

при условіи a - f -ß - f -у = » . 

Совершенно такимъ же образомъ получается выраженіе и-ой 
степени суммы m слагаемыхъ: 

«*'«= 0, 1, 2 , . . . и. 

"m —' 

( a i + « 2 Ч г-я„ = и). 

Эта формула называется „ПОЛИНОМІалЬНОЙ Т е о р е м о й " ^ ) . 

Если для краткости ввести.обозначенія: 

« 1 + й 2 + " . • + « « = Р 

и затемъ соединить все члены правой части, имѣющіе одинъ и 
тотъ же коэффиціентъ, то будемъ иметь 

Р3 = Іа^ + 3 2 ^ 4 + 62 <у*,а р, 

Р 4 = 2 Ѵ + 4 ^ 3 а ѵ + 6 ^ Ч Ч 2 + 1 2 Ѵ ^ 2 я , л + 2 ^ и т. д. 

где знакъ 2 указываетъ на то, что следуетъ брать суммы тѣхъ 

членовъ, которые образуются изънаписаннаго , придавая р., ѵ, р и a 

1) Впервые о ней упоминается въ одномъ письмѣ Л е й б н и ц а к ъ І о а н н у 
В е р н у л л и (май 1695). Указанный способъ доказательства примѣнимъ, ко
нечно, также и для вывода биноміальной теоремы. 



222 Глава Y. Операціи въ области раціональныхъ чиселъ. 

всѣ различный между собой системы значеній, изъ ряда 1, 2, 
3 , . . . » . 

Разложеніе (« t -f- а 2 --| (- ат)п находится въ тѣсной связи съ 
размѣщеніями и сочетаніями и-го класса съ повтореніями. Если 
получаемые при перемноженіи п скобокъ члены оставить въ видѣ 
произведеній, пользуясь сокращенной записью въ видѣ степеней, 
то они образуютъ всѣ размѣщенія и-го класса изъ m элементовъ 
« j , а2,...ат съ повтореніями, число которыхъ, по § 1 В , I I , 

. стр . 206, есть тп; если члены, отличающіеся только мѣстомъ 
сомножителей, а, слѣдовательно, дающіе одно и то же произве
д е т е а^а^... a*mt разсматривать не к а к ъ различные, то полу
чимъ всѣ сочетанія м-го класса съ повтореніями изъ m элемен
товъ; поэтому число различныхъ между собой членовъ въ разло-
женіи (aj - f - a 2 -f- a3 -| \-am)a, на основаніи § 1 С, I I , стр. 211, 

равно [ т ^ *J; следовательно, столькими способами можно 

изобразить и число п въ видѣ суммы m слагаемыхъ, каждое изъ 
которыхъ имѣетъ одно изъ значеній 0, 1, 2,... п. 

Чтобы преобразовать выраженіе 

( Л + А * - г - Л * Ч М « * " Г 

въ сумму, расположенную по степенямъ х, мы воспользуемся 
формулой 

К + «i + « 2 + • • • + a J " = S^4^ ' - - . ^ а ° ° а № • • • < т 

"о = 1 
«.=1 

. ^ = >,0, 1, 2 , . . . я , 

"т=> 

( « о + <*і + « 2 H h «* = »)» 
и положимъ: 

% = Ä^- 0 = 0, 1, 2 , . . . , m), 
Тогда будемъ имѣть; 

а, = } О, 1, 2 , . . . т е 

( « O - T - Œ l + ^ H Г-Я. , ) = « -
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Всѣ члены правой части, въ которыхъ сумма 

1*і + 2 я Н \ ~ т а

т 

имѣѳтъ одинаковый значенія, могутъ быть соединены въ одинъ 
членъ. Коэффиціентъ при х* № = 0, 1, 2,...тп) есть, слѣдова-
тельно, сумма всѣхъ выраженій, которыя получаются изъ 

- , -, " j-А 0*>А«<А 2**- • -Ау, 
в 0 ! а , ! » , ! . . . « ( „ , ! 0 1 2 m 

если придавать а 0 . а, , а 2 , . . . ат всѣ значенія изъ ряда чиселъ 
О, 1, 2 , . . . и , для которыхъ 

1. а 0 + а 1 + а 2 + - - - + а і„ = ?г 

и 2. la j 4 - 2 а 2 + З а 3 4 hwfm = *' 

Такъ, напримѣръ, имѣемъ: 

(А0 + Агх + Л 2 ж 2 + + 3 # 3 + .4 4ж* -| у= 

= А * _|_ 2 л 0 ^ 4- ( 2 ^ 0 ^ 2 4- А*)х* + ( 2 Л ^ 3 + 2 Л , Л 2 ) ж Н -
+ ( 2 ^ + 2 ^ 3 + J 2 V * + ( 2 4 ^ 5 + 2 + A + 2 + 4 3 ) ^ + . . . ; 

( Л + ^ 1 ^ + ^ 2 а ; 2 + Л а ; 3 + + а ; 4 + - • - ) 3 = 

+ ( З Л 2 Л + 6 Л ^ ^ + ^ 8 ) ^ 3 + 

+ ( з ^ 0 м , + б ^ 0 ^ ^ 3 + з л л 2 2 + з ^ ^ 2 ) ^ + 

+ ( з л п м 5 + б ^ 0 4 1 4 4 + б Л А 2 л 3 + з ^ 1 2 Л + з + ^ 2 ^ - + . . . 

D . Д ѣ л е н і е . 
Пусть 

у, z, а, Ь, с), g(x, у, z, а, Ь, с), F(x, у, z, а, Ъ, с) 

суть цѣлыя раціональныя функціи х, у, z, a, Ъ, с, и пусть , 
кромѣ того, 

F=f-g. 

Поставимъ теперь себѣ задачей, зная функціи F и /', вычислить 
функцію g, т .-е. частное F:f. Для этой цѣли представимъ- себѣ 
члены функцій расположенными слѣдующимъ образомъ: прежде 
всего установимъ опредѣленный порядокъ величинъ, отъ которыхъ 
зависитъ функція, напр. х, у, z, а, Ь, с, и напишемъ сначала 
члены, въ которыхъ показатель степени х имѣѳтъ наибольшее 
значеніе, затѣмъ тѣ члены, показатель степени х въ которыхъ 
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имѣетъ слѣдугощеѳ меньшее значеніе и т. д. Всю совокупность 
членовъ, содержащихъ одну и т у ж е степень х, расположимъ по 
убывающимъ степенямъ у; члены, въ которыхъ, какъ х, такъ и 
у имѣютъ одинаковые показатели, степеней,—расположимъ по 
нисходящимъ степенямъ z; тѣ , которые имѣютъ одинаковые по
казатели степеней при х, у и z, — по нисходящимъ степенямъ 
буквы а и т. д. Членъ, занимающій при такомъ расположены г ) 
1-е мѣсто, назовемъ высшимъ (особымъ) членомъ функціи. 
Если двѣ функціи f и g перемножить, то произведете высшаго 
члена f на высшій членъ g даетъ высшій членъ функціи F=f-g. 
На этомъ свойствѣ основывается слѣдующій методъ вычисле-
нія функціи g по даннымъ функціямъ F и f. Дѣля высшій 
членъ F на высшій членъ f получимъ высшій членъ A функціи 
д. Если теперь положить 

д = ААгд1, 
то полѵчимъ 

F=f:g=A-f+f.9i 

и 
•F1^F-Ä.f = f^91; 

слѣдовательно, если изъ F вычесть произведете A-F и раздѣ-
лить высшій членъ остатка В\ = F— A-f на высшій членъ f, 
то получится В, высшій членъ дг\ положимь теперь далѣе 

• .'Л --• п т !h 
l \ = f-<h = f-BA-f-g2, 

F2 = F1-f.B = f.(j2; 

тогда дѣленіе высшаго члена F2 на высшій членъ f, даетъ С— 
высшій членъ д2. Продолжая вычисленіе подобнымъ образомъ, най-
демъ всѣ члены функціи д. Этотъ пріемъ дѣленія можно примѣнять 
и тогда, когда F mf суть суммы произведена степеней, показатели 
которыхъ или всѣ, или частью, имѣютъ отрицательный или дроб
ныя значенія, такъ к а к ъ принципъ расположенія, на которомъ и 
основанъ методъ дѣленія, примѣнимъ и въ этомъ случаѣ, и для 
умноженія и дѣленія такихъ степеней справедливы тѣ же 
(см. гл. I I § 5 В и гл. IV § 7 С) правила, к а к ъ и для соотвѣт-

1) Вмѣсто TOPO, чтобы начинать съ высщвхъ степеней, мы могли бы вездѣ 
начать и съ иазишхъ. 
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ствующихъ дѣйствій надъ степенями, показатели которыхъ нату
ральный числа. 

П р и м ѣ р ъ . Пусть 

F = Зах6у — &х6у -\- 'дх^ — 2а2х*у2 -)- іахЧу2 — 3ax 3«/ 4 - ) -

-f- ia3x3y2 — 8a2x3y2 — <oax2iß - f 1 ia2xiß — 4a3?/5 

и 
f = axhj — 2x3y -f- ZxyA — ay^. 

Очевидно, что здѣсь всѣ члены уже расположены согласно 
установленному принципу. 

Высшій членъ А искомой функціи у есть частное 

Ъахъу : ах3у = За; 3. 

Ъ\ = F — Ъх3 • f= — 2 а 2 ; г у + 4аа;*г/2 4 - 4а 3 .г 3г/ 2 — 

— 8а2х3у2 — 6ах2у* 4~ Ііа2ху5 — 4а 3*/ 5 . 

Слѣдующій членъ В функціи у есть частное 

— 2а2х*у2 : ах3у = —- 2аху. 

F2 = F1 4 - 2аху • f== 4а3х3у2 — 8а2х3у2 - j - 12а 2ху 5 — іа3у5. 

С = 4а3х3у2 : axsy = 4а2у. 

F2 — 4a2y-f=0; 
следовательно: 

F1 4 2axyf — 4a 2«// = О, 
и 

F — 3 ^ 3 / ' + 2axyf— ia2yf = Q, 
т .е . , 

F = f • ( З х 3 — 2axy 4 - 4а 2г/). 

Часто встречаются следующія частныя: 

(хп — у ) : (х — у) = хп~1-\~ хп-2у 4 - хп-3у2 - | f- xyn~2 -f-
(-,r2n + l 4 _ y 2 m + l j : ^ 4 _ ^ = ^ 2 n _ ^ 2 № - - l y 4 _ a ; 2 « - 2 ^ 2 . . — Хуіп-іЛ-уіп щ 

Если для F vi f выбрать произвольный суммы произведеній 
степеней, то применяя къ F и f нашъ способъ дѣленія, вообще 
говоря, мы не придемъ к ъ остатку 0, какъ бы далеко мы ни 
продолжали деленіе; въ этомъ случае не существуетъ функціи 
такого же рода, чтобы F==f-y. При этомъ указанный пріемъ 
можно закончить на любомъ члене частнаго, но необходимо ука
зать соответствующей остатокъ. Если, напримеръ, 
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F=x* + y\ f = x + y, 

то дѣленіе F : f невыполнимо безъ остатка; если частное 

X,—у-\ г ' " * вычислить до члена ( — ^ ) п , ~ п _ \ і то п ° -
*Ю Х^ X 

2yn + i 

лучится остатокъ ( — О я + , , _ ^ г г » следовательно, имѣетъ мѣсто 

равенство: 
J l ± j / 1 _ , 2 ^ _ 2 ^ 

+ — У " Г д. Ж 2 - t -
2 n 2 г / п + 1 

4 - ( — 1)" • + (— г 
4 ' „я _ 1 I ѵ „»l - If xn-\x + )i) 

При y = l получимъ 

• І І ± А _ Г 1 I 2 _ 2 I I 
* + 1 4 X X* Г -t 

+ (— 1)-- - 2--, + (— r~ 

ЕСЛИ I > 1 и 8 означаетъ произвольно малое данное поло
жительное число, то всегда можно найти такое положительное 

2 
цѣлое число п, что — — , < ° (ср. стр. 219), а, следовательно, и 

2 
подавно -. <Г8. Тогда съ ошибкой, по абсолютной вели

к о + 1 ) ^ 
чине не превышающей § имеемъ, что 

« 2 + 1 2 2 2 

— — = « — н 1 И— ! ) " • - ѵ 

При . г = 1 выше написанное равенство приметъ видъ: 

{ ± ^ = l _ y + 2 ^ - 2 y » + . - . + ( - l ) - . 2 r + ( - l ) - + 1 - f Ç ^ 

Если 0 < у < 1, и § есть произвольно малое положительное 
число, то можно всегда выбрать такое цѣлое положительное 
значѳніе числа п, чтобы 

2 « r + 1 < ô 

а, следовательно, и подавно 

Итакъ , съ ошибкой меньшей Ь будемъ иметь 

і ± | = 1 _ у + Ц2 - 2у* Ar - - -+- ( - 1)« • 2 Г . 
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Ё. Извлечете корня. 

Чтобы опродѣлить функцію f по данной функціи F—f2, пред-
ставимъ себѣ эти функціи расположенными по принципу, указан
ному въ I). Если А есть высшій членъ функціи f и 

f=A + fv 

то 
F=f2 = A2 + 2Af1+-f1K 

Такъ к а к ъ . Л 2 есть высшій членъ функціи F, то высшій членъ 
функціи f находимъ, извлекая квадратный корень изъ перваго 
члена функціи F; затѣмъ находимъ разность: 

F1 = F-A* = 2Af1+f1* 
и полагаемъ 

гдѣ В есть еще неизвѣстный намъ высшій членъ Тогда на
ходимъ: 

Рг = 2АВ -f 2Af2 + В 2 + 2Bf2 + f2

2. 

Легко видѣть, что 2 А В представляютъ высшій членъ JF7,; 
слѣдовательно, для вычисленія В слѣдуетъ первый членъ FL раз-
дѣлить на 2А, затѣмъ вычислить разность 

F2 = Fi — {2AB -f- В2) = 2Af2 -f- 2Bf2 -f- f2

2 

и положить 

гдѣ С означаетъ высшій членъ функціи f2. 
Тогда будемъ имѣть: 

F2 = 2ACAr 2Af3 - f 2BG + - f C 2 + 2C^, - f f2. 

С получимъ дѣленіемъ высшаго члена 2АО функціа F2 на 
2А и т . д. Продолжая вычисленіе подобнымъ же образомъ, най-
демъ по порядку всѣ члены искомой функціи f, если только пред
положить заранѣе , что вообще существуетъ такая фуякція» 
квадратъ которой равенъ данной функціи F. 

Пользуясь формулами для -(A -f- fj3,... (A-\-f1)n можно ана-
логичнымъ пріемомъ установить способъ. извлеченія корня съ 
любымъ показателемъ. 

К. Ферберъ. Ариѳметика. 16 
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§ 3. Ариѳметическіе ряды любого порядка. 

Пусть а 0 , « j , а2, я 3 , « 4 , « 5 , . . . представляютъ изъ себя про-
извольныя числа, взятия въ определенной послѣдовательности. 
Вычитая каждое число изъ послѣдующаго, получаемъ новыя 
числа: 

(lQm = a1—а0; d^V = a2— а 3 , d2W = a3 — a2, 

d9W = at — aa, rf4(i) = o e — а 4 . . . , 

которыя назовемъ перымъ разностнымъ рядомъ данной последо
вательности чиселъ. Разность двухъ слѣдующихъ другъ за дру
гомъ членовъ этого ряда даетъ второй разностный рядъ: 

(/0(2> — а 2 — 2 r t j + a 0 ; d t j ( 2 ) = f f l 3 — 2 п 2 - \ - а г ; d2^=at— 2a3-j-os2; 

^ 8 ( 2 ) = = в Б — 2 « 4 + e , ; . . . 

Соотвѣтственнымъ образомъ составляемъ третій разностный 
рядъ: 

dQ(3) = а3 —• За., - ( - 3а 1 — « 0 ; г?,<3> = а 4 — За 3 - j - За 2 — а 3 ; 

«уз) = а 5 — З а 4 - j ~ 3ffl3 — rt2... 

ѵ-ый разностный рядъ будетъ имѣть слѣдующій видъ: 

(I) <г 0 Ы= « ѵ — + (ѵ

2)« ,_2 — (g)a v_3 - f • • • - f (— l )"a 0 ; • 

< * д ( ѵ , = « , + і — (i)«., + Г 2 ) ^ - 1 h(— О ' в ц 

Въ правильности выраженій для d?0M, . . . легко убѣдиться 
заключеніемъ отъ ѵ къ ѵ —f— I , примѣняя формулы (§ 1 С, I b, 
стр. 208): 

Если члены одного изъ полученныхъ разностныхъ рядовъ, 
напримѣръ, р-то, имѣютъ всѣ одно и то же значеніе, то данную 
послѣдовательность чиселъ а0, ах, а2, а3, а 4 , а 5 , . . . называютъ 
„ариѳнетичеснинъ рядомъ р-го порядка". Послѣдовательность, назван
ная коротко въ гл. I , § 5 Е, добавленіе стр. 25 „ариѳметиче-
скимъ рядомъ", оказывается, согласно только что установленному 
опредѣленію, ариѳметическимъ рядомъ перваго порядка. Первый 
разностный рядъ для ариѳметическаго р я д а ^ - г о порядка есть ариѳ-
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метическій рядъ р—1-го порядка, второй — есть ариѳметическій 
рядъ р — 2-го порядка и т. д. и, наконецъ, (р— 1)-ый разностный 
рядъ, — ариометическій рядъ перваго порядка. 

Если произвольно заданы первые р-\-1 членъ: а0, аг, а2,'--а , 
то соотвѣтствующимъ подборомъ членовъ а р + 1 , а р + 2 , . . . можно 
достигнуть того, что всѣ они составятъ ариѳметическійрядъ^-го по 
рядка; этими именно членами а0, аѵ о 2 , . . . а, и определяется 
(по I ) d0(p>; тогда достаточно а р + 1 выбрать такъ , чтобы d^=d0^; 
а р + 2 такимъ образомъ, чтобы d2^ = d0^ и т. д. 

Ариометическій рядъ р-ѵо порядка характеризуется не только 
(р-\-1) первыми членами, но и начальнымъ членомъ а0 и на
чальными членами п е р в ы х ъ ^ разностныхъ рядовъ, d0^\ d^2\... d0

(p\ 
Чтобы показать, что этими числами каждый членъ ариомети-
ческаго ряда р-то порядка вполнѣ опредѣленъ, прежде всего 
образуемъ изъ d^p-Л~> и dQ(p> разностный рядъ (р—1)-го порядка. 
Послѣдній имѣетъ видъ: 

^ о ^ - 1 ' , аЛр-Ъ == dQ(p-V -f- d0d>\ djp-v = dJp-V -4- 2djp),. . . , 

ä^^dep-v-±(n~l).d0u\ 

а сумма его первыхъ п членовъ: 

e.d-D = nd0(p-v - f (1 - f 2 4 -3 -1 f- (n — l))rf0'p) = 

= nrf 0 («-«4-(J)rf ow 

(ср. гл. I § 5 E, добавл. стр. 25). 
Далѣе , для »г-ro члена разностнаго ряда (р — 2) порядка 

имѣемъ выраженіе: 

d $ - ? = d ^ - 2 ) -f 4- rf/p--« - f • • = 

= ^ - 8 ) 4 . ^ = 

= . < y p - » + ( » — i w - » + ( n 7 yo

(p) 

и для суммы п первыхъ членовъ разностнаго ряда (р — 2)-го 
порядка 

sn(v 2) = ndAP-i) 4 - [ 1 4 - 2 + . . - 4 - ( И - 1 ) ] / І 0 ( Р - « 4 -

[g)+(|V 

(ср. § 1 С I , Ъ) 3, стр. 209), 

d0<p>= 

16* 
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Выполнепныя вычисленія даютъ возможность предполагать, 
что если І^г^р, то 

Справедливость этого предположенія доказывается заключо-
ніемъ отъ г к ъ г - j - 1. Прежде всего составимъ сумму и первыхъ 
членовъ разностцаго ряда (р — г)-го порядка: 

• f .О •. '} 

•,=r-fl 

или, такъ какъ на основаніи § 1 С, I , стр. 209 

Ё п 1 ) = ( , : , ) • 

то 

s „ ( " - r ) - ( l j ^ - ' + g ) ^ о ( ' - + 1 ) + ( з • • + ( , . " ^ » -

Поэтому w-ый членъ (р — г—1)-го разностнаго ряда будетъ: 

+ ( " 7 > о ' - + » + " - + ( ; + 1

1 Ц « . 

Найденное для ^ _ ! Г _ 1 ) выраженіе имѣетъ совершенно ту же 
форму, какъ взятое для d^~[\ съ тою лишь разницей, что 
вездѣ вмѣсто г стоить г -А-1. Такъ к а к ъ справедливость 
этой формулы доказана для г=1 и г = 2, то, слѣдователыю, 
она справедлива и для большихъ цѣлыхъ значеній г; въ част
ности и-ый членъ первоначальнаго ряда имѣетъ видъ (г~р): 

( " ) « . - * ( = ^ _ 1 ) = « o + ( и 7 V . н ( " г V ™ + • • • + ( " 7 1 ) < i & , 
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а сумма п первыхъ членовъ этого ряда: 

- d") • H î ) « o + ( ï)*. , ) + + - •MP+JW-1) 
Равенства ( I I ) и ( I I I ) даютъ выраженія и-аго члена и суммы 

п первыхъ членовъ ариометическаго ряда р-го порядка черезъ 
ихъ первый членъ и первые члены ихъ р первыхъ разностныхъ 
рядовъ. 

Примѣчаніе. Числа в х , s2, s v si,--- обраэуютъ ариометическій 
рядъ (p - j - 1)-го порядка, такъ какъ разности s2—s, =avs3—s2—a2, 
s4 — s3 — av • • • представляютъ ариѳметическій рядъ р-ѵо порядка. 

Теорема2). Е с л и в ъ д ѣ л у ю р а д і о н а л ь н у ю ф у н к ц і ю 
р-°" с т е п е н и о т н о с и т е л ь н о ж 

/(х) = е0хр -f- СЛХРТ 1 + сахр-2 H 1- ср _!« + с р 

п о д с т а в и т ь в м ѣ с т о х п о с л ѣ д о в а т е л ь н о ч л е н ы а р и о 
м е т и ч е с к а г о р я д а 1" г 0 п о р я д к а a, a-\-d, a-\-2d,---, т о 
п о л у ч е н н ы я в ъ р е з у л ь т а т ѣ з н а ч е н і я ф у н к ц і и • 

/ ( a ) , f(a + d), f(a + 2d),---

о б р а з у ю т ъ а р и ѳ м е т и ч е с к і й р я д ъ р-™ п о р я д к а . 

Доказательство. Разности 

f(a + d)-f(x) = g1(x), f(x + 2d)-f(x+d) = !j1(x + d)., 

f(x - f 3d) — f(x - f . 2d) == дл[х - f 2d), • • • 

суть функціи (jp — 1)-ой степени, получающіяся изъ g,(x) при по-
слѣдовательной замѣнѣ х черезъ х - j - d, х-\- 2d, • • • Разности же 

_дг{х - f d) — дг(х) = д2(х), д,{х.-\- 2d) — дл{х -f- d) = д2(х - f 2d), 

; «/,(« + 3d) — ^ ( « + 2rf). + 2 d ) » " - > 

суть функціи (^ — 2 ) - о й степени, такъ же получающіеся изъ пер
вой, замѣной X черезъ x-\-d, x-\-2d, и т. д. Продолжая далѣе 
такимъ же образомъ, находимъ, что (р — 1)-ый разностный рядъ 

1) Для ариѳметическаго ряда третьяго порядка (р = 3) Я к о в ъ Б е р-
н у л л и въ Ars conjectandi (стр. 98 и 99) вывелъ эти формулы ( I I ) и ( I I I ) изъ 
ранѣе полученныхъ суммъ фигурныхъ чиселъ. 

3) Г) e L a g n у, Histoire' de l 'Académie des Sciences, 1722, стр. 281—282. 

Ср. C a n t o r I I I , стр. 389. 
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Д л я f(x), f(x-{-d), f(x-\-2d) и т. д. состоитъ изъ функіЦй 
п е р в о й степени: 

9Р-і(х), 9ѵ-№ + <lh fJ,r-i(x -f- 2rf), • • •. 

Если теперь 

то при x = a, (p — l j-ый разностный рядъ имѣетъ видъ: 

та -f- п, та -f- п -\- md, та -\-n-\- 2md, • • • ; 

слѣдовательно, этотъ рядъ есть ариеметическій рядъ перваго по
рядка, и тѣмъ самымъ предложенная теорема доказана. 

Примѣненія: 
1. Пусть 

Давая X значенія р, р-\- 1, р-\- 2, р-{-%,-
рядъ значеній функціи 

получаемъ 

ІР + ^ 

\ Р 

Р + 2\ 
P I Р 

которыя на основаніи § 1 С, I , b 3, стр. 209, являются фи
гурными числами 2?-го порядка и образуютъ ариѳметическій 
рядъ р-то порядка. 

2. Для 

f(x) = xi' и а — 1, d — 1, 

получаемъ ариѳметическій рядъ 27-го порядка: 

1'', 2", 3", • • - , и". 
Чтобы найти сумму этихъ п чиселъ достаточно только въ ра

венстве ( I I I ) стр. 231 замѣнить d0^\ d0

i2\• • • ,^ 0

(/'»значеніями I 
(стр. 228); тогда получимъ: 

в ( р ) = 1 " - г - 2 " + 3 " - | ( -«" = 

1^ '+( ; ' ) [ 2 " — 1 " Л -
; 2 

3 " — ^ 2 " + 1 " + 

+ ••• + 

L

 L ) ( V — 1 ) Р + Г 2

 !) ( V — 2 ) Р Ч h(—I)"-" 1 • 1' 

( я 4 _ 1 ) , _ ( ^ і , Р + ( ^ ( р - і ) г + . . . + î 

• ( - 1 ) W / . 1 ) 2 * + ( - 1 ) M P | . 

file://-/-n-/-
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Правая часть равенства есть цѣлая раціональная функція n, 
(P + і)-ой степени; члена, не содержащаго и, въ ней не встре
чается. 

^ 2 ) = 1 2 + 2 2 + з 2 + . . . - ь ^ = ( ; ' ) + (;м .з + ( " ) . 2 = 

При р — 2 имѣемъ: 

П3 I Ф I И П . I I л / о I 1 \ 

= Т + Т + б = ¥ ( " + ! ) ( 2 , г + ! ) -
При т?==3 получаемъ: 

s„'3) = і з_ |_ 2 3 + 33 J - j - п з = 

и 4 I n3 I и 2 

4 

n 
> + l ) : ( 1 + 2 + 3 + . . - 4 - й ) 2 . 

Слѣдовательно, сумма третьихъ степеней натуральныхъ чиселъ 
отъ 1 до п равна квадрату суммы этихъ чиселъ. 

При р — і получаемъ: 

«„(*>= 1* + 2 * + 3 * - J \-п*= 

И 5 , И* I М 3 » = -_ + ._ + _ - _ _ и т. д. 

Сумму одинаковыхъ степеней натуральныхъ чиселъ можно 
найти, независимо отъ теоріи ариѳметическихъ рядовъ, слѣдую-
щимъ образомъ: воспользуемся формулой бинома 

( Р + Л ^ А ( P + l \ ~ v - l - \ J P + V \ (X 4 - 1 ) Р + 1 = Ж Р + 1 + ^ [ 1 ) Ж Р + ^ J C P - 1 + ^ J ^ ' - 2 + • . . 

+ ( ' î V + ( * , , " - , ) « + ' . 

подставимъ въ это равенство вмѣсто х последовательно числа 
1, 2, З , - - - , п и сложимъ полученныя такимъ образомъ равен
ства. Тогда будемъ имѣть: 

(V) (п + 1 ) р + і = 1 + ( ^ | 1 ) в п ( Р ) + ^ + 1 ) в в ( Р - і ) + ^ + 1 ) * „ < * - » + • • . + 
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При помощи равенствъ, получающихся, и з ъ . (V) поел вдова-
тельной замѣной р значеніями 2, 3, 4 и т. д. мощно вычислить 
одну за другой суммы 

П ' П ' 71 ' 

пользуясь уже знакомымъ выраженіемъ 

т _ п ( п + Ѵ) 
« 2 

Можно составить еще болѣе удобныя рекурсіонныя формулы для 
суммъ степеней, если воспользоваться слѣдующимъ равенствомь: 

(X — + 1 = - [ Р + 1 J XV + + 1 j * P - 1 — f ' ' +
 !) Ж Р - 2 - J - . + 

4 - ( - 1 ) ^ • (* + r ) я* + ( - 1)»- f + 1 j X 4. ( -

замѣнивъ и въ немъ х числами 1, 2, З , - - - и; складывая, нако
нецъ, полученныя такимъ образомъ равенства найдемъ: 

( v i , 0 = » . . + 1 - ( * 7 1 ) і м Ц " + г ) ^ - " - С J " г ) ^ - 2 > + - • • + 

+ Г _ 1 ) г - і . ( Р + 1 ) в > ( » 4 - ( - 1 ) і ' / ( р + 1 ) в в ( і Ч ( - 0 ' ' + 1 - » . 

Сложеніомъ и вычитаніемъ (V) и ( Y I ) получаемъ слѣдующія 
соотношенія: 

( V I I ) ( « + 1 ) Р + І = І - f » " + i + 2 . j / , + 1 ) S | , ( / - « - f - 2 . ( ^ + ^ Я Ч Р - З ) 

(въ случаѣ |? четиаго послѣдніе члены будутъ: 

въ случаѣ р нечетнаго послѣдніе члены будутъ: 

(VI I I ) (»»-f І ) Р + І = = 1 — , ^ + : 4 - ' 2 | / ' + 1 j s n 0 ' ) - f 2 [1' + r)sn(r^)A^...i 

(если p четное, .то-послѣдніе члены будутъ: 
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о "ли р нечетное, то послѣдніе члены будутъ: 

9 (P + l \ , m I о І1> + 1 

з " s~ 

Равенства (VII ) и ( V I I I ) являются болѣе удобными для ре
ку ррентныхъ вычисленій суммъ степеней, чѣмъ равенства (V) и 
(VI) , такъ какъ они содержать менѣе членовъ. 

Примѣчаніе. 

Равенствами ( V I I ) и ( V I I I ) можно пользоваться и для нопосредственнаго 

составления выраженія я^, какъ мы вкратцѣ ото и покажемъ. 

Разлагая лѣвую часть ( V I I I ) но формулѣ бинома, получимъ: 

Такъ какъ въ лѣвой части п не встрѣчается въ степени выше (]> -(- 1)-ой 
то какъ функція числа », не можетъ быть выше (j>-\-\)-oâ степени (это, 
впрочѳмъ, слѣдуетъ изъ ( IV) , стр. 232). 

Положимъ поэтому: 

гдѣ <p, tfo, ç j , 'f2, <f3, • • • означаютъ функціи. подлежащія опредѣленію. 
Соотвѣтственно этому прсдподоженію получимъ: 

8 Й

( * ~ 2 ) = f 0> - 2) • n " ' 1 + ?оО> - 2 ) . > ^ - 2 + T l (p _ 2) • ni'-3 

+ ? 2 0 ; ^ 2 ) . « * - Ч ? з О ' - 2 ) - и р - Ч - - и т . Д . 

Если эти выраженія S $пР~2\ • • - подставить въ правую часть формулы 
(IX) , то непосредственнымъ сравненіемъ коэффиціентовъ при однѣхъ и тѣхъ же 
етепеняхъ п получимъ: 

1 
и т. д., 1. Ï ІР) = 

1 

ѵ Ч 
—г, слѣдовательно, f(p — 
- 1 

2. 
1 

У 
т.-е. не зависитъ отъ р, 

3. ь(р) = 12' 
слѣдовательно, ft (p — 2) 

4. 0, 

5. <РзО>) = 
1 

120 \ 3 1 

р - 1 

p — 2 
и т. д., 12 

Йримѣняя споеобъ полной индукціи, не трудно показать далѣе, что 
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a) всѣ функціи съ четными индексами ср 4, t f e , <р8, • • • , имѣютъ значеніе 0; 
b) если и означаетъ какое-либо нечетное число, то 

гдѣ С есть число, не зависящее отъ р. 
Если поэтому положить 

*<*-(?) ( t ) - - -» - . o«=U ' : ,M. 
гдѣ BLT JBJ. B3, • • •, BK суть не зависящія отъ р числа, то получимъ: 

р + 1 ' 2 1 \ 1 / 2 1 \ 3 j 4 

нослѣдній членъ правой части, въ случаѣ р четнаго, равнаго 21, имѣетъ видъ: 

21 \ В, 
21—\) 21 "' 

а въ случаѣ нечетнаго р, равнаго 2 / + 1, 

2І + \\В1 

21 — 1 / 21 ' 

Чтобы опредѣлить теперь числовыя значенія В ь J? 2 . • • • , Вк • • • поло-
жимъ^р равнымъ четному числу 21; тогда (X) преобразуется въ 

Такъ какъ при п = \ лѣвая часть имѣетъ значеніе 1, то будемъ имѣть далѣе: 

І , j2l\ Bi , (2l\ ß, , , j 21 \ Bk 

Пользуясь формулой ( X I ) можно вычислить если намъ уже извѣстны 
значѳнія Bi, В%, • • - , Bl_x-

При 1=1 имѣемъ 1 = î + - 0 - + # і > откуда -Ві — 4-; 

О Là О 

» 1 = 2 » + у + 2 Б ! + Б 2 , откуда В 2 = - ~ ; 

» 1 = 3 » 1 = у + y + 32?! + 5.В 3 + В3, откуда В 3 = ~ и т- Д-
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Историческое примѣчаніе. 

Сумму квадратовъ натуральныхъ чиселъ уже вычислялъ Архи-
медъ въ своей книгѣ, посвященной спиралямъ (Cantor I , стр. 298); 
также хорошо была извѣстна въ древности и сумма кубовъ, а 
сумма четвертыхъ степеней впервые попадается въ арабской ли
тературе X V столѣтія (Cantor I , 736). Между 1612 и 1619 го
дами J o h a n n F a u l h a b e r изъ Ульма далъ, хотя и безъ вся-
каго вывода формулы суммы степеней натуральныхъ чиселъ, 
включительно до 11-ой степени (вѣроятно, онъ пользовался ря
дами разностей). Лѣтъ двадцать спустя той же задачей занялся 
Ф е р м а т ъ , не зная о результатахъ, полученныхъ F a u l h a -
b е г ' о м ъ . Я к о в ъ В е р н у л и в ъ е г о , , A r s conjectandi" (Базель, 
1713, стр. 96—98) показалъ, какъ можно при помощи свойствъ 
фигурныхъ чиселъ вывести формулы суммъ степеней, и самъ 
выполнилъ вычисленіе для суммъ до 10-ой степени включительно. 
Безъ точнаго обоснованія онъ даетъ общую формулу (X). Встре
чающаяся тамъ числа Вг, В2,---, -В д, ••« были названы позднее 
д е - М у а в р о м ъ и Э й л е р о м ъ ч и с л а м и 1 ) Б е р н у л л и . (Ср. 
Э й л е р ъ , дифференціальное исчисленіе, часть I I , § 122, где 
также даны значенія первыхъ 15 чиселъ Б е р н у л л и ) . 

§ 4. Непрерывный дроби. 

А. И с т о р и ч е с к о е в с т у п л е н і е . 

Первое цримвненіе непрерывныхъ дробей находится въ алгебре 
Б о м б е л л и (впервые напечатанной въ 1572 г.), где состави
тель представляетъ j / і З въ виде непрерывной дроби (Cantor, 
ч. I I , стр. 622). Некоторый шагъ впередъ въ формальной разра
ботке непрерывныхъ дробей сдвлалъ C a t a l d i (Trattato del 
modo brevissirao di trovare la radice quadra delli numeri, изд.. 
1613), который уже для непрерывной дроби 

1) Волѣе подробно объ этихъ числахъ смотри у S a a l s c h u t z , Vorlesun
gen über die B e r n o u l l i sehen Zahlen, Berl in 1893; H a u s s n e r , Zur 
Theorie der B e r n o u l l i sehen und E u 1 о r sehen Zahlen, Göttinger Nachri
chten, 1893, Nr. 21 и Encyklopädie der Mathem. Wissenschaften I I А 3, Nr. 18. 
стр. 181. 
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4 „ 2 

ввелъ ради удобства печати такое сокращенное обозначеніе 

(Cantor, I I , стр, 762—763). Вѣроятно, независимо отъ обоихъ 
итальянскихъ математиковъ, непрерывными дробями пользовался 
для приближеннной замѣны отпошеній большихъ чиселъ дробями 
съ меньшими числителями и знаменателями D a n i e l S c h w e n 
t e r изъ Нюренберга въ своей Geoinetria practica (1618) (Can
tor, I I , стр. 763—765). Возможно, что также самостоятельно при-
шелъ к ъ этому положенію и Lord B r o u n c k e r , первый прези
дента королевскаго общества (1620—1684) (Cantor, I I , стр. 765). 
Дальнѣйшее развитіе. ученія о непрорывныхъ дробяхъ получило 
у Г ю й г е н с а , который пользовался ими для тѣхъ же дѣлей, 
какъ Sc h w e n t e r ] ) , въ своемъ, впервые изданномъ послѣ его 
смерти (1698) „Descriptio automati planetarii" (Cantor, I I I , 
стр. 97). Полную теорію непрерывныхъ дробей далъ Л е о н а р д ъ 
Э й л e р ъ въ двухъ работахъ, помѣщенныхъ въ I X и X I томахъ 
Commentarii Academiae Petropolitanae (ad annum 1737 и ad annum 
1739), гдѣ впервые онъ предложилъ для нихъ особое названіе 
„непрерывная дробь" (fractio continua); элементарные отдѣлы 
этихъ статей воспроизведены также въ главѣ 18 перваго тома 
„Int roduct io in analysin infini torum" Э й л е р а (1748). Сравни
тельно старая литература о непрерывныхъ дробяхъ приведена 
у S. G ü n t h e r ' а въ его „Bei träge zur Erfindungsgeschichte 
der Ke t t enbrüche" , — программѣ гимназіи въ Вейсенбургѣ 1872, 
новѣйшія же работы — въ энциклопедіи математики томъ I , 
стр. 119. 

В. О б ы к н о в е н н ы й и л и п р а в и л ь н ы я н е п р е р ы в н ы » д р о б и . 

Опредѣленіе. Примѣняя къ какимъ-либо двумъ цѣлымъ поло-
жителыіымъ числамъ u n e пріемъ, указанный для нахожденія 

') Ср. иримѣчаніе стр. 250. 
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общаго наиболыдаго дѣлителя двухъ чиселъ (гл. I , § 11 А, 
стр. 59 и 60), получаемъ цѣпь слѣдующихъ равенствъ: 

a = kQe - f - e , / гдѣ 

е = / , - 1 е 1 + ß 2 , п 
С1 = ^2С2 ~Ь Г3' п / : 2 ^ 1 , f 3 < * 2 ' 

ß m - 2 = 1 ««.- -1 + . M * *,,і -1 ^ 1 » "... <
 Гп, - 1 , 

" » - 1 « ^ , , ^ 1 -

Дѣлитель дѣленіе на который выполняется безъ остатка, 
и будетъ общимъ наибольшим!, дѣлителемъ чиселъ а и г; 
если же эти оба числа оказываются взаимнопростыми, то ß „ , = 1. 
Изъ перваго равенства написанной цѣпи, получаемъ: 

- J = *o + y = *o + -7' 

изъ второго: 

''2 

изъ третьяго: 

'2 '2 '2 

изъ предпослѣдняго: 

Pm-t 7. _ І _ 'то, 7. I ^ 

' m -1 ' to - 1 ' m -1 

и, наконецъ, изъ послѣдняго: 

При помощи послѣдовательныхъ подстановок!, находим!.: 
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Выраженіе, стоящее въ правой части равенстві называется 
непрерывной дробью, и въ противоположность дробямъ болѣе 
общаго вида, которыя будутъ разсмотрѣны въ отдѣлѣ С, обыкно
венной или правильной непрерывной дробью. Числа к0, к ѵ к п 

называются частными знаменателями, или просто частными, a всѣ 

„частные" числители здѣсь равны 1; дроби - f , ' " ' , Y ' н а ~ 

зываются звеньями данной непрерывной дроби. Короче непрерыв

ную дробь пишутъ въ видѣ: 

1 

l 
1_ 

- і + 

или еще короче: 

или такъ же: 
! | i L U . 

+ г 4<) , 

4 - 4 ' ) , 

или еще проще 3 ) 
(Ä*0, кг, />:2, • 

Примѣръ. Чтобы десятичное число 3,14159265 обратить въ не
прерывную дробь, примѣнимъ Е в к л и д о в ъ алгориѳмъ для на
хождения общаго наибольшаго дѣлителя двухъ чиселъ: 

314 159 265 и 100 000 000: 
314 159 265 = 3 100 000 000 + 14 159 265, 
100 000 000 = 7- 14 159 265 + 885 145, 

14 159 265 = 15 885 145 + 882 090, 
885 145 = 1- 882 090 + 3 055, 
882 090 = 288 3 055 + 2 250, 

3 055 = 1 2 250 + 805, 
2 250 = 2 805 + 640, 

1 ) По B a l t z e r ' y . Elemente. I Bd. § 30, с т р . 1 7 2 этотъ значительно рас
пространенный способъ письма введенъ J . H . F . M іі 11 е г 'омъ (Allgemeine 
Arithmetik, 1838). Какъ упомянуто въ А, уже C a t a l d i примѣнялъ совершенно 
аналогичное обозначеніе. 

2 ) Предложение Р r i n g s h e i m'a въ Encyklop. der. Math. Wissenschaften 
томъ I , стр. 119; тамъ же приведены и сокращенія, примѣнявшіяся другими 
авторами. 

а) По D i r i e h l e t , Werke I I , стр. 141. 
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805 = 1 • 640 + 165 
640 = 3- 165 + 145 
145 = 7- 20 + 5 

2 0 ^ 4- 5; 
слѣдовательно 

3,14159265 = ( 3 , 7, 15, 1, 288, 1, 2, 1 ,3 , 1, 7, 4 ) ] ) . 

Пріеиы вычисления непрерывной дроби. 

Ближайшая идея вычисленія, т . -е . изображенія въ видѣ обык
новенной дроби непрерывной дроби 

1 
Л ' = / . „ + 

/ , + • • • + L 
1 

/С 
1 

гдѣ Jc0, Je,,..., означаютъ любыя цвлыя положительный 
числа, при чемъ нѣкоторыя изъ нихъ могутъ быть и нулями, но 
кт должно быть цѣлымъ положительнымъ числомъ, отличнымъ 

отъ нуля, состоитъ въ томъ, чтобы смѣшанное число km_1~{-jr 

m 

прежде всего обратить въ неправильную дробь и обратное 
значеніе этой дроби прибавить к ъ кт_2. Иолагаемъ для сокра-
щенія 

+ кт~і + 

и обозначаемъ черезъ и соотвѣтственно числитель и зна
менатель той дроби, въ которую обращается эта непрерывная 
примѣненіемъ только что описаннаго пріема, при чемъ пред
полагается, что надъ встрѣчающимися дробями не выполняется 
иныхъ, кромѣ указанныхъ выше операцій (преобразованіе въ не
правильную дробь и обращеніе дроби); такимъ образомъ, 

р л-
V — _ > » — • Р — h Г) — I -
' m Q 1~7 г m л » « > Ѵ , „ Ь 

J ) Четыре первыхъ знаменателя совпадаютъ со знаменателями непрерыв
ной дроби, въ которую можно разложить трансцендентное число г.. Пятый зна
менатель въ разложеніи числа я равенъ не 288, а 292. 
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V I m-l Л i l l - V 1 m +- 1 • p 7. 7. ! 1 — г . p \ Q 

Y i » - l " m 

Qm -1 ^'m ^ m ' 

I 1 7. I У « і - 1 /''»>-2 • + 
m—2 '"m—2 1 Г . in—2 "T" / ' • / ' 

' m -1
 1

 m -1 Î 
Г , п - 2 = * 

такъ что 
- î 

и воооще, 

следовательно, 

или 

d) 

' ш - 2 ,̂11—2 ' -Pill—1 Qui -1 

Qin —2 ^ ^ ш - - l î 

7 , VV+1 ' ' V + l + V | i -H 

' | i H ' 7 (J- + 1 . 

4 = 7 V i 

1\~К'Р+ ] + ^ + 2' 
4 = P , + r 

При помощи формулъ (I) вычисляютъ послѣдователыю, по най-
деннымъ уже значеніямъ Р ш и Р,,,.-]. значенія Р ) И 2,• Р ,„ . . . 3 , . . . , 
P j , Р 0 и затѣмъ находятъ. 

Въ силу предположенія, сдѣланнаго относительно частныхъ, 
Pm

 и ^ т і - і С У Т Ь отличныя отъ нуля цѣлыя положительныя числа. 
Изъ рекурсіонныхъ формулъ (I) слѣдуетъ, что тогда и всѣ P 
съ меньшими индексами должны быть отличными отъ нуля 
положительными цѣлыми числами; слѣдователько, всѣ дроби 
Ѵт, Ѵт_ѵ..., F , , V0 имѣютъ опредѣленныя конечныя значенія. 

Доказавъ это, мы можемъ вычислить непрерывную дробь и 
другимъ пріемомъ, который окажется еще болѣе цѣлссообраз-
нымъ. Положимъ 

(11 = 0, 1, 2 , . . . т) 

и постараемся U обратить въ обыкновенную дробь —-• При 

этомъ и N представляютъ значенія числителя и знаменателя, 
которыя мы получимъ, приводя чисто формально къ простѣйшему 
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виду всгрѣчающіяся дроои уничтоженіемъ двойных'ь дрооей, но 
не выполняя, ни сокращеній, ни умноженій числителя и знаме
нателя на одно и то же число. ІІолучающіяся при этомъ дроби 

л 0 ' v l " N m - 1 л ш 

которыя, какъ мы это сейчасъ увидимъ, находятся въ тѣсной 
связи съ значеніемъ К самой непрерывной дроби, называются 
„ п о д х о д я щ и м и " дробями (приближеніями) данной непрерывной 
дроби. Чтобы не только К, но и всѣ эти подходящія дроби 
имѣли определенное конечное значеніе, мы должны предполо
жить теперь, что всѣ ртдѣльныя частныя отличны отъ нуля вплоть 
до к0, которое можетъ быть и иулемъ. 

Такъ какъ 

7 / . — ^± — Ь. то Z — / • V — 1-и0 у — . , ш /J0—л-0, 1, 

^ = | = М Н _ , то ^ = к ^ + 1 , N, = kr 

U2 получается изъ Ь\, если вмѣсто кл подставить кх-{--у\ по

этому 

U 

следовательно : 

2 Ъ М-і-г-1 

Z 2 = h Z l + Z 0 > Y 2 = V Y 1 T N 0 -

Чтобы доказать, что вообще 

(II) Ъ = кХ_г + У^_2, ^ А ' ^ + Л ^ , 

воспользуемся пріемомъ полной индукціи. 

U получается изъ U, если замѣнить въ немъ 
^ 4 - 1 

черезъ /• -f- т. Такъ какъ элемент ь /• не входить въ v - i » 
" I J i-i 

/ ^ _ 2 , ^ _ 2 , то будемъ имѣть: 

1 

• V i . ('/, + ' W , + ѵ , *>+«<ѴѴ» + Ѵ * > + лѴ->' 
> 1 / , - „ + 1 г > -1 - Г - ѵ | л - 2 

К. Ферберъ. Арішметика. 17 
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елѣдовательно: 

Поэтому, если формулы (11) справедливы для индекса р., то 
онѣ справедливы и для индекса JJL —J— 1 ; такъ какъ справедли
вость этихъ формулъ имѣетъ мѣсто для индекса 2, то вмѣстѣ 
съ тѣмъ доказана ихъ справедливость и для всѣхъ значеній 
J I = 2, 3 , . . . т. 

При помощи этихъ формулъ ( I I ) мы можемъ последовательно ѵ) 
болѣе простымъ пріемомъ вычислить всѣ подходящія дроби 

Г ТТ Іт IT' Г' — к 

Изъ предыдущихъ формулъ вытекаетъ, что Z и X (для 
p. = 2, 3 , . . . m) оказываются ЦЕЛЫМИ положительными числами, 
и что всегда имѣютъ мѣсто неравенства: 

ZV>ZV, , и Х^>Хѵ,_ѵ 

Для непрерывной дроби: 

(3, 7, 15, 288, 1, 2, I , 3, 1, 7, 4), 

разсмотрѣнной выше въ кидѣ примѣра, получаемъ слѣдующія 
прпближенія 

/г 3 - 7 + Д 22 
° 1 7 У ' 

j г 15-22 + 3 333 
- 15 • 7 + Г 1ÖG' 

1 • 333 + 22 355 
и. 3 1 . 10G + 7 113' 

, г 288 • 355 + 333 102 573 
4 ~ 2 Ж П Т Т + К К > ""'32 650 Н Т ' Д -

Исключимъ изъ равенствъ ( I I ) /• , вычитая изъ перваго равенства, 
умноженнаго почленно на X г, второе равенство, умноженное 
на Z тогда получимъ: 

J ) О непосредственном-!, П Ы Ч І І С Л Ѳ Н І І І числителя н знаменателя какой-либо 
подходящей дроби смотри S. G ü n t h e r . Darstellung der Xäheruugswerte 
von Ketfenbrücl ien in iude^eudentei' Form. Habilitaliouschrift, Erlangen 1872. 

2) UQ, Ï / J , V<J,. U3 являются въ то же время приближенными значеніями 
трансцендентнаго_ числа г.; {74 уже не принадлежитъ къ приближеніямъ г.. 
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Это равенство указывает!, , что если въ разности 

индексъ р. замѣнить посредствомъ \і—1, то она мѣняетъ знакъ 
на обратный, сохраняя то же самое абсолютное значеніе. ІІмѣѳмъ 
теперь 

- j - ] _ / • „ / • , = I , 

следовательно, 

Z^S4 — iV^/^,, = 1 
и вообще 

(III) ZV,.NV, ,-NV,.ZV 

Изъ этихъ равенствъ слѣдуетъ, что Z и N числа взаимно 
простыя, такъ какъ общій дѣ лито ль чиселъ ZU и JVa, отличный 
отъ единицы, долженъ быль бы также дѣлить и всю лѣвую 
часть, а, следовательно, быть дѣлителемъ и (—1)' J \ — что 
невозможно. Дѣлимъ всѣ члены равенства ( I I I ) на произведете 
.Y j iY f и получаемъ: 

(ПО 

Разность между двумя последовательными подходящими дро
бями является, такимъ образомъ, наименьшей, кавсую, вообще 
говоря, только и могутъ имѣть двѣ дроби съ такими же знаме
нателями. 

На основаніи равенства (IV) получаемъ далѣе 

Ул _ _ 1_ 
К\ х0 — Л',ЛУ 

Ъ _ У п _ _ 1-

A ; - 1 V , , - 2 А р _ 1 Л 

- 1 . 

- ^ . - 1 -'Vp.-A '^-i 

Складывая эти ;л равенствъ получаемъ: 

•Ѵ„. -Ѵ,.Ѵ0 Ѵ.2.Ѵ, іѴ а _ 1 Л 7

н ._ 2 Л а - Ѵ и - 1 
17* 
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Равенство (V) нредставляетъ подходящую дробь г - вт, видѣ 

алгебраической суммы, члены которой имѣютъ по очереди знаки 
- { - и — и уменьшаются 1 ) . Если перейти отъ данной подходящей 
дроби к ъ другой съ большимъ индексомъ, то ранѣе полученные 
члены суммы не ИЗМЕНЯЮТСЯ, НО КЪ НИМЪ присоединяются еще 
новые. 

Сравненіе непрерывной дроби съ ея приближеніями. 

Мы можемъ положить 

гдѣ 

Слѣдовательно, К получается изъ U замѣной въ немъ к че
резъ X. Но мы имѣли 

U 

следовательно, 

К. 
•'' • - 1 + 

такъ какъ i f j , if,,.-. 2 , -Лг N 2 не зависятъ отъ к^. 

Теперь находимъ 

или на основаніи ( I I I ) 

С •- 1 f О — / О 
(VI) Л Г — ! 

Такъ какъ знаменатель правой части положителенъ, а х~^>к , 
то 2 Г — U имѣетъ тотъ же знакъ, какъ и ( — 1 р , т . -е . в с ѣ 
п о д х о д я щ і я д р о б и с ъ ч е т н ы м и и н д е к с а м и м е н ь ш е , 
а с ъ н е ч е т н ы м и и н д е к с а м и в с ѣ б о л ь ш е К. Следо
вательно, значеніе К заключено между какими-либо двумя нод-

J) Это примѣчаніе важно прежде всего для того случая, на которомъ мы 
сойчасъ останавливаться не станемъ. а именно, когда непрерывная дробь р а з 
лагается въ безконечную. 
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ходящими дробями съ четнымъ и нечетнымъ индексами, напр. 
.между и U Поэтому должно быть 

\к-и,-А<\и,-и,-А 

а, следовательно, на основаніи равенства ( IV) : 

i * - f > - i i < T - b - ' 
или, такъ какъ ЗГ 1 І |> .Л Г , , то и подавно 

Следовательно, заменяя значеніе непрерывной дроби какой-либо 
подходящей дробью ÏJ л, мы дѣлаемъ погрешность, меньшую 
дроби, числитель которой равенъ 1, а знаменатель произведенію 
знаменателей этой подходящей дроби и следующей за ней, 
или подавно меньшую дроби, числитель которой = 1 , а знамена
тель квадрату знаменателя этой подходящей дроби. 

Чтобы сравнить абсолютный значенія разностей К— U и 
К— 77" 1 образуемъ еще: 

К —U ,ѵ ' ̂  ~ 1 + ,/jv--» 7jv- -1 _ 

— - i-^j<. - 2 — Ѵ |Л _ ^ _ .2) 

~ " ( • ' • • л Ѵ - 1 + л ^ _ 2 ) - л ^ . _ 1 

(— 1)1*-1 

(VII ) = Ï і 

Такъ какъ 

. ï - ï f < i я * Д - і + > 

то изъ сравненія правыхъ частей равенствъ (VI) и (VU) слЬ-
дуетъ, что 

( v i n ) І ^ - ^ К І ^ - Ч і І -

К а ж д а я с л е д у ю щ а я п о д х о д я щ а я д р о б ь б л и ж е 
к ъ з н а ч е н і ю н е п р е р ы в н о й д р о б и , ч е м ъ п р е д ш е 
с т в у ю щ а я е й . 

Изъ этого предложенія и следствія, выведеннаго изъ (VI) , по
лучаемъ, что 

( I X ) г 0 < иа< г , < - ^ л ^ - < с 5 < ия< иг 
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Такимъ образомъ подходящія дроби четнаго порядка обра
зуюсь возрастающій рядъ, а дроби нечетнаго порядка — убыва-
ющій; оба приближаются к ъ значенію К непрерывной дроби, ко
торое равно или послѣднему члену перваго ряда или первому 
члену второго ряда, смотря потому, принадлелситъ ли ш къ чет-
нымъ или нечетнымъ числамъ. 

Не трудно также определить разность между двумя после
довательными членами одного изъ двухъ этихъ рядовъ: 

7 г . . ^ и . ^ j l - 8 

__ /•..(Z,,_, А^ _ 2 — А^ . _ 2) _ 

= ( - i f V _ 

Для абсолютнаго значенія разности между А" и какой-либо 
IT 1 

подходящей дрооью U . мы уже дали верхнюю г р а н и ц у - ^ — ^ — • 
Изт. равенства (VII ) мы можемъ также установить и нижнюю 
границу для К—Г,. , . Такъ к а к ъ ж < £ а - | - 1 , то 

Л' - Г., , > 
> 

или 

С'Ѵ л р. - 1 + -̂ Ѵ - 2 f А',, _ j) • Л*,,. 

1 
К— U > 

и т'Ьмъ бол fee 

К— U. 

слѣдо вате л ы ю , 

2.V À' , < I K — U ^ I < V А 

Чтобы показать , что подходящія дроби даютъ наиболее со
вершенное приближеніе к ъ значенію непрерывной дроби, дока-
жемъ следующее предложеніе: 
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Е с л и д р о б ь ^ о т л и ч а е т с я о т ъ з н а ч е н і я К н о-

п р е р ы в н о й д р о б и (/•(,, кл, /•„,... кт) м о н ь и і е , ч в м ъ 

п о д х о д я щ а я д р о б ь ил = ^-, т о а.> у и & > - Л у 

Доказательство: На основаніи сдѣланнаго предположении и 

слѣдствія, выведенпаго изъ формулы (ТІ). получаемъ, что 

должно быть заключено между Г' и и U4 а именно, 

если р. четное, то ^Ѵ<С/, < ^ > - і ' 

если j i нечетное, то Ги >• ^ > ^Ѵ-і-

Согласно этому — такъ же, какъ и — ^>-і> всегда имѣютъ 

тотъ же самый знакъ, что и ( — 1 ) ^ - : . Теперь 

и 

Положимъ теперь 

— «JV^ = С— 1 

и 

въ такомъ случаѣ a u f ! нредставляютъ. отличный отъ нуля 
положительный ц і л ы я числа. Умноживъ первое изъ двухъ 
послѣднихъ равенствъ на Z ѵ а второе на Zv и складывая 
ихъ, получаемъ: 

или, вслѣдствіе ( I I I ) стр. 245 

« = 0 ^ - 1 + ? ^ ; 

следовательно, 
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Умножая первое изъ равенствъ на _л и второе на N и 
складывая ихъ, получаемъ: 

^ „ . - Ѵ „ j — Zu _,Л;і = (— 1 г-ЧаХ^ , + ^ J , или 

итакъ 

Следовательно, если данную дробь, числитель и знаменатель 
которой являются большими числами, разложить въ непрерывную, 
то каждое приближенное значеніе послѣдней представляетъ 
лучшее приближеніе къ данной дроби въ томъ смыслѣ, что не 
существует"!, другой дроби, которая ближе подходила бы 'къ данной 
и членами которой были бы меньшія числа 1 ) . 

Чтобы было удобнѣе судить о степени приближенія ранѣе 
вычисленных!, подходнщихъ дробей iï0, Ь\, (J2, ІІЯ, Ui непре
рывной дроби (3, 7, 15, 1, 288, 1, 2, 1, 3, 1, 7, 4) къ значенію 
К=ЗЛі 159 265, выразимъ нодходящія дроби въ десятичныхъ 
дробяхъ: 

U = - — 3 

/7, = 2 2 ==3,142 8 5 7 . . . , 

^ Ш б ^ 3 ' 1 4 1 509 4 . . . , 

^ = Ш = = " М 4 1 592 9 2 . . . , 

Ui отличается отъ К только на 7 единицъ десятаго десятич-
наго знака, а числовыя значенія въ этомъ примѣрѣ подтверждают!,, 
что 

и0<и3<иі<к<ѵ3<и1. 
1) Именно это свойство подходящихъ дробей инобудило D a n i e l ' i i S c h w e u -

ter'a и Христіана Гюйгенса ввести ненрерыииыя дроби (ср. § 4. А, стр. 214). 
Гюйгенсъ хотѣлъ построить планетарій, который лриводился бы въ движеніе 
при помощи зубчатыхъ колесъ. Число зубцовъ различиыхъ колесъ должно было 
соотвѣтствовать временамъ обраіценія планетъ, при чемъ отношенія отихъ вре
мен/в точно могли быть выражены лишь большими числами. Но такъ какъ изго-
товлѳніе колесъ болѣе чѣмъ съ милліономъ равныхъ зубцовъ практически было 
невыполнимо, то передъ Гюйгенсомъ встала задача замѣнить приближенно 
отношенія, выраженныя большими числами, при помощи дробей съ меньшими 
членами. 
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С. Н е п р е р ы в н ы й д р о б и о б щ а г о в и д а г ) . 

Изъ цѣпи равенствъ 

г , = ь 
1 — ' " 1 ! Г , ' 

> 1 

II 

F /,• - j - ' ' " ! 

ni — 1 

гдѣ k0, /:,„, /г,, h,,..., hm означаютъ любыя числа, на ко
торыя внослѣдствіи намъ придется, конечно, наложить опреде
ленный ограниченія, получаемъ при помощи послвдовательныхъ 
подстановокъ: 

-к 

S „ - i + 
h. 
к. 

Выраженіе, стоящее въ правой части равенства называется 
непрерывной дробью общаго вида (общая непрерывная дробь) 
кл, k2,. .. hm ея частными числителями, /- 0, /,\, к2,. .. кт частными 

знаменателями и у 1 , у 2 , . . . ^ — отдельными членами. Обычно 

пишутъ непрерывную дробь въ более короткой форме 

К--
/'2 /> ' ,„ - ! ' S 

!) Такъ какъ непрерывный дроби общаго вида почти не находятъ примѣ-
ненія въ элементахъ, то мы и ограничимся короткимъ выводомъ такихъ соот-
ношеній, которыя представляютъ изъ себя непосредственное обобщеніе изло-
женныхъ въ В свопствъ обыкновенныхъ дробей. Для болѣе нодробнаго ш у ч е -
нія см. М. Л. Stern, Lehrbuch der algebraischen Analysis. Лейпдигъ и Гей-
дельбергъ 1800, В гл. 13 и О. S t o l z , Vorlesungen über allgemeine Arithmetik. 
Лейпцигъ 1886, I I , Tei l , 8. Abschnitt. 
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ИЛИ 

I "1 "2 I " m - l % i 

ДЛЯ вычисленія ея значенія слѣдуегь вернуться к ъ данной 
выше цѣпи равенствъ и, начиная съ послѣдняго равенства, по
следовательно обратить въ простыя дроби Ѵт 3 , F ) n _ 2 , . . . , 
F , , К. При этомъ мы не будемъ производить другихъ преобра
з о в а н а кромѣ преобразованія въ неправильную дробь и умноже-
ній частныхъ числителей на обратное значеніе дроби, не произ
водя при этомъ ни сокращенія, ни умноженія числителя и зна
менателя на одно и то же число. 

Полученный такимъ образомъ числитель дроби F u обозначимъ 
черезъ Ра, а знаменатель—черезъ Qu. Имѣемъ 

г , . /•„-;- ' 
Vu. ' ' (JL + 1 

— *Ѵ"г 

слѣдователыю: 

(I) 

-Р |л+і 

-Fy н 

J V = ' ѵ ^ Ѵ + і " b К+1 * Ѵ + 2 • 

По этимъ рекурсіоннымъ формуламъ вычисляютъ рядъ значе-
ній Р я і _ 2 , P m _ s ; - - - , Р 0 - Чтобы F m ^ , F m _ 2 , . . . , F 2 , F j , AT 
имѣли определенный смыслъ, ихъ знаменатели должны быть 
отличны отъ нуля. Поэтому изъ всѣхъ значеній частныхъ числи
телей и частныхъ знаменателей слѣдуетъ исключить тѣ, при ко
торыхъ Іст, Р ш _ ] , Р „ , _ 2 , - - - , Р2, Р1 обращаются въ нули. Послѣ 
того, какъ мы установили тѣ условія, при выполненіи которыхъ 
непрерывная дробь только и имѣетъ смыслъ, можно начать про
изводить ея вычисленія и слѣва. 

Полагаемъ 

^ = * o - f - ~ + - ^ 4 - f - ' V 0* = 0, 1,2,- . . . w ) , 

следовательно: 
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7 Г Л I Iii _ L + 

*.( + V s I + л 
yr. ^ Л2_ M'l f /'2 

Если обозначить опять числитель и знаменатель дроби, полу
ченной для значенія U при помощи этихъ преобразованій (обра-
щеніе въ неправильную дробь и уирощеніе сложныхъ дробей) безъ 
сокращеній и умноженія членовъ дроби на одно и то же число, 
соответственно черезъ и У , то ясно, что 

Z = k Y — I 

Z2 = / - 2 Z , - j - A 2 Z 0 Д г , = к2Хл -f- A,, Y 0 -

Вполнѣ аналогично тому, какъ и въ В, стр. 243, можно до
казать заключеніемъ отъ р. къ JJL —]— 1, что вообще 

( i l ) ^ = л + uz. ,, л ; = А Ѵ Ѵ > + M V * -

При помощи этихъ формулъ можно вычислять последовательно 
значенія U0, Пг, U2,---, £/,„__•,, U^-K1), которыя и для 
общей непрерывной дроби называются подходящими, хотя онѣ 
при произвольныхъ значеніяхъ частныхъ числителей и частныхъ 
знаменателей не обладаютъ свойствомъ, оправдывающимъ такое 
иазваніе. 

Если первое изъ равенствъ ( I I ) умножить почленно па 
второе на Z л и затѣмъ вычесть изъ перваго второе, то по
лучимъ: 

i) Легко можетъ случиться, что изъ этихъ равенствъ для Хт получится 
значеніе, отличное отъ нуля, но тѣмъ не менѣе непрерывная дробь К не бу
детъ имѣть смысла. Если, напримѣръ. 

0 : h,,, • о и А",,, . . j ; о . 

ТО 

Zm — К • Zm-i- Nm = К ' A m - 2 > СлѣдоватвЛЫЮ, ^ = ~ т — 9 , 
- " tu J , m - 2 

между тѣмъ какъ при /«•„, = 0 значеніс К не является опредѣленнымъ. 
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Перемноженіе (p. — 1) равенствъ, получающихся изъ послѣдняго 
последовательной замѣной р. числами 2, 3 , Р - — V - даетъ 
(ср. выводъ I I I , въ В, стр. 220): 

или, такъ какъ 

/ + Ѵ 0 — = Z ' A - f - * i — * A =^ ]ч • 
( I I I ) , - N^. , = ( - 1)<* 'Л,Л 2 Л 3 . • -hv 

Дѣля эти равенства на Л г

 K Y , получаемъ далее: 

( IV) 5 і — = (— \ ) ѵ 1 ' V A . 

Замѣняемъ въ (IV) р. последовательно числами 1, 2,- • - , р . — 1, 
(л и затѣмъ складываемъ полученныя р. равенствъ; тогда полу
чаемъ: 

Z,, A, h, h., Ii, lt., • Ii,,-, Ii,, 

( Ѵ Ѵ " * » в Т 7 — r L - + - - - + ( - l r 1

 ѵ ѵ / 1 - т ) 

Выведемъ еще одно равенство, нѣсколько болѣе общее, чѣмъ 
( IV) , а именно, вычислимъ разность — ( ' , гдѣ 0 s ; p. - < ѵ S т. 
Имѣемъ 

полагая 

находимъ 

+ , ' — + + - • 
' 'и. +ï л ѵ 

Следовательно, получается изъ 77 заменой А- + 1 черезъ а-. 
Въ силу этого 

•rNv. + lip¥lNv__1 

Это равенство примѣняется главнымъ образомъ при изслѣдованіи схо
димости непрерывных* безконечныхъ дробей. Если |л возрастаю™, то уже 
и.чѣющіеся члены правой части остаются безъ измѣненія, но къ нимъ присо
единяются новые. 
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^r xX„ r / '„ -ч Д, - t Д, 

(Vf) r - 1 

Если ограничиться только такими непрерывными дробями, у 
которыхъ всѣ частные числители и частные знаменатели поло
жительны, то и въ такомъ случав числители и знаменатели 
всѣхъ подходящихъ дробей также должны быть положительными, 
и изъ (VI) слѣдуетъ, что если ѵ > • р., то U4 — U имѣетъ знакъ 
(—іу. Слѣдовательно, если JA четное, то ІІЧ^> U , если же p. 
нечетное, то U4<1 (' , при чемъ безразлично, будетъ ли ѵ четное, 
или нечетное. 

Въ силу этого имѣютъ МЕСТО слѣдующія неравенства 

t о < Ѵг < ! 4 < - , - S ^ S " - < U:> < < l\. 

Итакъ, выведенное соотношеніе В ( IX) , стр. 247 для подходя
щихъ дробей обыкновенной непрерывной дроби имѣетъ мѣсто и для 
общихъ непрерывныхъ дробей, В С Е частные числители и знаме
натели которыхъ положительны; у этихъ послѣднихъ, слѣдова-
тельно, на самомъ дѣлѣ оправдывается названіе „подходящія 
дроби" для U0, Uv іг

2,--- Если положить всѣ частные числи
тели равными 1, a всѣ частные знаменатели равными положи-
тельнымъ цѣлымъ числамъ, то изъ формулъ въ (С) получатся 
формулы (В) г ) . 

I ) . Примѣненіе обыкновенныхъ непрерывныхъ дробей къ 
рѣшенію сравненій. 

Задача I. Полагая, что числа е, а, А означаютъ цѣлыя и по-
ложительныя числа, и что е и А числа взаимно простыя, опре-
дѣлить цѣлое число х т а к ъ , чтобы 

е . г . ^а (мод . А). 

*) Мы отдѣльно пывили свойства правильныхъ непрерывныхъ дробей по
тому, что въ школьномъ преподавший повсюду совершенно опускается прохо-
жденіе непрерывныхъ дробей общаго вида. 
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Рѣшеніе: разлагаемъ въ непрерывную дробь (сравни В, 

стр. 239 и 240): 

Между числителями и знаменателями (m—1 ) ой и m-ow 
подходящихъ дробей пмѣетъ мѣсто равенство (В, I I I ) 

или. т акъ к а к ъ 
Z,„ = A, іѴ Я ( ==е, 

A . N m ^ - e . Z m ^ = ( - i r - \ 
то 

«•^ , , , - , - ( — 1)"' (мод. .4) 
и 

v-aZM_i . . : (— I ) " ' - : (мод. A); 

Если ш число четное, то aZm_^ удовлетворяем данному срав-
ненію; если ш число нечетное, то 

<-,.(— a-Zm..j):. .и (мод. А), 

откуда a-Zm_l является рѣшеніемъ этого сравненія. 

Если предположить, что е и А взаимнопростыя числа, то 
это сравненіе не можетъ имѣть болѣе одного рѣшенія при усло
вна, что всѣ числа, сравнимый другъ съ другомъ по модулю А, 
не разематриваются, к а к ъ различный; въ самомъ дѣлѣ, изъ 

C J - J Z Z « (мод. Ä) и е.г2 :._.-« (мод. А) 

слѣдовало бы: 
е-(х1 — х2) — 0 (мод. А). 

Такъ какъ е и А взаимно простыя числа, то должно было 
бы имѣть мѣсто 

.Со (мод. А). 
Примѣръ: 

2Tr 1 (мод. 100). 

Рѣшеніе: 

^ = (3, 1, 2, 2, 1, 2). 
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следовательно: 

а поэтому 

Задача II. Даны произвольный цѣлыя числа а, Ь, с, d и, кромѣ 
того, А, В, С, D, — послѣднія числа взаимно простыя, въ 
остальномъ же совершенно произвольный. Требуется найти цѣлое 
число •>• такъ , чтобы одновременно х--а (мод. A); .r I, (мод. В); 
.'• '• (мод. С); ./• . d (мод. D). 

Рѣшеніе. Опредѣляемъ четыре цѣлыхъ числа a, j$, у, § изъ 
сравненій: 

BCD-а а (мод. Л) ; 

AGB-Y^h (мод. 

АВВ-1 с (мод. 6"); 

ABC-о d (мод. D j ; 
тогда 

= j56'X>a - f ACD$ + ^ i ' D y - f ЛЬ'б 'о -f- A • .47jfC7), 

гдѣ к есть произвольное положительное или отрицательное цѣлое 
число. 

Если .Tj и х2 два различныхъ числа, удовлетворяющія всѣмъ 
даннымъ сравненіямъ, то должны имѣть мѣсто сравненія: 

х г х 2 (мод. Д) ; хл х2 (мод. 7J); : ж2 (мод. С); .л,. І Ж 2 ( М О Д . В); 

в ъ с и л у чего л\ — х2 должно дѣлиться какъ на А, такъ и на В, 
на С и D, а такъ какъ эти числа взаимно простыя, то, следо
вательно, и на ABCD; это значить, что хл и г 2 могутъ отли
чаться другъ отъ друга лишь на число, кратное A BCD. 

Частный случай: пусть 

а Ь е d = M: 
обозначая 

ABCD^N, 

3 . Z , 4 
1 * A, ~ 1 

2-11 f 4 
: 2 • 3 -f- 1 

2•37 -f 20 
2-10 4-"7" 

2 f i . 
: 7 ; 

A r , 

100. 
27 ' 

2-4 г 3 

1 • 2(i j 11 
' 1 - 7 • :i 

37. 
: 10-

ш—=5, Zi~'.M, ar=\, 

x__ — 37 
•63 

(мод. 100). 
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имѣемъ изъ сравненій 

./• -, M (мод. A), X f_= M (мод. В), X : M (мод. С), x... .1M (мод. D) 

съ одной стороны: 
х = Щ-\-к' N, 

гдѣ к' означаетъ какое-либо дѣлое число; съ другой стороны 
(см. только что рѣшенную задачу I I ) : 

x = ВС 1)2 - f A CD) - f АВЩ - f ABCo - f 1-Х, 

слѣдовательно: 

M Ar l' X=BCDa + ACD} - f ЛШ)у -Ç ABCb + /sJV 
и 

гдѣ K=k — k'. 

Этимъ самымъ дробь ~ , знаменатель которой есть произ
в е д е т е взаимно простыхъ чиселъ А,В,С,І), мы представили въ 
видѣ суммы дробей, знаменатели которыхъ суть отдѣльные со
множители А, В, С, 7); слѣдователено, мы рѣшили задачу, уже 
ранѣе нами поставленную (глава I I I , § 6, стр. 147 и 148), а 
именно, преобразовать дробь съ произвольнымъ знаменателемъ въ 
сумму дробей, знаменатели которыхъ суть степени простыхъ чи
селъ, входящихъ въ данный знаменатель а ) . 

Примѣръ. Представить дробь - \ - въ видѣ суммы'дробей со зна-

менателями 9, 5, 7. 

Рѣшеніе: прежде всего опредѣлнемъ цѣлыя числа a, ß, у т а к ъ , 

чтобы 5.7 • а К) (мод. 9); 9 • 7 • ji --= 16 (мод. Ь); 9 • 5 • у 16 (мод. 7 

или 

8а = 7 (мод. 9); 3ß :~ 1 (мод. 5); Зуѵ-:і2 (мод. 7). 

Этимъ сравненіямъ удовлетворяют^, 

а = 2; ß = 2 ; у = 3. . 

Слѣдовательно: 
— 2 4 - — 4 - - " - L / Г 

315 9 T 5 ^ 7 Т^ 1 - -

f) Г a y с с ъ Disquisitiones Aritlimcticae, §§ 300—311. 
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Такъ какъ 
2 , 2 j 3 331 
!) + Ï Г 7 315 ' 

то следуетъ положить К~—1. 

§ 5. Дѣйствія съ логариѳмами въ области раціональныхъ 
чиселъ г). 

А. И с т о р и ч е с к и й о ч е р к ъ п р о и е х о ж д е н і я л о г а р и ѳ м о в ъ . 

Первоначально логариѳмы не определялись, какъ показатели 
степени, что обычно дѣлается теперь (ср. гл. I , § 8 А); устана
вливалось такое соотвѣтствіе между геометрическимъ рядомъ 
a, aq, a ç 2 , - - - , aqn,--- и ариѳметическимъ рядомъ 0, d-\,d-2, 
d-3,---, d-n,---, что соответственными оказывались члены, 
стоящіе подъ однимъ и тѣмъ же номеромъ. Уже А р х и м е д ъ , 
въ своемъ Нсаммитѣ замѣтилъ, ч.то умноженіе двухъ членовъ 
геометрическаго ряда соотвѣтствуетъ сложенію двухъ соотвѣт-
ственныхъ членовъ ариометическаго ряда. Далѣе эта мысль разви
вается въ концѣ 15 столѣтія французскимъ математикомъ С h u-
q u e t , a позднѣе, въ особенности М і с п а е Г е м ъ S t i f e Г е м ъ , ко
торый въ своей Arithmetica in tégra (1544) определенно высказы
вается, что сложенію въ ариѳметическомъ рядв соответствуетъ 
умноженіе въ геометрическомъ, вычитанію въ ариѳметическомъ— 
деленіе въ геометрическомъ, умноженіго въ ариѳметическомъ— 
возведете въ степень въ геометрическомъ и делѳнію въ ариѳме-
тическомъ извлеченіе корня въ геометрическомъ. Следовательно, 
то, что теперь мы называемъ теоріей логариѳмическихъ вычисле-
ній, было въ существенныхъ чертахъ знакомо уже S t i f e l ' r o . 

') Если изложеніе теоріи логариѳмовъ положительныхъ чиселъ, основыва
ющееся на точномъ опредѣленіи логариѳма произвольнаго положительнаго числа 
при любомъ положительномъ основаніи, возможно лишь послѣ введенія ирра-
ціональныхъ чиселъ, то на самомъ дѣлѣ догариѳмы не только были введены 
первоначально въ иауку, какъ числа раціональныя, но и теперь еще точное поня-
тіе ирраціональнаго числа можетъ быть чуждо многимъ, кому необходимо практи
чески пользоваться логариѳмами; обычно учащихся знакомятъ съ логариѳмами 
раньше, чѣмъ имъ станетъ извѣстенъ смыслъ, въ какомъ говорятъ о существо-
ваніи ирраціональныхъ чиселъ. Поэтому, мнѣ кажется, есть потребность уже 
въ области раціональныхъ чиселъ познакомиться съ логариѳмами и ихъ при-
иѣненіями. Само собой ясно, что мы вернемся затѣмъ нисколько нозднѣе къ 
точному опредѣленію логариѳма (ср. гл. V I , § 7, К и гл. V I I , § 4. Е). 

К. Ферберъ. Ариѳмртика. 18 
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Чтобы использовать эти мысли для числовыхъ вычисленій тре
бовалась лишь еще наличность такихъ геометрическаго и соот-
вѣтствующаго ему ариѳметическаго рядовъ, члены которыхъ такъ 
близко подходили бы другъ къ другу, что каждое произвольное 
число можно было бы или найти непосредственно въ одномъ изъ 
ряцовъ, а, следовательно, и прямо прочесть соответствующее 
число другого ряда, или же опредѣлить послѣднее быстро и 
достаточно точно путемъ простой интерполяціи. Работа по вычи-
сленію такихъ соотвѣтствующихъ другъ другу рядовъ была вы
полнена, съ одной стороны, J o o s t ' o M b B ü r g i 1 ) , который въ 
своихъ „Ari thmet ische und Geometrische Progress-Tabulen" вы-
числилъ ихъ уже въ промежутокъ отъ 1603 до 1611 года, но опу-
бликовалъ ихъ только въ 1620 году, а съ другой стороны, неза
висимо отъ него J о h п'о м ъ N e р е г'о м ъ , барономъ Мерчи-
стонскимъ 2 ) , котораго „Mirifici Iogarithmorum canonis descriptio" 
появилось въ 1614 году. 

У B ü r g i даны такой геодютрическій р я д ъ : , 

и такой ариѳметическій 

О, 10-1 , 10-2,—-, 1 0 - и , - - - . 

Какъ видно, вычисленіе этихъ рядовъ сравнительно очень 
нетрудно 3 ) . Каждый члент геометрическаго ряда получается 
изъ предыдущего прибавленіемъ къ нему десятитысячной доли 
его. B ü r g i продолжилъ этотъ рядъ до значеній 

« = 23 027 и и = 23 028 

Г) 1552—1632; родился въ Швейдаріи, большую часть своей жизни про-
велъ въ Касселѣ и ІІрагѣ. 

2 ) Родился въ 1550 году, въ Мерчистонѣ близъ Эдинбурга, умеръ въ 1617. 
3 ) Поэтому М. K o p p e въ программной работѣ для Audreasrealgymira-

sium въ Верлинѣ 1893 г. нредлагаетъ вполнѣ аналогичный способъ ввѳденія 
въ изученіе логариомовъ, при чемъ для цѣлей преподаванія довольствуется гео-

метрическимъ рядомъ, знаменатель котораго равѳнъ 1 -)-• - ^ . Онъ разематри-

ваетъ члены этого ряда, какъ результаты задачъ на проценты, и замѣчаетъ 
при этомъ (вмѣстѣ съ Z e u t l ie n). что таблицами нроцентовъ, опубликован
ными S t e у i п'о м ъ въ 1585. въ его Pract ique-d'Ari thmét ique (ср. С a u t о r I I . 
стр. 615), a слѣдовательно. до B ü r g i и Х е р e r a можно было пользоваться 
для облегченія вычиеленій такъ же. какъ таблицами логариомовъ. 
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и затѣмъ интерполяціей нашелъ, что значенію 

п = 23027,0022, 

т . -е . члену 230 270,022 ариѳметическаго ряда соотвѣтствуетъ какъ 
разъ членъ 10 9 геометрическаго ряда. „Progress-Tabulen" B ü r g i 
можно отождествить съ системой логариомовъ въ позднѣйшемъ 
смыслѣ только в'ь томъ случаѣ, если каждый членъ геометри
ческаго ряда раздѣлить на 10 8, а каждый членъ ариометиче-
скаго ряда на 105. 

Тогда числу 

О + іот)" 

будетъ соответствовать логариѳмъ 

или, если положить 

числу 

логариомъ v. 

Послѣ указаннаго незначительнаго преобразованія мы можемъ 
таблицы B ü r g i разсматривать. какъ систему логариомовъ, съ 
основаніемъ 

f ' + i r ' ^ 2 ' 7 1 8 1 4 5 9 ' ' * 

которое только въ четвертомъ десятичномъ знакѣ отличается отъ 
нредѣльнаго значенія 

e-^lim ( l - f Г ) " = 2 .7182818. . . , 

играющаго важную роль въ анализѣ. 

N e p e r поясняетъ соотношеніе между своими обоими рядами 
соображеніями, заимствованными изъ механики. Точкѣ, дви
жущейся съ постоянной скоростью по прямой линіи, онъ при
водить въ соотвѣтствіе другую, двигающуюся по некоторой дру
гой прямой по направленію къ нѣкоторой неподвижной точкѣ, со 
скоростью численно равной ея разстоянію отъ послѣдней. Не
трудно замѣтить, что если пути, пройденные первой точкой воз-

18* 

V 

ІОі ' 

w = v-10 4 , 

I • л 
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растаютъ въ ариѳметической прогрессіи, разстоянія второй отъ 
неподвижной точки уменьшаются въ геометрической про-
грессіи. 

Если бы N e p e r въ своей задачѣ разсматривалъ скорость 
второй точки, какъ действительно непрерывно изменяющуюся, 
соответствіе между его ариѳметическимъ и геометрическимъ ря-
домъ привело бы его къ той системе логариѳмовъ, основаніемъ 
которой служило бы какъ разъзначеніе , обратное вышеупомянутому 
числу е. N e p e r не перешелъ къ предельному значенію, но раз
сматривалъ скорости, какъ постоянный на очень малыхъ отрьз-
кахъ (на 10" доли всего пути), и именно, равныя половине суммы 
скоростей въ конечныхъ точкахъ этого маленькаго отрезка, и 
пришелъ к ъ такому геометрическому ряду, общій членъ кото-

раго есть 10 7 - ^ 1 — щ j , въ то время какъ соответствующій 

общій членъ ариѳметическаго ряда имѣетъ видъ: ^ l - f - ^ f j - « -

Члены этого ариѳметическаго ряда въ указанномъ выше „Descrip-
t io" H е п е р ъ назвалъ логариомами г ) . Эти ряды можно было бы 
отождествить съ системой логариомовъ, какъ ее понимаютъ те
перь, только въ томъ случае , если бы члены этихъ рядовъ раз
делить на 10". Тогда числу 

( 1 — 1 0 ")" 

сответствовалъ бы логариомъ: 

f 1 + - J - - 1 0 7 ) - и - Ю - т , 

или при 

(̂ І + y - 1 0 - 7 ) - w - 1 0 - 7 = v 

числу 
ч • 10' 

(1 — 1 0 7 ) 2 

] ) Первоначально, а именно въ Mirifiei logarithmorum cauouis eonstruu-
ctio, опубликованной лишь въ 1619 году (поелѣ смерти H е п е p а), т.-е. послѣ 
Descriptio. но составленной раньше ея, Н е л е р ъ называлъ члены ариѳметиче-
скаго ряда «liumeri artifieiales» въ противоположность «numeri n a t u r a l e s » — 
членамъ геометрнческаго ряда. 
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соотвѣтствовалъ бы логариѳмъ ѵ; иначе 

10' 

V = log 
H - 4 - - 1 0 - 7 

. ( 1 - Ю " 7 ) 

следовательно, основаніемъ системы логариомовъ было бы число 

1 + 1 . 1 0 - 7 

(1 — ю - 7 ) -

лишь очень мало отличающееся отъ у . N e p e r и B ü r g i , избе

гая перехода къ пределу, пользовались своими рядами, не вы

ходя изъ области раціональныхъ чиселъ. Вычисленіе ряда 

107, 1 0 7 . ( 1 - ^ ) , 107. ( 1 - т У Ѵ - -

до члена, равнаго половине перваго, потребовало бы чрезвычайной 
большой работы (а именно вычисленія приблизительно 6 900 ООО 
членовъ). Поэтому Н е п е р ъ избралъ путь (указанный въ „Construc-
t io" , см. примБчаніе пред. стр.), который можетъ показаться слож
н е е , чемъ методъ B ü r g i , а въ действительности не только 
облегчилъ работу, но сделалъ ее вообще возможной. Именно въ 
первоначальномъ ряде онъ вычислилъ только 101 членъ, зат ішъ 
составилъ второй геометрическій рядъ, первый членъ котораго 
совпадалъ съ первымъ членомъ перваго ряда, а второй совпа-
далъ (а въ крайнемъ случав приближался) к ъ 101 числу перваго 
ряда; въ этомъ второмъ ряду онъ вычислялъ 51 членъ; подобнымъ 
же образомъ онъ перешелъ затвмъ к ъ третьему ряду и после 
вычисленія 21 числа въ последнемъ къ четвертому, знаменатель 

котораго ( 1 — joo) ' а семидесятый членъ равенъ приблизительно 

половине 10 7. Необычное для насъ построеніе таблицъ, заклю
чавшееся въ томъ, что возрастанію членовъ ариометическаго ряда 
соответствовало убываніе членовъ геометрическаго ряда, такъ 
что для чиселъ, меньшихъ начальнаго члена, логариомы были по
ложительны, имело основаніемъ то, что Н е п е р ъ пользовался 
ими преимущественно для тригонометрическихъ целей и желалъ 
дать логариѳмы sinus'a и cosinus'a въ положительныхъ числахъ. 

Вскоре после появленія „Descript io" съ N e р e г'о м ъ завязалъ 
сношенія его соотечественникъ H e n r y B r i g g s , бывшій въ во
сторге отъ новаго открытія. Результатомъ совместныхъ обсужде-
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ній явилась мысль измѣнить ряды т а к ъ , чтобы числу 10 геометрии 
ческаго ряда соответствовала 1 въ ариѳметическомъ ряду ѵ ) . 
Вскорѣ послѣ этой встрѣчи H e п e р ъ умеръ, и, такимъ образомъ, 
эти новыя таблицы вычислилъ одинъ B r i g g s . Въ 1617 году 
онъ выпустилъ въ свѣтъ „Loga i i thmorura Chilias prima", содер
жавшую восьмизначные логариомы чиселъ отъ 1 до 1000 при осно-
ваніи 10. Въ 1624 году последовала его „ A r i t h m e t i c a L o g a r i t h m i c a " , 
содержавшая логариомы съ четырнадцатью знаками для чиселъ 
отъ 1 до 20 000 и отъ 90 000 до 100 000. Въ то время какъ 
B r i g g s быль занять заполпеніеліъ оставшагося интервала, гол-
ландецъ A d r i a e n V I а с к уже принялся за такую же работу 
и въ 1628 году выпустилъ въ свѣтъ десятизначные логариомы 
всѣхъ чиселъ отъ 1 до 100 000. 

На болѣе подробной исторіи логариомовъ мы здѣсь оста
навливаться не можемъ; мы поэтому укажемъ на M. C a n t o r ' a , 
„Vor lesungen" I I , стр. 727—748 и на T r o p f k e „Geschichte der 
Elementarraathematik" I I , стр. 141—186. Къ этому остается до
бавить еще только то, что позднѣйшее опредѣленіе логариѳма, 
к а к ъ показателя степени, впервые ясно и определенно высказы
вается : ) (по T r o p f k e ) въ G a r d i n e r s „Tables of Logarithms", 
Лондонъ 1742, въ то время к а к ъ общимъ признаніемъ такого 
пониманія логариома мы обязаны только Э й л е р о в у „ ln t ro -
ductio in analysin inf ini torum" (1748). 

В . О б о с н о в а н і е п о н я т і я „ л о г а р и ѳ м ъ " в ъ о б л а с т и р а ц і о н а л ь -
в ы х ъ ч и с е л ъ . 

Въ гл. I I , § 5 D, стр. 96 мы показали уже, что въ области 
раціональныхъ чиселъ при произвольномъ положительномъ осно-
ваніи, вообще говоря, не существуетъ логариома произвольная) 
положительнаго числа. 

Но аналогично тому, к а к ъ въ области раціональныхъ чиселъ 
мы могли замѣнить, вообще говоря, неразрѣшимую задачу извле-

1) Въ прсдиеловіи къ англійекому переводу Doscriptio E d w a r d ' a W r i g h t ' a 

H е п e р ъ уже говоритъ, что онъ намѣренъ всѣ свои логариомы раздѣлить 

на опредѣлснное число, а именно на 2,3025851. Тогда онъ получилъ бы си

стему, въ которой числу ~ j соотвѣтствовалъ бы логариомъ 1. 

1) «The common Logarithm of a number is the Index of that power of 

10 which is equal to the number» . 
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ченія какого-либо корня изъ произвольная положительного числа, 
другой разрѣшимой, если только при этомъ не требовать абсолют
ной математической точности, мы, при томъ же условіи, и въ 
данномъ случаѣ можемъ найти логариомъ произвольнаго по
ложительна™ ч и с л а 1 ) . Пусть дана задача опредѣлить при осно-
ваніи 10 логариомъ 2. Если и не существуетъ такой степени 10 
съ раціональнымъ показателемъ, которая равнялась бы 2, или 
другими словами не существуетъ степени 10 съ цѣлымъ показа
телемъ, которая равнялась бы цѣлой степени двухъ, то все-таки 
можно, выбравъ произвольное положительное цѣлое число п, 
определить положительное цѣлое число ѵ такъ , чтобы 

1 0 " < 2 » < 1 0 ' ' + ] . 

Изъ этихъ неравенствъ непосредственно мы легко могли бы 
вывести 

10» < 2 < 10 » 

т . -е . заключить 2 между двумя степенями 10, показатели которыхъ 

отличаются другъ отъ друга только на т . -е . на дробь, кото

рая можетъ быть сдѣлана произвольно малой при соотвѣтствую-

щемъ увеличеніи п, если бы только 10" существовало въ нашей 
числовой области. Но это не имѣетъ мѣста ни для какого зна-
ченія п (конечно за исключеніемъ п—і). Выбравъ произвольное 
положительное цѣлое число т, всегда можно (ср. гл. I I § 5 С, 
( I I I ) и гл. I I I § 3 Е) найти такое положительно цѣлое число р., 
что 

( £ ) ' < ' • < № 
Теперь имѣемъ 

/ > -t- l \ » / ( M " _ ( | Л + 1 ) n — M . " 

\ m 1 \mj ~ ~ I M " 

n• + ~{• n(n- 1)• ji« - • .J, n(n— 1 ) ( « - 2 ) i i " • 

m'\mi " " 2! ' m ' m '\ml ' 3!*m' m ' m \mj ' 

!) О приблнженномъ зняченіи логариема мы можемъ не говорить до тѣхъ 
норъ, пока ае установимъ, что сдѣдуеть понимать подъ истикньшъ значекіемъ 
логариѳма. 
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Такъ какъ 

то также 

, < Ю , 

, , < 10, I + " 2 < 1 0 , и т. д. , 
\mj ^ ' \т j ^ ' ' 

следовательно, 

' ' t + T | n _ il.')"<- l o i - 1 - 4 - — . "~"1 • "~"-2 4 - . 

Полагавмъ 
a _ 1 

m — G ' 

тогда 
1 . 1 « — 2 . 1 

" 4 І Г < г > ~ ^ Г " < ? Г > и т - д - ' 

поэтому 

I Ü + 1 Г ! IM " 1 0 l' 1 J - 1 I J- 1 1 J 
\ ш / V'M ' Ь'" 1 I 2! " G "* 3! " G* 

При достаточно большомъ значеніи ^ — ~ можно правую 

часть неравенства, а, следовательно, и левую сделать меньше 
произвольно-малаго числа 5. Если положить 

1 0 = ( — f 4-S и ли ( 10—s)» = [1-

и 

< • - f i Ш 

то мы можемъ, придавая достаточно больная значенія 6- = —-, 
достигнуть того, что какъ г, т акъ и а' будутъ меньше про
извольно малаго числа 5. 

Изъ неравенствъ 
1 0 ' < 2 " < 1 0 " + ] 

теперь следуетъ далее : 

(10 — s ) ' ' < 2 " < ( 1 0 - f s ' ) ' + 1 

и 

(10 — £ ) » < 2 < ( 1 0 4 - г ' ) п . 

ш (10 — e ) » = i w j и (10 4- а') » = 
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несомненно, числа раціональныя. Ихъ разность 

ч + 1 

(10 4 - e ' ) ' " — ( Ю ] _ ^ _ п п _ е ) ^ = ( і о _ 8 ) - » - [ І Й І і ' ) н - а " - ь * , У " - і ] < 

< ( І О - Е ) [ { О - ^ - ( І О 4 - 0 " - І " 

и такъ какъ - - <" 1, 

то она < 1 0 . [ { - ^ ± | . ( 1 0 4 - Ê ' ) ^ - І ] -

Придавая п достаточно большое значеніе, мы можемъ прежде 

всего достигнуть того, что (10 4 - г ' ) ' 1 подойдетъ произвольно 

близко къ значенію 1 (см. гл. I I , § 5 В, стр. 100). Если затѣмъ 

придать достаточно большое значеніе числу i r = ' " , то 5, а следо

вательно, и разность между дробью jjj^^ и 1 будутъ сколь 

угодно малы. Поэтому при выбранныхъ значеніяхъм и ѵ-- правая 

часть послѣдняго неравенства, а следовательно, и 

(Ю 4 -г ' ) » — ( ю — 6 ) » 

будетъ меньше, чѣмъ произвольно малое данное число г,. 
Если теперь положить, что 

-, -I 4- 1 

2 — (10 — s)» = p и (10 + а ' ) ' >Г— 2 = р \ 

то также и р < т, и р' <С ̂ . 
Равенства: 

2 — р = (10 — г ) " " 

и 

2 + р ' = (10 + а ' Г ^ 

показываютъ, что если въ области раціональныхъ чиселъ лога-
риѳма 2-хъ при основаніи 10 и не существуетъ, то все-таки могутъ 

быть указаны такія раціональныя дроби и , являющіяся 

вполне точными логариомами чиселъ, отличающихся отъ 2 менее, 
темъ на произвольно малое число rt, при сснованіи, отличномъ 
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отъ десяти менѣе, чѣмъ на произвольно малое число Ь. Если 
опять-таки не требуется абсолютной точности, a дѣло сводится, 
к а к ъ и во всѣхъ приложеніяхъ математики, лишь къ тому, 
чтобы допущенная погрѣшность не превышала нредѣла, обусло-
вленнаго характеромъ самой задачи,, то можно въ этомъ 

случаѣ 1 ) одно изъ двухъ чиселъ и — ^ , отличающихся другъ 

отъ друга на дробь которая увеличеніемъ числа п можетъ 

быть сдѣлана произвольно малой, разсматривать какъ логариѳмъ 
числа 2 при основаніи 10; и, на самомъ дѣлѣ, при практиче-
скихъ вычисленіяхъ, подъ логариомомъ какого-либо положитель-
наго числа всегда понимаютъ раціональное число, определенное 
вышеуказаннымъ образомъ, и мы въ слѣдующей главѣ 
примкнемъ к ъ такому пониманію. 

Согласно тому, что изложено въ В, вычисленіе логариома 
какого-либо положительнаго числа а при какомъ-либо положи-
тельномъ основаніи g сводится къ опредѣленію степени а, воз
можно близкой къ какой-либо степени д. Мы можемъ ограни
читься тѣмъ случаемъ, когда а есть число простое, т акъ к а к ъ , 
въ силу того, (Гл. 1, § 11 С), что каждое произвольное цѣлое 
число можно представить въ видѣ 

гдѣ р2, р3,- • — ч и с л а простыя и пг, п2,пг- • • положительный 

цѣлыя числа , легко вычислить 

lOg Z = Hj lOgJ»! + П2 \Ogp2 - f Ид l 0 g ^ 3 -\ , 

если знать logp, logp2, l o g p 3 - - - . 

i) Исходя, напримѣръ, изъ неравенства 103"8 <-; 2 m i <̂  Ю " 9 (ср. С, I этого §) 
H, замѣняя, во-первыхъ, 10 ближаіішішъ числомъ, нзъ котораго можно извлечь 

.•'4009\««» 1 
корень 1024-й степени, напримѣръ, числомъ j JKTTF.) , приблизительно на — 

меньшихъ ІО.азатѣмъ 2 замѣняя I т )-ою степенью этого числа, которая прибли

зительно на у — меньше 2-хъ, можно несуществуюіцій въ раціональной число-

308 ' 
вой области ( 1 < JJlog 2 замѣнить въ вышеуказанномъ смыслѣ дробью 

С. П р і е м ы в ы ч и с л е н і я л о г а р и ѳ м о в ъ . 

z =p1',i-p2

n*-ps 

308 

1 
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Если приближенно выполняется равенство ап = дт, то мы 

можемъ въ смыслѣ, указанномъ въ В, положить H o g а = ~-

Нѣкоторые пріемы возможно быстраго нахожденія такой пары 
чиселъ m и п мы пояснимъ на примѣрѣ: а — 2, и с / = 1 0 . 

I . Если бы имѣть таблицу значепій всѣхъ степеней двухъ до 
очень большого показателя, то легко можно было бы найти сте
пени 2, мало отличаю-щіяся отъ степеней 10 1 ) . Въ противномъ 
случаѣ послѣдовательнымъ умноженіемъ можно дойти до высшихъ 
степеней 2, напр. , возводя въ квадратъ уже вычисленный степени 
двухъ. Полное и точное вычисленіе является практически не
выполнимой работой, но его и не требуется; вѣдь для нашей 
цѣли интересно знать только, между какими степенями 10 ле-
житъ та или другая степень двухъ. Поэтому мы пишемъ съ са-
маго начала каждую степень двухъ въ видѣ произведенія, одинъ 
изъ сомножителей котораго есть степень 10, а другой—десятичное 
число, которое заключенно между 1 и 10 и въ которомъ мы со-
храняемъ только 2 знака. Такъ какъ при сравнительно высокихъ 
степеняхъ и показатель 10 можетъ оказаться невѣрнымъ изъ-за 
неточности, получаемой благодаря этому упрощѳнію, то каждую 
степень 2 мы будемъ заключать между двумя значеніями, одно 
изъ которыхъ несомненно больше, а другое несомненно меньше 
соответствующей степени 2-хъ. 

Начнемъ съ 
28 = 2,56-10 2; 

откуда, такъ какъ 

6,55 < 2,562 = 6,5536 < 6,56, 
следуетъ , что 

6 , 5 5 - 1 0 4 < 2 1 6 < 6,56-10* 
и далее : 

4 ,29-10° < 2 3 2 < 4 , 3 1 - 1 0 » , 

1,84-10" < 2 6 і < 1,86 -10" , 

3,38-10 38 < 2 ] 2 8 < 3 , 4 6 - Ю 3 8 , 

1) Въ программной работѣ Prinz Heinrich - Gymnasiums въ Бсрлинѣ 
A. S c h m i d t в* 1905 году, опубликовалъ такого рода таблицы или, вѣрнѣе, 
таблицу степеней 2-хъ, дѣленныхъ на такія степени 10-ти, чтобы частное за 
ключалось между 1 и 10-го. Всякія другія числа (соотвѣтственно и ихъ 2-ыя, 
3-ьи и т. д. степени) можно заключить между числами отой таблицы и такимъ 
образомъ опредѣлить ихъ логариѳмы. 
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1,14-10" < 2 « 6 < 1,20-10 7 7 , 

1 ,29-10"« < 2 5 1 2 < 1,44- 10 3 5 4 , 

1,66 -10308 < 2Ю24< 2,08• 10 3 0 8 , 

2,75 • 10 6 1 6 < 2 2 0 4 8 < 4,33 • 10 6 1 «, 

7 , 5 6 - Ю 1 2 3 2 < 2 4 0 9 6 < 1,88-10 1 2 3 3 . 

Изъ послѣдііяго неравенства вытекаетъ 

1()1232<^ 2 4 0 9 6 < ^ 1 0 1 2 3 4 , 

следовательно, 2 4 0 9 6 въ силу этихъ неравенствъ заключено между 
двумя степенями 10, показатели которыхъ отличаются уже на 2. 
Поэтому остановимся лучше на предпослѣднемъ неравенстве и 
и з ъ него выведемъ: 

10 6 1 8 <^ 2 2 0 4 8 < С 10 6 1 7 . 

Въ смысл]., указанномъ въ В, положимъ , 1 0 ) log2 равнымъ 
либо 

£ Й = 0 ,30078 . . . , 

либо 
6 1 7 = 0 3 0 1 9 7 

204.8 ' - • * 

Если ограничиваться тремя десятичными знаками, то о б е дроби 
дадутъ одно и то же значеніе 0,301 ] ) . 

I I . Вмѣсто п о с л е д о в а т е л ь н а я возведенія въ степень числа 2, 
мы можемъ определить логариомъ 2 при основаніи 10 и повтор-
нымъ извлеченіемъ корня изъ 10. Имвемъ 

101* = / 1 0 = 3,162277. . . , 
і_ 

1 0 Т = / 3 , 1 6 2 2 7 7 . . . = 1 ,77828. . . , 

если эти равенства перемножить почленно и извлечь квадрат
ный корень изъ о б е и х ъ частей полученнаго равенства, то будемъ 
иметь : 

з 

10* = / з 7 і 6 2 2 7 7 - 1 , 7 7 8 2 8 = 2 ,371374. . . ; 

') Этотъ методъ но существу исходить отъ H . B r i g g s'a, который посте
пенно иереходилъ къ степенямъ 2 1 0 , 2 1 0 0 , 2 1 0 0 0 и т. д. 
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если тѣ же самыя дѣйствія продѣлать надъ двумя послѣдними 
равенствами, то: 

Если замѣнить число 2 числомъ 2,001103, то получимъ, какъ 

и въ I , для log2 значеніе |[щ = 0.30127; замѣняя же 2 числомъ 

1,999976, которое отличается отъ 2 еще меньше, найдемъ 
1233 

log 2 = j 0 9 g = 0 ,3010254. . . или, ограничиваясь пятью знаками, 
0,30103. Ясно, что простымъ продолженіемъ того же самаго 
пріема будутъ получаться степени 10, которыя все ближе подхо-
дятъ к ъ значенію 2 л ) . 

I I I . Къ той же цѣли, найти степень двухъ, по возможности мало 
отличающуюся отъ степени 10, можно притти еще слѣдующимъ 
путемъ: умножаемъ степень двухъ, лишь немногимъ меньшую 
степени 10, на степень двухъ, лишь немногимъ большую степени 
10. Вновь найденную степень снова умножаютъ на нервую изъ 

1) Методъ I I имѣется въ прибавленіи къ II е п е р о в о й Coustructio. 
Имъ пользовались B r i g g s , V i a e к и K e p l e r . 
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только что названныхъ степеней двухъ въ томъ случав , если 
она болѣе, чѣмъ ближайшая к ъ ней степень 10, а если она 
окажется менѣе соседней степени 10, то на вторую изъ назван
ныхъ. 

Продолжая такимъ образомъ далѣе , дойдемъ до степеней двухъ, 
который при дѣленіи на подходящія степени 10 будутъ давать 
въ частныхъ значенія, все болѣе и болѣе приближающаяся къ 1. 
Какъ и въ I , сохраняемъ только первые десятичные знаки. 
Чтобы три послѣднихъ десятичныхъ знака и въ послѣднихъ 
равенствахъ были еще вѣрны, вычислеміе производимъ съ пятью 
десятичными знаками 2 ) . 

Исходимъ изъ: 
1. 2 3 = 0,8-10. 

и 

2. 2 і 0 = = 1,024-10 3. 

Почленнымъ умноженіемъ обоихъ равенствъ получаемъ 

3. 2 1 3 = 0 , 8 1 9 2 - 1 0 * 

и далѣе: 
4. 2 1 0 • 2 1 3 = :2 2 3 = =0,83886-10 7, (Погрѣшность / "<0 , 
5. • 2 2 3 = =2 3 3 -=0.85899-1()і°, ( /<1-10 5 ) , 
0. 2 i o . , 2 зз = =2 4 3 =. =0,87961-10", ( / •< 1,5-10-5), 
7. 2 io •2 4 3 = ; 2 5 3 = =0.90072-10™, ( /<2-10-5) , 
8. 910 •2 5 3 — -963 _ =0.92234 10 1 9 , (7<2,5-10 
9. ою , 2 0 3 = ; 2 7 3 -- -0 ,94448-Ю 2 2 , (/•<3-10 •>), 

10. 2 ] 0 • ,2"3 — -083 _ -0,96715-10 2 5 , ( /<3 ,5-10 -5), 
11. 2'0 . • 2 8 3 = -093 = =0.99036-102». < / ' < M O ••>, 
12. 210 . ,293 - : 2 1 0 3 = =1,01413-10 3 1 . ( /<4 ,5-10 ' 
13. 2 9 3 • .о юз _ -039« - = 1.00435-105f l. ( /V(4 ,-4,5+0,5)-10 
14. 293 , •2 3 9 ß = =0 289 _ =0.99467-10 s 7 , (f< ( 4 + 9 +0,5)-10 •-• 
15. 21Я0.2289 =2 4 8 5 = =0 ,99900-10"« . , ( /<23-10 -5), 
IG. 2190.2*85 _ = 2С81 -= 1,00335-10 2 0 5. . ( / < 3 2 . 5 - l O ^ ) , 
17. 2485 .2681 — = 1 , 0 0 2 3 5 - Ю 8 5 1 . , (/-<56-10 -6), 
18. 2485 .2іібв_ =2 1 С 5 1= =1,00135-1 О*»7 , (/-<79.5-10 •»), 
19. 2485 .21651— -2213G-= 1,00035-10««. ( /<103-10 -6). 

i = 9 10- 5 >, 
13,5-10 5 ) , 

M Ужо въ цитированной подъ А. на стр. 2(>0 программной работѣ К о п н е 
при примьненіи этого метода иринимаетъ во внимаиіе только 3 знака, въ р е -
зультатѣ чего онъ находитъ: 2* 8 ! і =- 1.003 • 10 1 4 | і , тогда какъ въ дѣйствитель-
пости 2 « < 10UB. 
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Дальнѣйшее продолженіе такого вычисленія безцѣльно, т акъ 
какъ при опрѳдѣленіи возможной погрешности мы уже не мо
жемъ сказать съ увѣренностью, будетъ ли въ (19) первый со
множитель правой части больше или меньше е д и н и ц ы г ) . Легко 
заметить, что первый сомножитель правой части все ближе и 
ближе подходитъ къ зиаченію 1; если пренебречь разностью ме
жду нимъ и единицей, то каждое изъ равенствъ отъ (1) до (19), 
даетъ значеніе ^ , 0 , log 2, а именно: 

Равенство 1. значеніе 1 = 0,33333, 

2. „ А = 0,30000, 

11. „ g = 0,301075, 

13. „ - ^ = 0,3010204, 

15. „ ~ f = 0,3010309, 

19. „ ~ = 0,3010299625 % 

въ то время к а к ъ въ десятизначныхъ логариѳмическихъ табли-
цахъ, составленныхъ на основаніи вычисленій, выполненныхъ съ 
большей точностью имѣется: 

log 2 = 0,3010299957. 

IV". ІІримѣненіе пріемовъ, данныхъ въ I — I I I , требуетъ при 
вычислены логариома каждаго новаго числа повторенія всѣхъ 
вычисленій съ самаго начала. Имѣются еще пріемы, дающіе воз
можность сравнительно быстро найти логариомы любыхъ чи
селъ. пользуясь заранѣе разъ навсегда вычисленными вспомо
гательными таблицами. Основателемъ этого пріема является 
L o n g 3 ) (Philosophical Transactions 1714). 

1) Вычислена, выполненное съ самаго начала съ большимъ числомъ деся
тичныхъ знаковъ даетъ 2 2 ' з и = l.OOUlfï • 10мз. 

2) Эти же дроби даетъ, напр., T r o p f k e (Geschichte der -Elementar
mathematik П. стр. 169), какъ.приближенный значенія разложенія въ непре
рывную дробь, кажущагося отличнымъ отъ вышенрнведеннаго, но по существу 
совпадающаго съ нимъ. 

3j Но T r o p f k e I I , стр. 170. 
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Если при основаніи 10 

1 0 < ) . , ( ^ а . І а 1 ! 3 2 I a S I 

ю0(і — a f ] 0 t- 1 0 . 2-t- Ш з Т" 
гдѣ а 1 ; а 2 , а 3 . . . означаютъ однозначный числа (цыфры),—сле
довательно, всѣ они меньше 10 — то • 

ft _f»_ ?з 
я = 10"-10 1 0 -10 1 0 0 -10 1 0 0 1 ' - - -

Если, обратно, удастся привести а к ъ последнему виду, то 
зтимъ самымъ мы онредѣлимъ числа а, а 1 5 а 2 , а 3 . . . , a следо
вательно, и l og« . Этого можно достигнуть, пользуясь таблицами, 
которыя содержать значенія отъ первой до девятой степеней числа 

10 1 0 , отъ первой до девятой — числа 10 1 0 0 , отъ первой до девятой 
1 

степеней числа Ю 1 , ю о и т. д. Прежде всего определяемъ а и 
1 

сравниваемъ со степенями числа 1 0 й . Наибольшая , но все 

же меньшая, чемъ - ^ , изъ .этихъ степеней даетъ аг; после 

ft 
выполненія деленія: j - ^ : 10 1 0 . по второй таблице подобнымъ 

же образомъ определяемъ а 2 и т. д. Допуская, что loga запи-
санъ въ виде систематической дроби, съ основаніемъ G: 

l o g a = a + aJ-4-g+ 2 І + " * ' 

где теперь каждая изъ цыфръ о,, а 2 , а 3 , . . . можетъ быть только 
нулемъ или единицей, аналогично получимъ, что 

ft fi ft 
а= 10--10 а -10- а -10 2 S . . . 

Цыфры а,, а 2 , а 3 определяются к а к ъ и раньше, но теперь для 
этого требуются лишь значенія 

| /TÖ, / УН). \ / Г / у Т б и т. д. 

следовательно, можно обойтись только квадратными корнями, и 
такъ какъ а,, я 2 , а 3 могутъ иметь только значенія 0 или Ь 
то возможно избавиться и отъ вычисленія степеней этихъ кор
ней. (Ср. B a l t z e r Die Elemente der Mathematik I , Allge
meine Ari thmet ik , § 20). 
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V. B r i g g s въ своей Arithmetica logarithmica (1624) указалъ 
пріемъ быстраго полученія логариомовъ всѣхъ чиселъ, поль
зуясь лишь ограничоннымъ числомъ независимо вычисленныхъ 
заранѣо логариомовъ. Данное число 

А — А t "1 tu». JL "з I 
л — "о T W Г 1 0 2 I 1 0 з П- » 

изображенное въ видѣ десятичной дроби, цълую часть которой а0, 
не нарушая общности, можно приравнять одному изъ чиселъ 
1, 2 , . . . , 9, приводится къ виду 

А = а 1 4 - 1 - 4 - 1 4 - ; ! 4 - - ' 4 - • 
Л ' « P 10 1^10* ' 1 0 3 Г 104 г 

дѣленіемъ на а0 и записью частнаго въ видѣ десятичной дроби. 

Если второй сомножитель правой части раздѣлить на 1 - j - U^Q, 

то получится равенство слѣдующаго вида: 

(1 ? ± 1
 а2 I а з I _а4 I \ /1 \ /1 _і Pa I Рз _ i Pi I 

10 I 102 Т ю з T iQi І \ " П о " ) '14 I іО«"Гі"оз"Т"іО» l 

Второй сомножитель правой части не можетъ содержать деся-
тыхъ долей, т акъ какъ уже 

\ Т 10 j Г ' 1 0 / ^ 10 ' 1 0 2 

было бы несомнѣнно больше лѣвой части предыдущего равенства. 
Подобнымъ же образомъ п о л у ч а т с я д а л ѣ е : 

14- 4- 4- І* I 
1 "Г иуі~Г юз Т in« ' 102 I ю з I 104.) y I 102) y ' ю з I 104 

гдѣ второй сомножитель правой части не можетъ содержать со-
тыхъ долей, и 

1 4 '1з- 4-
1 » 1Ü3 I 

1 4 - ІОзТ" 104 ~t ) И "f" і о з ) ' ( * 4" IQi ' 

Изъ этихъ равенствъ последовательными подстановками получимъ: 
\ 

Юз] "О 102 

Для произвольно выбраннаго числа А = 6.407262. вышеуказанным* спо-
собомъ дѣленія послѣдовательно получаются равенства. 

A = Q • 1,067877 = 
= 6 • 1,06 • 1,007431 =-• 
= 6 • 1,06 • 1,007 • 1,000428 = 

• = 6 • 1,06 • 1,007 • 1,0004 • 1,000028=-
= 6 • 1,06 • 1.007 • 1,0004 1,00002 1,000008. 

К . Ферберъ Ариѳметика 1 9 
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a 0 можетъ имѣть значенія 1; 2 ; . . . 9; 

значенія 1,1; 1 ,2; . . . ; 1,9; 

1 - f - ^ „ 1,01; 1 ,02; . . . . 1,09; 

l + > „ 1,001; 1,002;. . . 1,009; 

1 + щ » 1,0001; 1,0002;. . . 1,0009; и т. д. 

Логариѳмы всѣхъ этихъ чиселъ B r i g g s вычислилъ сперва 
съ 15 десятичными знаками 5 ) . Послѣ того, какъ дѣленіемъ 
найдены значенія а 0 , аѵ %, Уз» ô 4 , . . . можно, пользуясь ука
занными таблицами, простымъ сложеніемъ получить логариомъ 
даннаго числа А. 

V I . Раньше и на самомъ дѣлѣ пользовались для вычисленія 
логариѳмовъ только что приведенными способами. Теперь же 
эти пріемы могутъ служить лишь для того, чтобы ученикамъ, 
еще не посвященнымъ въ анализъ, показать возможность вы-
численія логариомовтх. Для болѣе легкаго и точнаго вычисленія 
логариѳмовъ, начиная съ X V I I I столѣтія, извѣстенъ другой бо-
лве целесообразный пріемъ, основанный на разложеніи лога-
риома въ быстро сходящійся рядъ, о чемъ здѣсь еще не можетъ 
быть и рѣчи. Этимъ пріемомъ сперва вычисляются такъ называ
емые „натуральные" логариомы, основаніемъ которыхъ является 

e = l im ( l + 1 , , n 

число уже упомянутое на стр. 261. 

1) Arithmetica logarithmica, стр. 32 (1624). Подобнымъ же методомъ поль
зуются еще и теперь, если желаютъ получить логариѳмы отдѣльныхъ чиселъ 
съ большимъ числомъ десятичныхъ знаковъ, чѣмъ они даются обыкновенно въ 
таблицахъ. Поэтому во многихъ работахъ находятся такія вспомогательный та
блицы, какъ и таблицы Б р и г г с а, напечатанный съ большимъ числомъ деся
тичныхъ знаковъ. Ср. литературный указанія въ Encyklopädie der Math. W i s 
senschaften, томъ I , стр. 993 и L ü r o t h , Vorlesungen über numerisches 
Rechnen, Лейпцигъ 1900, §§ 53—55. 
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D. С и с т е м ы и т а б л и ц ы л о г а р и ѳ м о в ъ . 

Совокупность логариомовъ всѣхъ положительныхъ чиселъ при 
какомъ-либо одномъ основаніи называется системой логариомовъ. 
За основаніе можетъ принято любое, отличное отъ 1, положитель^ 
ное число. Но особенно просто выполняются вычисления съ ло-
гариомами систематическихъ чиселъ, если за основаніе логарио
мовъ принять основаніе числовой системы, а, следовательно, при 
нашей десятичной — число десять. На самомъ дѣлѣ, всѣ десятич
ный числа, состояния изъ однѣхъ и тізхъ цыфръ, расположен-
ныхъ въ одной и той же последовательности, отличающіеся, 
следовательно, другъ отъ друга, лишь МІІСТОМЪ запятой или при
писанными нулями, могутъ быть получены изъ одного и того лее 
числа, скажемъ, напримеръ , з а к л ю ч е н н а я между 1 и 10 и обо
з н а ч е н н а я черезъ А, при помощи умноженія или деленія на 
какую-либо степень десяти; все они имѣютъ слѣдующій видъ: 

г1 = А-10т или z2 = A:Wn, 

ГДЕ m и п положительный целыя числа. • 
Поэтому при любомъ основаніи системы логариомовъ имеемъ: 

log zx = log A - j - м - l o g 10 или l o g £ 2 = l o g y l — га-log 10. 

Если за оенованіе системы логариомовъ принять 10, то эти 
равенства примутъ более простой видъ: 

log s1 = log А -{- m и log z2 = log A — n. 

Логариомы все этихъ чиселъ zx, z2 отличаются другъ отъ 
друга только на целое число; они совпадаютъ въ десятичныхъ 
знакахъ, совокупность которыхъ называется „мантиссой" При 
расположеніи логариомовъ различныхъ чиселъ при основаніи 10 
въ т а к ъ называемый таблицы логариомовъ, достаточно дать 
только мантиссу логариома лишь одного изъ чиселъ, составлен-

1) Мантисса есть слово этрусскаго происхожденія, означаетъ «придатокъ». 
W a l l i s въ своей алгебрѣ (1G85) обозначалъ этимъ словомъ знаки любой де
сятичной дроби, и только впервые Э й л е р ъ въ Introductio (1748) восполь
зовался имъ спеціально для обозначенія десятичныхъ знаковъ логариома. Съ 
тѣхъ поръ оно и получило это значеніе. И только Г а у с с ъ въ Disquisi-
tiones Arithmeticae снова примѣнилъ это слово для обозначенія десятичныхъ 
знаковъ, получающихся при обращеніи простой дроби въ десятичную. Ср. 
T r o p f k e I I , стр. 177 и Kneyklopädie d. Math. Wiessensch. I , стр. 986. 

19* 
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ныхъ изъ однѣхъ и тѣхъ ж е цыфръ въ одномъ и томъ же по
рядке . Поэтому таблицы содержатъ только логариомы цѣлыхъ 
чиселъ, расположенныхъ въ ихъ натуральномъ порядке . Цѣлое 
число, которое слѣдуетъ придать к ъ мантиссѣ, называющееся 
„характеристикой", легко опредѣляется, а именно: если это число 
содержитъ передъ запятой п 1) цыфръ, то оно заключено 
между 10" - 1 и 10", а следовательно, логариомъ его—между и — 1 
и п въ силу чего характеристика равна и — 1 . Если же число не 
содержитъ ЦЕЛОЙ части и непосредственно за запятой слѣдуютъ, 
скажемъ, еще (п — 1) нуль ( м ^ І ) , то это число равно некото
рому числу А, заключенному между 1 и 10 и раздѣленному на 
10"; следовательно, логариомъ его равенъ разности, уменьшаемое 
которой есть правильная десятичная дробь, а вычитаемое—цѣлое 
число п. Для вычисленія съ логариомами целесообразнее такого 
вычитанія не выполнять, а, наоборотъ, оставлять логариомъ въ 
виде разности; и тогда число п, снабженное отрицателышмъ 
знакомъ также называютъ характеристикой : ) . 

В ъ силу только что указанныхъ преимуществъ на практике 
пользуются почти исключительно логариомами при основаніи 10, 
которыя и принято обозначать символомъ „ log" безъ дальней-
шихъ добавленій. Такъ какъ эти логариомы впервые вычислить 
B r i g g s , то они и носятъ названіе Б р и г г о в ы х ъ . Въ анализе 
важную роль играютъ натуральные логариомы, основаніемъ ко
торыхъ служитъ неоднократно упоминавшееся число г, которое 
здесь не можетъ быть строго определено, какъ не принадлежа
щее к ъ раціональнымъ числамъ. Натуральный логариомъ какого-
либо числа z пишутъ въ виде log nat z, или Inz, или также h. 

Если известны логариомы всехъ чиселъ при какомъ-либо 
основаніи, то легко вычислить ихъ и при какомъ-либо другомъ 
основаніи. Въ самомъ деле, если 

= log а или = а 
и 

а, = ^і) log а или #2*» = а, 

то следуетъ: 

9\* 

') Словомъ «характеристика» пользовался уже B r i g g s въ своей Arithme-
tica logarithmica. нѣмедкое названіе «Kennziffer» примѣнилъ K ä s t n e r въ 
своихъ Anfangsgründen der Arithmetik (1 изд. 1759 и 2 изд. 1764). 
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Въ зависимости отъ того, берется ли логариѳмъ обѣихъ ча
стей равенства по основанію дѵ или д2, получаемъ соответственно 

a1 = a2-^)\0gg2 

или 
• <̂ > l o g ^ = a 2. 

Въ силу этого, зная логариомы чиселъ по второй системѣ, по
лучимъ логариомы тѣхъ же чиселъ по первой системѣ, умножая 
логариомы второй системы на одно и т о ж е число ^,) log д2; изъ 
логариѳмовъ первой системы получимъ логариомы соотвѣтству-
ющихъ чиселъ по второй умноженіемъ каждаго логариома первой 
системы на log дг. Такимъ образомъ изъ системы логарио-
мовъ при основаніи е получаются Б р и г г о в ы логариомы умно-
женіемъ первыхъ н а ( 1 0 ) loge = 0 ,43429448. . . , и обратно, умноже-
ніемъ Б р и г г о в ы х ъ логариѳмовъ на < е ) log 10 = 2,30258509. . . 
Число, на которое слѣдуетъ умножить логариѳмъ одной системы 
(преимущественно логариомъ при основаніи е) для полученія 
соотвѣтствующихъ логариѳмовъ по другой системѣ, н а з ы 
в а е т с я м о д у л е м ъ 1 ) п о с л ѣ д н е й с и с т е м ы п о о т н о 
ш е н а к ъ п е р в о й . 

Въ теченіе послѣднихъ 300 лѣтъ издано чрезвычайно много 
таблицъ л о г а р и о м о в ъ 2 ) . Первая полная таблица логариѳмовъ 
всѣхъ чиселъ отъ 1 до 100 000 была составлена Ѵ 1 а с к ' о м ъ ; 
она даетъ логариомы съ десятью десятичными знаками. Долгое 
время пользовались преимущественно семизначными таблицами; 
лишь въ X I X столѣтіи перешли къ 5 и 4-хъ значнымъ табли-
цамъ, точность которыхъ для большинства практическихъ цѣлей 
была признана вполнѣ достаточной. Само собой ясно, что ни однѣ 
таблицы не могутъ содержать логариомовъ всѣхъ чиселъ. Такъ, на-
примѣръ, особенно часто употреблявшіяся раньше семизначный 
таблицы В ѳ г а , даютъ логариомы всѣхъ пятизначныхъ чиселъ. 
Непосредственно изъ этихъ таблицъ можно получить логариомы 
и всѣхъ шестизначныхъ чиселъ, оканчивающихся однимъ нулемъ 

*) Это слово введено C o t e s (письмо къ Н ь ю т о н у отъ 25 мая 1712г . ) ; 
выше приведенное значеніе 1° log е было уже вычислено М е р к а т о р о м ъ 
(Philosophical Transactions, 1668), a затѣмъ точнѣе, съ 60-ю знаками H а 11 е у 
(Philosophical Transactions 1695). 1 

2 ) B i e r e n s d e H a a n въ 1875 году составилъ списокъ, заключавшій 
553 таблицы. Ср. Encyk lopäd ie d. Math. Wissensch. I , c ip. 987 и T r o p f k e !!• 

стр . 155. 



280 Глава Y. Операціп въ области раціональныхъ чиселъ. 

и всѣхъ семизначныхъ чиселъ, оканчивающихся двумя нулями, 
и т. д. Простымъ же пріемомъ вычисленія, т акъ называемой интер-
поляціей, при помощи этихъ таблицъ могутъ быть съ точностью 
до семи знаковъ определены логариомы любого шести или се
м и з н а ч н а я числа. Два последовательный числа, данныя въ та-
блицахъ, имѣютъ постоянную разность 1, или разность 100, 
если всѣ числа присоединеніемъ двухъ нулей обратить въ се
мизначный. Непосредственно изъ таблицъ видно, что разности 
двухъ послѣдовательныхъ логариомовъ не всегда имѣютъ одно 
и то же значеніе, а, напротивъ, постепенно убываютъ. Но двѣ 
сосѣднія разности или бываютъ равны, или же очень мало 
отличаются другъ отъ друга. Такъ , напримѣръ, на случайно 
открытой странице таблицъ П е г а находимъ, что въ интервалѣ 
4 729 400 — 4 729 900 увеличенію числа на 100 всегда соотвѣт-
ствуетъ увеличеніе логариома на 92 1 0 7 . При меньшихъ интер-
валахъ, напримѣръ, 4 729 400 — 4 729 500 и подавно будемъ 
въ правѣ утвердсдать, что каждый разъ, когда число иолучаетъ 
одно и то же приращеніе, то и логариомъ его растетъ равно
мерно. Тогда приращенію числа въ одну единицу соответству
ет!) увеличеніе логариома на 0 ,92-10- 7 , a приращенію числа 
d(d<r[ 100) — увеличеніе логориома на г ? - 0 , 9 2 - Ю - 7 . Такъ , на-
примѣръ, получаемъ: 

log 4 729 452 = log 4 729 4 0 0 + 52-0 ,92-10- 7 

= 6,6748060 + 47,84-10~ 7 

= 6,6748108. 

Подобнымъ же образомъ можно принимать во вниманіе также 
и 8-й знакъ числа; девятый знакъ уже не оказываетъ никакого 
вліянія на семизначный логариомы. Предположеніе, что въ ин
тервале двухъ послѣдовательныхъ чиселъ—измѣненіе логариома 
можетъ быть принято пропорціональнымъ измененію числа, могло 
бы, пожалуй, еще дать неточность въ последнемъ (седьмомъ) 
знаке для чиселъ, помѣщенныхъ въ началѣ таблицы, т . -е . не
много болыпихъ 10 000. Поэтому В е г а продолжилъ свои семи
значный таблицы не только до 100 000 но до 101 000. Новѣй-
шій авторъ, E. S a n g (A new table of seven-place logarithms, 
1. изд. 1871, 2. изд. 1883), довелъ свои таблицы даже до 
200 000, и такимъ образомъ, въ интервале отъ 1 000 000 до 
1 010 000 или отъ 1 000 000 до 2 000 000 числа, если ихъ разсма-
тривать, какъ семизначный, получаютъ приращенія, равныя не 100, 
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а только 10. Въ интервалѣ же меньшемъ въ 10 разъ , конечно, 
можно съ значительно большей точностью приращеніе логариома 
считать пропорціональнымъ приращенію числа. Для болѣе удоб-
наго интерполированія во всѣхъ таблицахъ подъ заголовкомъ 
„Par t e s proportionales" (въ единицахъ послѣдняго знака мантиссы) 
даны приращенія логариомовъ, соотвѣтствующія приращенію 

1 2 ' 9 
числа въ ŷ j) -g, • • • , уф единицы послѣдняго знака. 

При помощи тѣхъ же таблицъ, дающихъ логариомы чиселъ, 
расположенныхъ въ натуральномъ порядкѣ, можно обратно по 
данному логариѳму определить число. Если логариомъ прямо на
ходится въ таблицахъ, то можно число прочесть непосредственно; 
въ противномъ случаѣ его вычисляютъ, при помощи „par tes pro
portionales", основываясь на предположенной пропорціональности 
между приращеніемъ логариома и приращеніемъ числа. Имѣются 
также таблицы, содержания числа, соотвѣтствующія логариѳмамъ 
расположеннымъ въ натуральномъ порядкѣ, такъ называемый таб
лицы антилогариѳмовъ. Старѣйшія таблицы — Progress-Tabulen 
J o o s t ' a B ü r g i , упомянутая уже на стр. 260, § 5 А, были 
именно такими; но такъ какъ при наличности логариѳмическихъ 

. таблицъ можно обойтись безъ таблицъ- антилогариѳмовъ, то 
число послѣднихъ значительно меньше, чѣмъ обыкновенныхъ 
таблицъ логариомовъ г ) . 

1) Ср. литературный указанія въ Encyklopädie der Mathem. Wissenschaf
ten I , стр. 997. Выше въ текстѣ изъ разсмотрѣнія таблицъ логариѳмовъ мы 
чисто эмпирическимъ путемъ убѣдились, что при ограниченіи незначительными 
интервалами, шриращеніе логариома можно считать пропорціональнымъ прира-
щенію числа. Для точнаго обоснованія этого необходимо примѣнить элементы 
анализа. Н а основаніи гл. I , § 8 С 

В ъ анализѣ доказывается, что log ( 1 H можетъ быть представленъ безко-

нечнымъ рядомъ, первые члены котораго: 

гдѣ да означаетъ вышеуказанный (на стр. 279) модуль перехода 0,43429448. 
Пусть теперь а, какъ и въ таблицахъ В е г а, есть нѣкоторое пятизначное 
число и при этомъ X < 1; тогда 

а 
X 

) 

1 
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Е. Примѣненіе логариѳмовъ для облегчения вычислений. 
Логариомы суммъ и разностей. 

Значительный выгоды вычисленія съ логариомами обусловли
ваются примѣненіемъ формулъ (ср. гл. I , § 8 С): 

log (a-b-c - • — log a-f- log b -\- log с - ( - • • • , 

log ( ! ) = log a — log b, 

log an = n • log a, 

log V a = X

n • log a. 

ІІослѣднія позволяютъ всякое умножение чиселъ замѣнить сло-
женіемъ ихъ логариомовъ, дѣленіе — вычитаніемъ, возведете въ 
степень-—умноженіемъ и и з в л е ч е т е корня — дѣленіемъ. Такъ , 
благодаря логариѳмамъ, облегчается вычисленіе любого выраже-
нія, въ которомъ встрѣчаются только произведенія, частныя, сте
пени и корни. Если напримѣръ: 

х-у у.6'У г 
гдѣ a, b, с, â, e, f, g означаютъ данныя числа, то 

log X — -g• ( log a -f- 5 log 6 — 7 log с - j - ~ log d j 

+ | ( 3 loge + l d o g / ' - l o g ; / ) ) -

Если мы хотимъ ограничиться мантиссой съ семью знаками, то достаточно 
принять во вниманіе лишь первый членъ ряда, и тогда можно написать 

log (а + х) — log а ~ ~- • X, а 

т.-е. приращеніе логариома пропордіонально приращенію числа. Факторъ про-
порціональности убываетъ съ возрастаніемъ числа. Нельзя пренебрегать вторымъ 

членомъ вышенриведеннаго ряда т {~~ ) в ъ т о м ъ елучаѣ, если требуется по

лучить логариомъ болѣе, чѣмъ съ 7-ю знаками. Болѣе точный, чѣмъ здѣсь, 

указанія относительно необходимой затѣмъ интерполяціи, а также вычисленіе 

предѣла ошибокъ можно найти у L іі г о t h, Vorlesungen über numerisches 

Rechnen, Лейпцигъ 1900. 6, 7 и 8 главы. Ср. также ЛѴ e b e r-ЛѴ e 11 s t e i n, 

Encyklopädic d. Elementaren Algebra und Analysis, томъ I (2 изд.), стр. 124 и 

Encyklopädie der Mathem. Wissensch. , томъ I , стр. 806. 
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Прежде всего слѣдуетъ найти логариомы чиселъ а, Ь, с, а, е, 
f,g, выполнить надъ ними дѣйствія, указанный въ правой части 
равенства, и по найденному log г взять изъ таблицъ соответ
ствующее число. Удобный пріемъ вычисленія корня любой сте
пени при помощи логариомовъ поясняетъ, почему мы въ гл. I l l , 
§ 3 F, не останавливались подробнѣе на неиосредственномъ вы-
численіи корней съ показателемъ выше 2 - х ъ 1 ) . 

Напротивъ, примѣненіе логариомовъ к ъ вычисление суммъ и 
разностей не такъ просто. Чтобы по log а и log Ъ получить не
посредственно log (аА^Ъ) и log (ä — b), не переходя при этомъ 
к ъ самымъ числамъ а и Ъ, L е о n e 11 i (Supplément logarithmique, 
Bordeaux, 1802/1803) изобрѣлъ особый пріемъ; послѣднимъ вос
пользовался Г а у с с ъ и сдѣлалъ его практически примѣнимымъ, 
опубликовавъ необходимый для этого (пятизначный) таблицы 
( Z a c h s Monatliche Korrespondenz, 1812 г., стр. 498—528; Ges. 
Werke, Bd. I I I , стр. 244 2 ) . Мы этотъ пріемъ изложимъ въ болѣе 
простой формѣ, которую ему придалъ T h . W i t t s t e i n (въ его 
Logarithmentafel, Ганноверъ, 1859) и который въ новѣйшее время 
получилъ наибольшее распространеніе. Таблицы W i t t s t e i n ' a 
даютъ для каждаго значенія А — log х соответствующее значе-
ніе В = log (х-\-1); оне расположены такъ , что по данному А 
находится соответствующее В, подобно тому, какъ въ простыхъ 
таблицахъ находится по числу его логариомъ, а по какому-либо зна-
ченію В соответствующее А, — какъ по логариому число. Сле-

1) Если при вычисленіи требуется не столько его точность, сколько бы
строта, то вполнѣ целесообразно вмѣсто логариѳмическихъ таблицъ пользо
ваться такъ называемыми «логариѳмическими линейками». Въ сущеетвонныхъ 
чертахъ этотъ приборъ состоитъ изъ двухъ точно совпадающихъ и свободно 
скользящихъ одна по другой логариѳмическихъ шкалъ А и В, т.-е. шкалъ съ 
дѣленіями 1. 2, 3, 4, . . . , нанесенными въ точкахъ, разстоянія которыхъ отъ 
начала соответственно пропорціональны логариѳмамъ чиселъ 1, 2, 3, 4... Чтобы 
определить значеніе произведенія ab, помѣщаютъ штрихъ 1 шкалы В подъ 
штрихомъ а шкалы А. Штрихъ шкалы А, приходящійся надъ штрихомъ 6 шка
лы В, и даетъ значеніе искомаго произведенія. Помѣщая штрихъ Ъ шкалы В 
подъ штрихомъ а шкалы А, и прочитавъ число шкалы А, приходящееся надъ 
штрихомъ 1 шкалы JB. найдемъ значеніе частнаго а : Ь и т. д. Правильность 
этого способа вытекаетъ непосредственно изъ формулъ log (a&) = log a -f- log Ь 
и log (а : b) = log а — log b. Полное описаніе счетныхъ линеекъ и ихъ даль-
нѣйшихъ примѣненій можно найти въ Ercyklopädie der Mathem. Wissenschaf
ten, Bd . I , стр. 1053.; тамъ же указана и литература. 

2) L е о n e 11 і далъ только три пробныхъ страницы (съ 14 десятичными 

знаками). • . 
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довательно, непосредственно въ таблицахъ по данному логариому 
какого-либо числа можно прочитать логариѳмъ числа на 1 боль-
шаго или на 1 менынаго. Общая же задача по даннымъ значе-
ніямъ l o g « и l o g é — найти значеніе log (a-\-b) и log (a — b) 
сѳйчасъ же сводится къ этой частной задачѣ. 

Въ самомъ дѣлѣ: 

log(a + ft) = l o g i + l o g ( l - f f ) -

Полагая 
а 

а, следовательно, 

log a log b = log X = А, 

получаемъ 

log ( l + -£) = log ( I = 

следовательно, 
log (a-f . 6) = log 6 - f В . 

Поэтому, прежде всего слѣдуетъ найти разность log а — log b 
въ столбце А, затѣмъ взять по таблицамъ соответствующее зна-
ченіе В и прибавить къ l o g é , чтобы получить log (а-{"&)• 

Аналогично получаемъ 

log (а — Ъ) = log Ъ - f log (I — 1 )• 

Для 

î = , + i 
будетъ 

log a — l o g ô = log f = log ( ж - f {) = B 

и 

l o g ( £ — l ) = l o g « = ^ l ; 

следовательно, 

log (а — Ъ) = log b - j - J.. 

Поэтому для вычисленія log (a — b) слѣдуетъ найти въ 
столбцѣ Blog а — l o g ô , опредѣлить по таблицамъ соответству
ющее значеніе А и прибавить к ъ logü>. 
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§ 6. Вычисленіе простыхъ и сложныхъ процентовъ и рентъ. 

А. П р о с т ы е п р о ц е н т ы . 

Подъ „процентами" понимаютъ то вознагражденіе, которое вы-
даютъ за пользованіе денежной суммой („капиталъ") , заимообразно 
взятой на опредѣленный срокъ. Размѣръ вознагражденія зависитъ 
отъ величины денежной суммы и отъ продолжительности срока 
займа, и, какъ это обычно принято, проценты пропорціональны 
тому и другому, т.-е. для капитала въ />„ единицъ, при срокѣ 
займа въ п единицъ времени, проценты будутъ содержать 

г = к0 • п • г 

денежныхъ единицъ, гдѣ г означаетъ множитель, независящий 
отъ капитала и отъ времени. Для # 0 = 1 и п= I будемъ имѣть 

s = r, 

т.-е. г денежныхъ единицъ составляютъ проценты на единицу 
капитала за единицу времени. За единицу времени обычно 
принимаютъ годъ, а за единицу капитала, въ Германіи—марку, 
(въ Россіи — рубль). При такомъ условіи капиталъ въ 1 марку 
(въ 1 рубль), въ 1 годъ приноситъ г марокъ (рублей) процент-
ныхъ денегъ. Величина г устанавливается по соглашенію между 
должникомъ и кредиторомъ. Это соглашѳніе зависитъ, съ одной 
стороны, отъ настоящаго положенія денежнаго рынка, а съ дру
гой — отъ мнѣнія кредитора о кредитоспособности должника. 
Такъ какъ г почти безъ исключенія всегда меньше 1, то это 
число принято писать въ видѣ дроби, и обычно въ видѣ дроби 
со знаменателемъ 100. 

Следовательно, необходимо положить: 

откуда слѣдуетъ 
„ • ч- • p 

— Jöö 
Для £ 0 = 1 0 Ѳ , n = l 

т.-е. p марокъ (рублей) составляютъ проценты, которые капи
талъ въ 100 марокъ (рублей), приноситъ въ 1 годъ. Поэтому 
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говорятъ, что процентная такса равна р процентамъ и короче 
пишутъ р°І0

 1). 

При помощи равенства 

*о • « Р 
' 1 0 0 

легко вычислить процентный деньги съ капитала (к0) за какое-
либо цѣлое или дробное число (») лѣтъ , при какой-либо про
центной таксѣ (р). Вообще, легко найти изъ того же равен
ства одно изъ значеній e, к0, п, р, если три остальныя 
ИЗВЕСТНЫ. 

А именно имѣемъ: 

, lOOr W O ; 100.; 
кп~-—! n = -,— s P — -i 

0 up клІ> Kall, 

В. Проценты на проценты или сложные проценты. 

§ 608 Свода германскихъ гражданскихъ законовъ гласить : 
„если при заключеніи займа опредѣлены проценты и нѣтъ ка-
кихъ-либо другихъ особыхъ условій, то проценты должны быть 
уплачиваемы по истеченіи каждаго года и при возвратѣ долга, 
если заемъ заключенъ на срокъ меньше года". При болѣе дол-
гомъ срокѣ займа, кредиторъ и должникъ могутъ войти въ та
кого рода соглашеніе 2 ) (при взносахъ въ сберегательный кассы 
послѣднее опредѣлено закономъ), чтобы причитающіяся въ концѣ 
каждаго года процентный деньги не уплачивались кредитору, а 
оставались на рукахъ у должника, который и на нихъ присчиты-
валъ бы проценты, к а к ъ на вновь занятый капиталъ . Въ этомъ 
случаѣ говорятъ, что первоначальный капиталъ отданъ взаймы 
по „сложнымъ"^ процентамъ. 

M Этотъ знакъ «о/о» (по T r o p f k e . Geschichte der Elementarmathematik, 
Лейпцигъ 1902, I томъ, стр. 106—см. русскій пер. Д. А. Бема и Р. Э. Струве 
(Ред.)) получился изъ сокраіценія cto вмѣсто cento. Первоначально писали 
4 p ° / 0 ; начиная съ X I X столѣтія, стали отбрасывать р ( p r o — з а или p e r — ч е 
резъ) . Что касается процентной таксы въ различный времена, см. T r o p f k e , 
I томъ, стр. 102, а также цитируемую тамъ книгу: В і 11 e t е г, Geschichte 
des Zinsfusses im Altertum, Лейпцигъ 1898. Если нѣтъ особыхъ условій, то 
германское гражданское уложеніе въ § 246 опредѣляетъ процентную таксу 
въ 40/ 0 . 

2 ) Ср. для этого § 248 свода нѣмецкихъ гражданскихъ законовъ. 
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Если первоначальный долгъ равенъ к0, то въ концѣ перваго 
года онъ будетъ 

h = К - h ïôo = Jco (1 + m) • 
Следовательно, въ теченіе одного года долгъ увеличился въ 

14- разъ; т акъ какъ множитель ( і + у ^ ) ' называемый 

„процентнымъ множителемъ" не зависитъ отъ величины капитала , 
то кѵ при той же процентной таксѣ, въ концѣ второго года 
обратится въ 

и кг въ концѣ третьяго года въ 

* з = * 2 (1 + т) и т- д -

Въ концѣ п-го года долгъ опредѣлится по формулѣ 

Перемножая почленно п равенствъ, полученныхъ для к^, к2,- • -кп, 
найдемъ 

V + 0 " . 

Для вычисленія кп слѣдуетъ прологариомировать эту формулу: 

log кп = log * 0 4 - п log ( 1 4 - • 

Чтобы при умноженіи на большое число п, погрѣшность въ 
логариѳмѣ сильно не увеличивалась, приходится въ 

сохранять больше десятичныхъ знаковъ, чѣмъ въ остальныхъ ло-
гариѳмахъ, встрѣчающихся въ вычислены. Безъ логариомовъ 
можно обойтись въ томъ случаѣ, если пользоваться таблицей 

значеній ( 1 + щ ) " » какую даетъ , напримѣръ, M . C a n t o r , 

въ приложеніяхъ къ своей „Polit ische Ari thmet ik" 2-е изд., Лейп-
цигъ, 1903. г., для p = 'è; 3,5; 4, и для всѣхъ значеній числа п 
отъ 1 до 100. 
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Предполагая, что всегда есть возможность отдать капиталъ 
взаймы но р°/0, можно сказать, что обладаніе суммой въ^ 

/t 0 = y — г п марокъ равнозначно обладанію суммой въ кп ма-

рокъ черезъ п лѣтъ . Следовательно, долгъ въ кп марокъ, взятый 
на срокъ въ п лѣтъ , можетъ быть погашенъ немедленной уплатой 

въ -—--—TW марокъ. Разность обѣихъ суммъ, т . -е . то . что надо 

\ Г 100 j 
вычесть изъ собственнаго долга при уплатѣ наличными деньгами, 

называется въ купеческомъ обиходѣ дисконтомъ, а соответству

ющая формула к0 = -——гА формулой д и с к о н т а 1 ) . 

До сихъ поръ мы считали срокъ займа цѣлымъ числомъ лѣтъ . 
Если же M = v - f -v ' , гдѣ ѵ есть число цѣлое, а V — правильная 
дробь, то прежде всего получимъ 

*. = М 1 + Ш 

к„ марокъ приносятъ въ V лѣтъ Ц ^ - - ' марокъ продентныхъ де-

негъ; слѣдовательно, получаемъ 

(H) - І О І Ь І - Д М І 

При помощи того же равенства мы можемъ выразить к0 че
резъ кп, р% V и ѵ'. Въ случаѣ ѵ = 0, особенно часто встреча
ющемся въ коммерческой практикѣ, получаемъ, напримѣръ, 

к0 : 
1 + 

^ 100 

какъ значеніе взноса для уплаты долга, истекающаго черезъ 

ѵ' « 1 ) года. Такъ к а к ъ дѣленіе на ( 1 - ( - неудобно, то въ 

Г) Л е і і б н и ц ъ далъ ея выводъ въ своей Meditatio iuridico-mathematiea 
de interusurio simplice. Acta Eruditorum 1G83. О довустимости такого способа 
дисконтировать много спорили въ Германіи въ теченіе всего X V I I I столѣтія, 
въ особенности юристы. Ср. C a n t o r I I I , стр. 518 и стр. 525. 
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действительности вычисляютъ к0 не изъ этого равенства, а 
вмѣсто него по формуле: 

*о = *у ( і — ш)> 
которая, строго говоря, является неточной, но при небольшихъ 
значеніяхъ ѵ' и р, только и встречающихся на практикѣ, даетъ 
результата лишь немногимъ отличающійся отъ точнаго а ) . 

Подобно тому, какъ равенства (Г) и ( I I ) мы рѣшали относи
тельно к0, можно попробовать рѣшить ихъ и относительно пар. 
Если спрашивается и, то напередъ неизвестно, слѣдуетъ ли 
пользоваться равенствомъ (I) или ( I I ) . Если взять Б р и г г о в ы 
логариомы обеихъ частей равенствъ (I) и ( I I ) , то получимъ: 

log кп - log к0 = n • log ( 1 -4- ^ j 
или 

log kn - log *o = V. log ( 1 + + log ( 1 + . 

Если частное l o g ." ~ l o g есть число дѣлое, то оно даетъ 

искомое значеніе п. Если же деленіе 

(log кп - log *„)' : log ( 1 + ІШ) 

не выполняется, а, нацротивъ, получается целое частное ѵ и оста
токъ р и, такимъ образомъ, оказывается 

log *„ — log kQ = V • log ( 1 - f щ ] + P, 

>' р 
!) По гл. I I I , § 4, стр. I l l , такъ какъ на практикѣ всегда j ~ < 1, 

1 

^ 100 

нредставляетъ значеніе безконечнаго ряда 

100 " M 100 j " " 

и указанная въ текстѣ неточность состоитъ въ отбрасываніи всѣхъ слѣду-
ѵ' р 

ющихъ за j ~ членовъ. Исторически интересно то, что Л е й б н и ц ъ въ 

своемъ методѣ (ср. предыдущее примѣчаніе) сперва находитъ для опредѣле-
нія цѣны долгового обязательства, срокъ которому еще не вышелъ, такой 
безконечный геометрическій рядъ. 
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а следовательно, 

p = l o g ( l + J o o ; , 

и если число г опредѣлить т а к ъ , чтобы 

р = log г, 
то 

^ 100 ' 

откуда непосредственно получаемъ; 

и искомое число 
и г = ѵ + У 1 ) . 

Если по остальнымъ величинамъ, предполагая и числомъ ц ѣ -
лымъ, слѣдуетъ определить процентную таксу р, то получаемъ 
изъ равенства ( I ) : 

^ 100 ^ А 0 ' 

P ю о : 

Если же и не есть число цѣлое, то мы должны исходить изъ 

равенства ( I I ) , и для ^ = Щ) получаемъ уравненіе 

( 1 + ^ . ( 1 + ^ = 4 * , 
° 

которое, вообще говоря, решается методомъ послѣдовательныхъ 
приближеній, разсматриваемымъ лишь въ алгебре. На практикѣ 
такого рода задачи врядъ ли могутъ встретиться . 

*) Если бы положить п равнымъ частному ^ І М А ? и в ъ т о м ъ С Л у _ 

•"*(1 + Ш>) 
чаѣ, когда оно и не является цѣлымъ числомъ, то это значило бы поло
жить въ основаніе вмѣсто вышеприведеннаго равенства ( I I ) равенство 
к'п~К ( Ï + Ï Q T J ) , следовательно , ( І + Щ | замѣнить черезъ + щ | • 

При малыхъ значеніяхъ послѣднія два выраженія лишь немногимъ отличаются 

другь отъ друга. 
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За единицу времени мы до сихъ поръ принимали годъ, a слѣ-
довательно, предполагали, что процентныя деньги причисляются 
къ капиталу всегда по истеченіи одного года. Формулы (I) и 
( I I ) все же останутся справедливыми, если принять за единицу 

какой-либо другой промежутокъ времени, напр. ~- года. Конечно, 

тогда и, V и ѵ' будутъ означать число ~ долей года и, соот-

вѣтственно этому, р—процентныя деньги со 100 за новую единицу 

времени. Если желать и теперь, какъ это обычно бываетъ, по

нимать подъ р процентныя деньги со 100 въ одинъ годъ, то при

дется въ (I) и во ( I I ) замѣнить р черезъ ~ , следовательно, ( I ) 

приметъ видъ: 

K = h M + r r ' î n o ) ,s • 100) " 

Если теперь вмѣсто п снова ввести число N цѣлыхъ лѣтъ , 
пользуясь сооотношеніемъ 

п = s- N, 
то 

(Ia) *» = Ч ь Ь - Л о о Г 
представитъ изъ себя сумму, въ которую обратится долгъ к0 въ 
концѣ N-ro года, если годовая процентная такса есть р°/0 и про
центныя деньги присчитываются къ капиталу въ концѣ каждой 
1 

т года. 
При 

получаемъ 

s • 100 , )>х —--— = X, слѣдовательно, при *•=-- j ( M ) 

или 

к 

Np 

Если придать s значеніе І О О І ) (т.-е. положить, что при ^ = 4 ° / 0 , 
процентный деньги причисляются къ капиталу послѣ каждой 

400 г ° Д а > т - " е - приблизительно ежедневно), то 
1 \х 

л = 1 0 * и ( 1 4 -

К. Ферберъ. Ариѳметика. 20 
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явится основаніемъ # = 2,718 145 9 логариомовъ B ü r g i 1 ) , сле 
довательно, 

есть число, логариомъ В u r g і котораго равенъ ' . 

С. Р е н т ы . 

Начнемъ съ задачи: капиталъ к0 отданъ взаймы по р слож
ныхъ % съ тѣмъ условіемъ, чтобы процентный деньги причис
лялись къ капиталу въ концѣ каждаго года. Начиная съ пі-го 
года (т равно 0 или какому-либо положительному цѣлому числу) 
въ концѣ каждаго года прикладываютъ к ъ капиталу по г ма-
рокъ (или вынимаютъ). Определить, какъ велнкъ будетъ капи
талъ послѣ п взносовъ (выдачъ) по г марокъ, т . -е . въ концѣ 
(m -f- и — 1 )-го года? 

Рѣшеніе: Къ концу ш-го года капиталъ возросъ до 

гдѣ вмѣсто процентнаго множителя I 1 -\- щ ) введено для крат

кости q. 
Въ концѣ (»»-{-1)-го года будемъ имѣть: 

въ концѣ (m - j - 2)-ro года: 

К+2 = * o ï M + 2 ± Ч- ± Ч ± г 

1) Ср. § 5 А, стр. 261. 
2 ) Если X, неограниченно возрастаетъ, что имѣетъ мѣсто при безконеч-

но болыпомъ значеніи s, слѣдовательно, процентный деньги причисляются 
къ капиталу черезъ все меньшіе промежутки времени, то значеніе выра-

женія ( l + — \ , какъ это указывается въ анализѣ и было уже упомянуто 
X j 

въ § 5 А. стр. ' 261. приближается къ опредѣленному предѣльному значенію 
Np 

к ioïï 
e=2,718281828459 . . . . При такомъ предположены — с и является чис-

о Хр 

домъ, натуральный логариомъ котораго имѣетъ значеніе (Я к о в ъ Б е р 

н у л л и , Acta Eruditorum, Май 1690, ср. C a n t o r I I I , стр. 55). 
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и т . д., и, наконецъ, въ концѣ (т-\-п—1)-го года: 

К+п-і = * 0 < Г + П " 1 ± Чп'л ± rq*-* ± - - - ± r q ± r 
или: 

(Ш) *„ + »- 1 = * o î w + - - , ± ' - - f £ ? î

1 

(см. гл. I , § 7 D, добавленіе стр. 32). 

Особый интересъ нредставляетъ тотъ случай, когда послѣ 
п — кратнаго выниманія по г марокъ исчерпывается весь капи
т а л ь , т . -е . , 

^ і н + п - г = 0 

или 

(IV) Л - 0 д.»+» 1 = , . . ^ £ 1 І . 

Въ самомъ дѣлѣ, если А дастъ В сумму денегъ въ к0 марокъ 
на какое-либо время ' и если В уплатить п разъ по г марокъ, 
дѣлая взносы въ концѣ каждаго года, начиная съ ш-го послѣ 
момента ея полученія, то при процентной таксѣ въ р процен
товъ взносы обѣихъ сторонъ окажутся совершенно тождествен
ными въ томъ случаѣ, если между к0, r, m, п и q = 1 - f - щ 

будетъ существовать соотношеніе ( IV) . Такого рода соотноше-
ніе имѣетъ мѣсто въ томъ случаѣ, если какое-либо частное 
лицо (А) вносить въ страховое общество (В) нѣкоторую сум
му к0, чтобы затѣмъ въ теченіе ряда лѣтъ пользоваться нѣкото-
рой „рентой" (г) или если какая-либо общественная организація 
погашаетъ ежегодными уплатами (г) сдѣланный заемъ (А0), или, 
какъ говорятъ, „амортизируетъ" его. 

Поэтому уравненіе (IV) называется также уравненіемъ ренты 
или амортизаціи. Оно впервые было установлено Э й л е р о м ъ 
въ его „Int roduct io in апаіувіц inf ini torum" 1748, т. 1, гл. 6. 

(IV) разрѣшается непосредственно относительно к0 (стоимость 
ренты) или относительно г (рента иди ежегодная уплата). Имѣемъ: 

je =

 y - ( g " - 1 > 

и 

Г~~ qn 1 
2C» 
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Такъ к а к ъ , вообще говоря, правая часть послѣдняго равен
ства не есть к р у г л о е число, то при установленіи плана амор
тизации сдѣланнаго займа, значеніемъ для г, полученнымъ изъ 
послѣднаго равенства, пользуются какъ среднимъ, для установле-
нія ежегодной уплаты, которая обычно берется кратной 100 
маркамъ. 

Чтобы рѣншть уравненіе (IV) относительно » , опредѣляютъ 
прежде всего • 

/• 

и логариѳмированіемъ находятъ: 

п _ log /• — log j / - ^ / , Y / " - '(7 — 1 >] 
log q 

Если частное правой части не есть цѣлое число, а заключено 
между ЦЕЛЫМИ числами ѵ и ѵ 4 - 1 , то результать указываешь, что 
рента можетъ выплачиваться ѵ разъ , и послѣ ѵ-той уплаты 
останется нѣкоторая сумма (см. равенство ( I I I ) ) 

q кратное которой не достигаешь значенія г. 

Рѣшеніе уравненія (IV) относительно q, т.-е вычисленіе процент
ной таксы р, которое на практикѣ, во всякомъ случаѣ, врядъ ли 
когда требуется, вообще говоря, возможно лишь при помощи ме-
тодовъ послѣдовательныхъ приближеній, о которыхъ намъ здѣсь 
н'Бтъ надобности говорить. 

Если рента должна выплачиваться не ежегодно, а, ска-
жемъ, по четвертямъ года или ежемесячно и т. п., то и при та-
комъ нредположеніи равенства ( I I I ) и ( IV) остаются справедли
выми въ томъ случаѣ, если процентныя деньги всегда присо
единяются къ капиталу черезъ такіе же промежутки времени. 
Въ этомъ случаѣ слѣдуетъ з а м ѣ н и т ь р п р о ц е н т н ы м и 
д е н ь г а м и с о 10,0 м а р о к ъ за срокъ, принятый теперь за 
единицу времени и подъ m и п понимать число новыхъ единицъ 
времени. 

Особеннаго вниманія заслуживаешь тотъ случай, когда про
центныя деньги, хотя и причисляются къ капиталу ежегодно, 
к а к ъ и ранѣе , но рента выдается въ другіе сроки, напр. , по 
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истеченіи каждой ~ года. Эта задача сейчасъ же сведется 

к ъ предыдущей, какъ только мы установимъ, какая рента г, 
выплачиваемая въ концѣ года, равнодѣнна рентѣ р срокомъ въ 

кондѣ или въ началѣ каждой года. 

р марокъ, выплачиваемый въ концѣ первой года равно

ценны. 

^ г 100 л-

маркамъ въ концѣ года, о марокъ. выилачиваемыя въ концѣ 

второй ~ года равноцѣнны 

г> 100,4 

маркамъ въ конці; года и т. д. 

Следовательно, s — кратный платежъ въ концѣ каждой года 

по р марокъ равносиленъ единовременной уплати і\ марокъ въ 
конце года, гдЬ 

^ = * ? + ш ; , К 8 - ' 1 ) + ( 8 - 2 , + " - + 2 + 1 ] ' • 

. . — V Г 200 -

Точно также получаемъ, что s — кратный платежъ въ началѣ 

каждой Y года по р марокъ равносиленъ единовременной уплате 

въ г2 марокъ въ конце года, где 

^ = *P + î | f e [ * + ( e - l ) + - - - + 2 + l ] 

V " ! " 200 -

Только что вычисленныя значенія для >\ и г2 остается под
ставить вместо г въ равенство ( IV) . 

Дальнейшія примененія вычисленія процентовъ и рентъ можно 
найти у М. C a n t o r ' a , Politische Ari thmetik, 2 изд., Лейп
цигъ 1903. 
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% 7. Вычисление вѣроятностей. 

А. И с т о р и ч е с к а я з а м ѣ ч а н і я . 

Вычисленіе вероятностей ведетъ свое начало отъ математи-
ческаго изслѣдованія азартныхъ игръ, игры въ кости и въ карты 
и выниманія шаровъ различной окраски изъ урнъ и т. д. ] ) . 

Первое наблюденіе вероятностей при игре въ кости мы на-
ходимъ уже у К а р д а н а и Г а л и л е я . ,Собственно основате
лями вычисленія вероятностей считаютъ П а с к а л я и Ф е р м а т а 
(середина X V I I века ) . Дальнейшее развитіе этой теоріи является 
заслугой Г ю й г е н с а , Л е й б н и ц а , Я к о в а Б е р н у л л и , M у-
а в р а , С т и р л и н г а , Б е й е с а , Л а п л а с а , П у а с с о н а . Ка-
кимъ именно успехомъ обязано вычисленіе вероятностей к а 
ждому изъ этихъ лицъ, мы коротко будемъ указывать въ соответ-
ствующихъ мвстахъ. Изъ позднЬйшихъ руководствъ назовемъ: 
J. B e r t r a n d . Calcul des probabili tés, Парижъ 1889; H . P o i n -
c a r é , Leçons sur le calcul des probabili tés, Парижъ 1896; 
E. С z ü b e r , Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung 
auf Fehlerausgleichung, Statistik und Lebensversicherung, Н и з д . , 
Лейпцигъ 1908; Ы. B r u n s , Wahrscheinlichkeitsrechnung und 
Kollektivmasslehre, Лейпцигъ 1906; E. B o r e l , E l émen t s de la 
théor ie des probabil i tés, Парижъ 1909. Философскія основы вы-
численія вероятностей изследовали, главнымъ образомъ, J. v. 
K r i e s въ сочиненіи „Die Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsre 
chnung", Фрейбургъ 1886 и С. S t u m p f въ реферате „Ueber 
den Begriff der mathematischen Wahrscheinlichkeit", Sitzungs-
bericteh der Philosophischen Klasse der Bayrischen Akademie, 
1892. 

>) Если въ настоящее время вся важность теоріи вѣроятности не основы
вается цѣликомъ или, главнымъ образомъ, на ея примѣненіи къ азартнымъ 
играмъ, мы въ нашемъ изложеніи все-таки преимущественно будемъ пользо
ваться азартными играми для разъясненія этой теоріи, такъ какъ въ нихъ 
проще всего учесть всѣ обстоятельства, и поэтому онѣ оказываются болѣе 
доступными для математической обработки, и такъ какъ болѣе сложный за 
дачи теорію вѣроятности, заимствуемый изъ практической жизни (напр., за 
дачи статистики, страхового дѣла и т. д.), изъ теоретической физики, обыч
но стараются свести, пользуясь условіями, заимствованными изъ опыта, на 
задачи азартныхъ игръ. 
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В. Опредѣленіе вѣроятности и простыя задачи. 

Часто бываетъ, что мы, вь силу состоянія нашихъ знаній и 
освѣдомленности, не можемъ съ уверенностью указать следствій, 
являющихся результатомъ совокупности состояній и действій, а 
можемъ только утверждать, что при данныхъ условіяхъ можетъ 
произойти событіе Ех или событіе Е2, и т. д. или событіе Ет. 
Для примера возьмемъ игральную кость, т .-е. сделанный изъ 
однородного матеріала кубъ, грани котораго помечены числами 
отъ 1 до 6; бросимъ ее кверху и дадимъ ей упасть; зная сооб
щенный этому кубу импульсъ, мы темъ не менѣе не въ состояніи 
определить его д а л ь н е й ш а я движенія; следовательно, не можемъ 
точно сказать, которая изъ его граней окажется сверху при па-
деніи; мы знаемъ только, что это можетъ быть или 1, или 2 и т. д., 
или 6. Намъ неизвестны настолько точно ни физическая орга
низация какого-либо человека, ни внешнія причины, вліяющія на 
него, чтобы мы зараиѣе могли решить вопросе, будетъ ли онъ 
еще живъ, спустя годъ: мы только и можемъ сказать, что, спустя 
годъ, онъ либо будетъ живъ, либо уже умретъ, 

Если m предиоложеній (т. н. статочностей) по отношенію къ 
долженствующему произойти событію, являющемуся результатомъ 
совокупности всѣхъ данныхъ условій, оказываются для насъ 
равновозможными, но изъ- нихъ только g (д<^т) благопріят-

ствуютъ интересующему насъ событію,.то правильную дробь w = :-~ 

мы разематриваемъ, какъ меру вероятности осуществленія этого со,-

бытія, и кратко называемъ -•- — математической вероятностью.ожи

д а е м а я событія. Если нашему событію не блаянріятствуетъ ни 
одна статочность, следовательно, «у = 0, то м; = 0; если каждая 
изъ возможныхъ статочностей благопріятна, следовательно, д—т> 
то w—l. Въ этихъ пределыіыхъ случаяхъ вероятность стано
вится достоверностью. Статочностей, благопріятствующихъ тому, 
что данное событіе не произойдетъ, оказывается т — д, следо
вательно, вероятность того, что данное событіе не произойдете 

m 

m g 
m 

Главное затрудненіе въ примененіи даннаго опредѣленія ве
роятности заключается въ рЬшеніи вопроса, можно ли т е или 
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другія статочности разематривать какъ равновозможныя или нельзя. 
Если въ вышеприведенномъ примѣрѣ мы имѣемъ дѣло съ одно-
роднымъ математически точно построеннымъ кубомъ, и если при 
игрѣ устранить преимущества какой-либо одной грани, то появленіе 
каждаго изъ чиселъ 1, 2, • • •, 6 можно разематривать, какъ оди
наково возможное, и поэтому дробь ~ принять за математиче
скую вѣроятность появленія числа, напр. , 3. Не такъ просто по-
ложеніе вещей во второмъ примѣрѣ; если въ силу указаннаго 
незнанія допустить, какъ равновозможное, то, что по истеченіи 
года данное лицо будетъ живо или уже умретъ, то значеніе ве
роятности оказалось бы равнымъ ~ . Этому, полученному на осно
в а м и столь неудовлетворительныхъ свѣдѣній, результату нельзя 
было бы все-таки придавать практическаго значенія г ) . Но даже 
въ такихъ задачахъ, гдѣ при всей строгости изслѣдованія не 
могло быть сомнѣнія въ равновозможности статочностей, не разъ 
встрѣчались ошибки. Мы приведемъ два примѣра изъ литера
туры, не только ради ихъ историческаго интереса, но, главнымъ 
образомъ, потому, что начинающіе постоянно обречены на по-
втореніе подобнаго рода ошибочныхъ заключеній. 

I . Одинъ изъ друзей высказалъ Г а л и л е ю свое удивленіе по 
поводу того, что при игрѣ съ тремя костями сумма 10 появляется 
чаще, чѣмъ сумма 9, несмотря на то, что по его мнѣнію, число 
благопріятствующихъ равновозможныхъ статочностей для обѣихъ 
суммъ одинаково. Благопріятствующими для суммы 9 другъ ечи-
талъ слѣдующія 6 комбинацій: 

i) Мы уномянемъ лишь нкратцѣ, но входя въ подробности, что по отно-
шенію къ опредѣленію равновозможности статочностей существуютъ двѣ противо
положный точки зрѣнія. Одна точка зрѣнія. представителемъ которой является, 
главнымъ образомъ, I . ѵ. К r i e s, требуетъ наличности понуждающей причины, 
чтобы назвать статочности равновозможными; другая, представителемъ которой 
является, главнымъ образомъ, S t u m p f , довольствуется одинаковымъ, т.-е. 
абсолютнымъ незнаніемъ отдѣльныхъ статочностей. Ѵіслп. про одну изъ урнъ 
извѣстно лишь, что она содержитъ бѣлые и черные >шары, но неизвѣстно въ 
какомъ числѣ, то съ послѣдней точки зрѣнія вѣроятность вынуть бѣлыіі шаръ 

есть ~ , между тѣмъ какъ съ первой точки зрѣнія вѣроятность вообще нельзя 

вычислить. Н а практикѣ прибѣгаютъ, повидимому, къ средней точкѣ зрѣнія. 
Использованія всѣхъ свѣдѣній, какими мы располагаемъ при рѣшенія вопроса 

. о вѣроятности, также требуетъ и S t u m p f. 
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1 2 6, 

1 3 5, 

1 4 4, 

2 2 5, 

2 3 4, 

3 3 3, 

а для суммы К), слѣдующія шесть: 

1 3 6, . 

1 4 

2 2 6, 

5, 

4. 

2 3 

2 4 

3 3 4. 

Въ своей „Considerazione sopra in giuoco dei dadi" Г а л и 
л е й указываетъ на то, что эти комбинации не всѣ слѣдуетъ раз
сматривать, какъ равновозможныя, а, наоборотъ: напримѣръ, ком
бинация 1, 2, 6 можетъ быть осуществлена 3! = 6 различными, 
способами, въ чемъ можно убѣдиться, отличая кубики другъ отъ 
друга (напр. окраской); комбинацію 1, 4, 4 можно осуществить 
только тремя различными способами и 3, 3, 3 только — однимъ. 

При правильной оцѣнкѣ равновозможныхъ благопріятству-
ющихъ суммѣ 9 статочностей получимъ 25 благопріятству-
ющихъ равновозможныхъ комбинацій, суммѣ же десять—27. Такъ 
какъ число всѣхъ возможныхъ при трехъ костяхъ комбинацій 
равно б 3 = 216, то вѣроятность выкинуть 9 при трехъ костяхъ 

25 2 7 1 

будетъ ; a вероятность выкинуть 10 — 2 Ï 6 ~ gr

i l . D ' A l e m b e r t утверждалъ, что если монету бросить два 

раза кверху и дать упасть, то ВЕРОЯТНОСТЬ появленія рѣшки, по 
2 

крайней мѣрѣ одинъ разъ, равна ^ . Онъ строитъ заключеніе 
именно такъ : или при первомъ бросаніи вскроется рѣшка и 
тогда игра окончена; или сперва вскроется орелъ, затѣмъ рѣшка, 
или, наконецъ, оба раза орелъ. Следовательно, всего возможны 
3 статочно^ти и между ними 2 благопріятствующихъ, a слѣдова-
тельно, в ѣ р о я т н о с т ь р а в н а э т о заключеніе невѣрно. Равновозмож-
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ними, наоборотъ (какъ это легко усмотрѣть, бросая сразу 2 мо
неты вмѣсто одной), надо разсматривать 4 комбинации: рѣшка, 
рѣшка; рѣшка, орелъ; орелъ, рѣшка; орелъ, орелъ; три изъ нихъ 

благопріятны, слѣдовательно, искомая вѣроятность равна -|- г \ 

Если вопросъ о равновозможности статочностей разрѣшенъ, 
то рѣшеніе задачи на вѣроятность сводится к ъ простому под
счету благопріятныхъ и возможныхъ статочностей. Этотъ под
счета часто облегчается съ помощью комбинаторики. Этимъ и 
объясняется то обстоятельство, что обѣ эти дисциплины въ 
своемъ развитіи шли рука объ руку. Мы коснемся по существу 
вычисленія вероятностей лишь по стольку, по скольку она 
является однимъ изъ важнѣйшихъ и интереснѣйшихъ примѣненій 
комбинаторики. Изъ простыхъ, рѣшаемыхъ при помощи формулъ 
комбинаторики, задачъ на вычисленіе ВЕРОЯТНОСТИ мы разсмо-
тримъ только еще одинъ примѣръ: 

Урна содержитъ a бѣлыхъ и Ъ черныхъ шаровъ. Вынимаютъ 
изъ ней к шаровъ. К а к ъ велика вѣроятность того, что изъ нихъ 
a бѣлыхъ и ß черныхъ? 

( а - И = *, а<а, р < 6 ) . 

Рѣшеніе: Изъ множества (а-\-Ь) шаровъ можно вынуть к ша
ровъ столькими способами, сколько можно образовать сочета-
ній k-ro класса безъ повтореній изъ (а-\-Ь) элементовъ, т . -е . 

т—[^^Ъ^; группъ съ a бѣлыхъ шаровъ будетъ | " | > группъ 

съ р черныхъ шаровъ будетъ Такъ какъ каждая комбинация 

одной группы перваго рода съ одной группой второго рода бла-
гопріятна для нашей цѣли, то 

ff = [ * ) ' [ & с л ѣ Д ° в а т е л ь н 0 ' = ' / f l + b\ • 

l« + ?i 
С. С л о ж н ы й з а д а ч и н а в ы ч и с л е н і е в ѣ р о я т н о с т и . 

При рѣшеніи многочиеленныхъ, отчасти весьма сложныхъ, за
дачъ получился рядъ правилъ , которыя Л а п л а с ъ въ своей 
„Theorie analytique des probabil i tés" (Парижъ 1812) свѳлъ к ъ не-

і ) Къ этой задачѣ мы еще не разъ вернемся. 
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многимъ опредѣленнымъ принципамъ, которые постоянно прихо
дится примѣнять. Наиболѣе важны двѣ теоремы. 

I. Теорема о полной или „тотальной" вероятности, или вероят
ности „либо-либо" („Entweder oder") (теорема сложенія). 

Е с л и с о б ы т і е м о ж е т ъ о с у щ е с т в и т ь с я в ъ п p а з-
л и ч н ы х ъ н е с о в м ѣ с т и м ы х ъ в и д а х ъ 2?,, Е2,- • -, Еп, к о -
т о р ы м ъ с о о т в ѣ т с т в у ю т ъ в е р о я т н о с т и гѵѵ w2,• • •, М' п , 
т о в е р о я т н о с т ь № п о я в л ѳ н і я с о б ы т і я Е р а в н а 
с у м м ѣ + И О -

Доказательство: g статочностей, благопріятствующихъ событію 
Е, распадаются на п группъ, а именно: на группу изъ д1 статоч
ностей, благопріятныхъ Еѵ на группу изъ д2—статочностей, 
благопріятныхъ Е2, и т. д. и, наконецъ, на группу изъ дп статоч
ностей, благопріятствующихъ Еп. Следовательно, если число 
равновозможныхъ статочностей, определяемыхъ данной совокуп
ностью условій, есть т, то имеемъ 

w = = l L = < h + g * + - • • + g . = = g i + - g i . + . . . _ і _ ü n = w + № _ L . . . 
m m m 1 m 1 m i \ i \ i и 

Примѣръ: Какъ велика вероятность получить при бросаніи 
тремя костями более 12 очковъ? 

Рѣшеніе: Желаемое событіе тогда можно считать совершив
шимся, если появится либо сумма 13 (для нея вероятность пусть 
будетъ го13) либо сумма 14 (вероятность ? г и ) и т. д. или сумма 
18 (вероятность u'jg). Изъ этихъ событій при одномъ бросаніи 
два не могутъ произойти одновременно; следовательно, мы мо
жемъ применить только что доказанную .теорему I и находимъ 
искомую вероятность: 

W = «'IS + «.,HH г" Н е 
простой подсчетъ благопріятныхъ статочностей (ср. задачу 

Г а л и л е я въ В, стр. 298) даетъ: 

_ 21 15 , _ 10 _ 6 3 J _ 
гѵП 216' Wl*—2Іб' W 1 5 — 2 Т б ' W ™ — 2 1 б ' W l 1 — 2 l ü ' W " 2 І б ' 

следовательно: 
_ 56 _ 7 

W 216 27" 

i) Л а п л а с ъ разсматриваетъ Elt ... En какъ неравноможныя ста-
точности благопріятствующія добытію E. 



302 Глава Y. Операцги въ области раціональныаъ чиселъ. 

II. Теорема о „сложной" вѣроятности или вѣроятности „такъ же, 
какъ и" (Sowohl als auch) (теорема умноженія). 

Пусть событіе E • осуществляется, если произойдешь ка
ждое изъ событій JEJ , Въ,---, Еп, при чемъ безразлично, про
исходить ли эти п событій одновременно или другъ за другомъ. 
Но, конечно, будетъ разница, являются ли событія Еѵ Е2,- • - , Еп 

независимыми другъ отъ друга или осуществленіе одного изъ со-
бытій имѣетъ вліяніе на ВЕРОЯТНОСТЬ другого. 

а) В ѣ р о я т н о с т ь w с о в п а д е н і я н ѣ с к о л ь к и х ъ н е-
з а в и с я щ и х ъ д р у г ъ о т ъ д р у г а с о б ы т і й Ех, Е2, - • •, Еп, 
р а в н а п р о и з в е д е н і ю и\• гѵ2•••и>пвѣроятностей э т и х ъ 
п с о б ы т і й. 

Доказательство: Пусть для событіяі?.,, число всевозможныхъ ста
точностей статочностей благопріятствующихъ г/ч ( ѵ = 1 , 2 , - и ) . 
Такъ какъ общее число сочетаній какой либо статочности собы-
тія Ех, съ какой либо статочностью Е2 и т. д . , съ какой либо 
статочностью Еп, даетъ всѣ m статочностей для Е, то имѣемъ: 

Тѣ же соображения даютъ число статочностей, благопріятствую-
щихъ событію Е, 

следовательно, 

пц • т2 • • • wn ' 1 п 

Примѣръ: Въ одной урнѣ находится а шаровъ, изъ нихъ а. бѣ-
лыхъ; въ другой урнѣ — Ь шаровъ, изъ нихъ fi бѣлыхъ. Изъ 
каждой урны вынимаютъ по одному шару. Слѣдовательно, В Е 
РОЯТНОСТЬ ТОГО , что оба вынутые шара окажутся бѣлыми, бу
детъ — • f-- Безразлично, будутъ ли оба шара вынуты одновре-

Cl О 

менно или другъ за другомъ. 
Слѣдствіе. Если всѣ событія являются слѣдствіемъ одной и 

той же . совокупности статочностей, a слѣдовательно, и тх = 
= т2 = • • • =тп, то само собой понятно, что событія могутъ 
слѣдовать только другъ за другомъ. Примѣромъ для этого мо
жетъ служить требованіе бросить однѣми и тѣми же тремя ко
стями сперва 13, затѣмъ 14 и 15. Вѣроятность появленія этихъ 
событій въ указанной послѣдовательности есть 

W — гохз • іСи • Х1\ь — 216 • 216 • 216 ~ 559872' 
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Возьмемъ еще болѣе частный случай: а именно, подъ 
- ^ 2 > ' * " > Еп, будемъ разумѣть одно и то же событіе; тогда 
iCj — ><;,=• • •= тп. Следовательно, вероятность п—кратнаго осу-
ществленія одного и того же событія будетъ ?Р = «;,»; слѣдова-
тельно, вѣроятность бросить 13 три раза подрядъ однѣми и 

Если и) означаетъ вѣроятность осуществленія нѣкотораго со-
бытія при одномъ опытѣ, a слѣдовательно, (1 — м') есть вероят
ность того, что событіе не произойдете, то (1 — w)n есть вероят
ность того, что данное событіе не произойдетъ при п опытахъ, 
поэтому ю' = 1—(1 — w)n есть вѣроятность осуществленія этого 
событія при п опытахъ, хотя бы одинъ разъ . На основаніи этихъ 
соображеній находимъ въ задачѣ д ' А л а м б е р а (В. прим. I I , 
стр. 299), что вѣроятность появленія рѣшки, хотя бы одинъ разъ, 
при двукратномъ бросаніи монеты, 

Изъ равенства w'=l—(1—w)n при данномъ w легко опре
делить наименьшее значеніе, которое должно имѣть п, чтобы w' 
оказалось не менѣе напередъ заданной правильной дроби. Въ 
самомъ дѣлѣ имѣемъ: 

и для п слѣдуетъ выбрать наименьшее цѣлое число, которое 

Примѣръ: Сколько разъ надо бросить кость, чтобы вероятность 

появленія шести, хотя бы одинъ разъ, была больше чѣмъ ~? 

Рѣшеніе: Такъ какъ 

то для п слѣдуетъ выбрать наименьшее цѣлое число, которое 
больше чѣмъ 

тѣми же костями будетъ w = 

( 1 . — - и ? ) » = 1 — t e ' . 

log О - ' О 

T 

Iog2_ 0,30103. 
log 6 - T o g o - ÔT579Ï8' 
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т.-е . n = 4 . Действительно, для этого значенія п имѣемъ: 

/ 5 , 4 625 671 П к , й 

Ь) Пусть событія Еѵ Е2, • • • , Еп не независимы другъ отъ 
друга; напротивъ, пусть появленіе Е1 вліяетъ на вероятность Е2, 
появленіе Ех и Е2 — на вероятность Е3 и т. д. Р а з с у ж д е н і я 
и в ы в о д ъ : 

w = IV \ • Wi • • -wH 

д л я в ѣ р о я т н о с т и с о в п а д е н і я и э т и х ъ с о б ы т і й , 
о с т а н у т с я ТІІ ж е , ч т о и в ъ а); т о л ь к о т е п е р ь п о д ъ іѵ2 

с л е д у е т ъ п о н и м а т ь В Е Р О Я Т Н О С Т Ь о с у щ е с т в л е н і я 
Е2 п о с л ѣ о с у щ е с т в л е н і я Ег, п о д ъ іѵ3 — в ѣ р о я т н о с т ь 
о с у щ е с т в л е н і я Es п о с л ѣ о с у щ е с т в л е н і я с о б ы т і й 
Ej и Е2 и т. д. 

Примѣръ: Какъ велика ВЕРОЯТНОСТЬ вынуть два раза подрядъ 
короля изъ колоды въ 32 карты, если впередъ вынутая карта не 
кладется обратно въ колоду? 

Рѣшеніе: Вѣроятность вынуть одного изъ королей въ первый 
разъ равна 

_ _ _4 1 
"'і " :І2 " ь' 

Если же одинъ изъ королей вынутъ, то въ колоде остается 
31 карта и среди нихъ только 3 короля; следовательно, вероят-

з 

ность Е2, послѣ осуществленія Ь \ , есть гѵ2 = -^; поэтому иско

мая сложная вѣроятность имѣетъ значеніе: 

_ 4 • з з 
w — и\ • w2 — Z 2 3 1 — 2 4 g -

Въ справедливости этого результата можно, впрочемъ, убѣ-

диться еще и другимъ путемъ. Если вынуть обі; карты изъ ко

лоды не другъ за другомъ, а одновременно, то число равновоз

можныхъ статочностей ш = | 3

2

2 | > число статочностей благопріят-

ствующихъ поставленной цѣли < / = [ ] , слѣдовательно, 

какъ и выше. 
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I I I . Для теоремъ, доказанныхъ въ (I) и во ( I I ) , а также и 
для нѣсколько болѣе общей теоремы П у а н к а р е (Leçons sur le 
calcul des probabili tés, Deuxième Leçon) далъ новый изящный 
выводъ, дающій возможность разсматривать эти теоремы, какъ 
тождества. Ходъ разсужденій у П у а н к а р е приблизительно 
слѣдующій: 

Пусть А и В любыя два событія. Пусть 

А и В осуществляются при а различныхъ статочносгяхъ, 
А осуществляется, а В нѣтъ „ [S „ „ , 

А не осуществляется, 
а В осуществляется „ Y я я т 

ни А, ни В не осуществляются „ S „ „ 

Всѣ а —|- fi Y -J— Ô статочностей предполагаются равновоз-
можными. Непосредственно видно, что вѣроятность: 

осуществлена А есть и;, = ^ 4-т + 

„ по крайней мѣрѣ одного изъ событій А и В 

. » и Л и g « t = , + p | T + a . 

„ А, если J5 уже осуществилось, 
а 

W == — — - , 
5 * + 7 

„ А, если I? не осуществилось, 

„ І7, если А уже осуществилось, 

„ В, если не осуществилось, 

Теперь имѣемъ тождественно: 

•Wj -\-w2 = iv3 -\- гѵ4, 

или 
ш3 = MJj -(- м>2 — tc4 
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т.-е . вѣроятность того, что изъ двухъ произвольныхъ событій 
осуществится по крайней мѣрѣ одно, равна суммѣ вероятностей 
осуществленія перваго и осуществления второго событія, умень
шенной на вероятность того, что осуществятся, к а к ъ одно, т акъ 
и другое. Въ силу этого вероятность появленія хотя бы одинъ 
разъ решки при двукратномъ бросаніи одной монеты, а также 
и при бросаніи двухъ монетъ 

1 i 1 • _ 1 1 _ з 
" з 2 "+"2 2 " 2 4 ' 

Если въ частномъ случае н'4 = 0, т . -е . оба событія одновре
менно произойти не могутъ. то 

М '3 — " ' і ~Ь М '2 • 

Въ этомъ равенстве заключается теорема (I) о полной вероят
ности для частнаго случая п = 2. Непосредственной подстанов
кой значеній получаемъ: 

wi = w2 • w5 

и 

wt = tv1*w7. 

Эти равенства содержатъ теорему I I , Ь) о сложной вероят
ности двухъ другъ отъ друга зависящихъ событій. 

Если между числами a, ß, у, 8 существуетъ соотношеніе 

то, положивъ общее значеніе этихъ дробей равнымъ ѵ, следова
тельно, ß = va и 3 = ѵу, подстановкой этихъ значеній въ выра
жения w1, w2, tv5, w6, iv7, w8, сейчасъ же находимъ 

а 

- - ^ = »г 2 ==и; 7 = « ' 8 ; 

а это значить, ч іо вероятность осуществленія событія В одина
к о в а , — безразлично, будетъ ли известно, что событіе А осуще
ствилось или известно, что оно не осуществлялось. Следова
тельно, при данномъ условіи вероятность событія В не зависитъ 
отъ того, осуществилось ли или не осуществилось А, а вероят-
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лость событія А не зависать отъ того, осуществилось ли или 
нѣтъ событіе В, ц въ этомъ случае получаемъ 

т.-е . теорема о сложной вероятности, выведенная во I I , а), спра
ведливая для событій другъ отъ друга нсзависимыхъ. 

IV. Примѣры. Теоремы о полной и о сложной вероятности 
служать для рѣшенія болѣе сложныхъ задачъ; примѣненіе этихъ 
теоремъ весьма часто требуетъ большой осмотрительности. 

1. Неоднократно разсмотрѣнную задачу д'Аламбера о моне-
тахъ: „Какъ велика вѣроятность добиться появленія рѣшки, 
хотя бы одинъ разъ, при двукратномъ бросаніи одной монеты?" 
мы можемъ теперь рѣшить и слѣдующимъ образомъ: цѣль бу
детъ достигнута, если при первомъ бросаніи появится рѣшка 

(вероятность U или ' если при первомъ бросаніи орелъ, а при 

второмъ рѣшка ^сложная вѣроятность ~ • |- = | - ) - По теоремѣ о 
1 1 3 

полной вероятности, искомая вероятность будетъ -^^'i — J' 
2. Пусть урна А содержитъ а шаровъ и между ними a бѣлыхъ; 

вторая В—Ъ шаровъ и между ними ß бѣлыхъ. Какъ велика 
вероятность вынуть наугадъ изъ той или изъ другой урны б е 
лый шаръ? 

Рѣшеніе: Вероятность вынуть белый шаръ изъ А есть ^ — 

вынуть белый шаръ изъ В есть ^ ; искомая вероятность не мо

жетъ равняться, скажемъ, сумме ~ -f-1> которая при опредЬлен-

ныхъ значеніяхъ я , Ь, а, ß могла бы оказаться и больше 1. На-
противъ, следуетъ иметь въ виду, что вероятность вынуть белый 
шарь изъ А есть сложное событіе; вероятность выбрать урну А 

равна ~ и вероятность вынуть белый шаръ изъ А равна Д сле -

1 й 

довательно, сложная вероятность есть -„- • — ; подобнымъ же обра-

зомъ для вероятности выбрать урну В и изъ нея вынуть белый 

шаръ получимъ произведете Тогда, на основаніи теоремы 

о полной вероятности, для ИСКОМОЙ въ этой задаче вероятности w 
1 OL 1 ^ 

получимъ сумму -«,-••-. -+-<>: I • Если вообразить все (а-j-ô) ша-
К- Ферберъ. Арифметика. ^ 
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ровъ соединенными въ одной урнѣ С, то вероятность вынуть 

бѣлый шарь изъ С будетъ іѵ — Вообще говоря, т . -е . при 

любыхъ значеніяхъ я , а, Ъ, j$, вероятности w и іѵ' не совна-
даютъ. Причина этого различія заключается въ томъ, что пока 
шары распредѣлены въ двухъ урнахъ А и В, одинаково в ѣ -
роятно, независимо отъ значеній а и Ь, вынуть ш а р ь изъ урны А 
или изъ урны В. При соединеніи шаровъ въ одну урну вѣроят-

ность вынуть одинъ изъ А шаровъ равна а ^ вѣроятность того, 

что вынутый .4-шаръ (т.-е. бывшій ранѣе въ А) окажется бѣлымъ 

будетъ —1 слѣдовательно, сложная вѣроятность вынуть Л - ш а р ъ бѣ-

лой краски равна — р ^ - ^ - Также получится произведете ^ p - g - -g-

для вероятности вынуть Б - ш а р ъ бѣлаго цвѣта и, наконецъ, 
для іс', вероятности вынуть бѣлый ^ . -шаръ или J i - ш а р ъ , на осно-

ваніи теоремы С, I , получимъ сумму ~ ъ • ̂  + ^ Т о ' I = r7+~Ö' 

Легко видѣть, что для частнаго случая, когда а — Ъ и -- = у , 

обѣ вѣроятности w и IV равны другъ другу. 
3. Изъ задачъ на вычисленіе вероятностей мы упомянемъ, 

ради историческаго интереса, лишь объ одной разобранной не 
разъ въ литературѣ, а именно о задачѣ „безобиднаго раз-
дѣла ставки между игроками" (по нѣмецки „Tei lungsproblcm", 
по французски „probleme des partis" и по англійски: „problem 
of points"), которой обязана своимъ ироисхожденіемъ теорія в е 
роятностей. Одинъ не математикъ д е М е р е предложилъ П а 
с к а л ю слѣдующую задачу: „Изъ двухъ игроковъ, искусство ко-
корыхъ предполагаемъ одинаковымъ, всю ставку долженъ полу
чить первый выигравшій заранѣе условленное число (п) партій. 
По какой либо причинѣ они прекращаютъ игру послѣ того, 
к а к ъ одинъ выигралъ (п — а), а другой (п — ß) партій. К а к ъ 
теперь раздѣлить ставку?" П а с к а л ь и Ф е р м а т ъ рѣшили эту 
задачу различными способами, по крайней мѣрѣ для частныхъ 
значеній а, % и, такимъ образомъ, явились основателями вычи-
сленія вероятностей. Позднѣе той же задачей занимались Г ю й -
г е н с ъ и Я к о в ъ Б е р н у л л и ; Д е - М о і ѵ г е нѣсколько обоб-
щилъ ее , a M o n t f o r t (1708) впервые рѣшилъ ее въ общемъ 
видѣ. Л а г р а н ж ъ и Лапласъ воспользовались этой задачей, 
какъ примѣромъ для рѣшенія задачъ на вѣроятности при помощи 
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уравненій въ конечтшхъ разностяхъ г ) . Рѣіпѳніѳ задачи для не-
большихъ значеній а и р не представляетъ затруднений 2 ); раз-
боръ общаго случая завелъ бы насъ слишкомъ далеко; для озна
комления съ послѣднимъ отсылаемъ къ цитированнымъ въ А 
подробнымъ руководствамъ по вычисленію вероятностей. 

D . Теорема Якова Бернулли (законъ большихъ чиселъ). 

Пусть вѣроятность опредѣленнаго результата при выполне-
ніи какого либо акта есть гѵ, а вероятность отсутствія желае-
маго результата этого акта ѵ = \ — w . Такъ , напримѣръ, если 
актъ состоитъ въ бросаніи кости, то вероятность появленія 

единицы гѵ = и вѣроятность того, что единица не появится 
5 

ü = -g. Если, напримѣръ, дѣйствіе повторяется пять разъ , то 

вероятность появленія желаемаго результата при первомъ же 
разѣ, противоположнаго — при второмъ, при третьемъ и четвер-
томъ — опять желаемаго и наконецъ при пятомъ — противопо
л о ж н а я , выразится такъ : 

Если порядокъ чередованія желательныхъ или ножелательныхъ 
результатовъ не играетъ роли и если требуется только, чтобы 
изъ 5 онытовъ два дали желательный результатъ и три неже
лательный, то возможно столько различныхъ послѣдовательностей, 
сколько можно составить перестановокъ изъ 5 элементовъ, рас
падающихся на двѣ группы въ 2 и въ 3 одинаковыхъ элемента, 

J) На этихъ способахъ мы здѣсь но можемъ останавливаться, такъ какъ 
мы ограничиваемся элементарными отдѣлами вычислонія вѣроятностей, выполни
мыми съ помощью комбинаторики. 

2 ) Если, напр., а = 1 , fi = 2, и первому игроку, слѣдовательно, недостаетъ 
одной, второму еще двухъ партій до требуемаго числа, то послѣдній могъ бы 
получить при продолженіи игры лишь тогда всю ставку, если онъ выиграетъ 

слѣдующую партію вѣроятность —- ) , a затѣмъ и другую I вѣроятность — 

Для него вѣроятность получить ставку при продолженіи игры была бы равна 

1 1 1 1 3 „ 
-— . — = — -, для перваго же поэтому 1 — = — . Слѣдовательно, при пре-

кращеніи игры ставка должна быть, раздѣлена такъ, чтобы первый получилъ 

W •V'IK' w - v ~ w 3 -V2. 

въ три раза больше, чѣмъ второй, 

21 
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Г)' 

т . -е . g, 2 р Д л я каждой отдельной последовательности вероят

ность есть гс3о2, следовательно, по теоремѣ о полной вероят

ности (С, I) вероятность того, что при 5 опытахъ, независи

мо отъ порядка, три будутъ давать желаемый результата, а два 
5' 

нежелательный, выразится -^- • гѵ3ѵ2, и вообще, вероятность того, 
что при n опытахъ, въ р. случаяхъ получится желаемый резуль
тата и въ V случаяхъ нежелательный ( u , - | - v = ») будетъ: 

IV„ = ivv-W = I " I wv-v*-*. 
V- | i ! v! \ [ i / 

Значенія, которыя мы получимъ, сохраняя п постояннымъ и 
полагая р. последовательно равнымъ 0, 1, 2,- • • n, а именно: 

Щ = ѵп, и», = ('J) wvn-\ u:2 = (2) ( c 2 ^ - 2 , • • •, ?r„ = «Г, 

т , -е . вероятности отсутствія однократнаго, двукратнаго и т. д. 
п — кратнаго осуществленія желаомаго результата при и опытахъ, 
представляются членами разложеиія бинома (ѵ - ) - w)n. Но такъ 
какъ w-f- tu =1, то, следовательно, и «;0 - ) - гѵ1 -f- w 2 - j {- м<' п= J, 
а это означаетъ только то, что одно изъ событій, вероятность 
которыхъ обозначена черезъ w0, и\, гѵ2, wn должно осуще
ствиться. 

Чтобы решить вопросъ о томъ, какая изъ вероятностей 
имЬета наибольшее значеніе, составимъ частное 

IV н\ п\ 
—-— == — іѵ\>ѵп

 Iх- іѵѵ—лѵп ^4"1 

" Ѵ - 1 Ѵ-У- '(V- • ! ) ! ( » - C + l j ! 
О 1 ) ! ( » | і + 1)! іг 

Следовательно, 

смотря по тому 

или 

Il -f-1 \ « " • > 
1 • ; 1 

|1 / V < 

" • 1 , • 
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И Л И 

V- < 

или 

I* < 
== IV 

н + 1 > 
или, наконецъ, 

ц ^ ( п - } - 1)м\ 

Вѣроятности гѵ растутъ съ увели ченіемъ индекса ц, пока 
р. <С(и.-f-1) w; и онв убывають съ возрастаніемъ р., если 
j i>> (n - j - 1) Если положить ( / / + 1 ) / г равнымъ цѣлому числу 
Ро, то будемъ иметь: 

и эти двЬ вероятности явятся наибольшими въ ряде 

1 ( ' 0 , м< 2 , . . . , ?г я. 

Если ( w - f - l ) w не есть число целое и р.0 означаетъ теперь наи
большее изъ цЬлыхъ чиселъ, содержащееся въ (и 4 - 1 ) / г , то 

но 

следовательно, въ этомъ случав «у о есть наибольшая изъ в е 
роятностей гѵ0, M-'J, гѵ2,... wn. 

Такъ какъ 
( н + 1 ) № — 1 < » і о < ( и + 1 ) " " 

или -
то — (1—w) • < u 0 < и/г -4-

то ц 0 можеть отличаться отъ и/у лишь на правильную дробь. 
Следовательно, мы можемъ сдвлать следующее заключеніе: и з ъ 
в с e x ъ м ы с л и м ы x ъ с e p і й, в ъ п о п ы т о в ъ к а ж д а я , о т 
л и ч а ю щ и х с я д р у г ъ о т ъ д р у г а ч и с л о м ъ ж е л а т е л ь 
н ы x ъ и н е ж е л а т е л ь н ы х ъ р е з у л ь т а т о в ъ , т а с е р і я 
и м ь е т ъ н а и б о л ь ш у ю в е р о я т н о с т ь , в ъ к о т о р о й ч и 
с л о ж е л а т е л ь н ы х ъ р е з у л ь т а т о в ъ и л и р а в н о и л и 
м а л о о т л и ч а е т с я ( р а з н о с т ь м о ж е т ъ б ы т ь т . о л ь к о 
п р а в и л ь н о й д р о б ь ю ) о т ъ п р о и з в е д е н ! я ч и с л а о п ы -
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т о в ъ н а в ѣ р о я т н о с т ь ж е л а е м а г о р е з у л ь т а т а п р и 
е д и н и ч н о м ъ а к т ѣ . 

Если, напримѣръ, бросить кость 1200 разъ , то вероятность 
того, что единица совсѣмъ не появится, будетъ, 

95 нулей. 

- . = ( { ) ~ - 0 . ^ » 6 . . . І 

вѣроятность, что единица появится только одинъ разъ: 

92 нуля. 

« > , = 1200-1-(|) 1 И ' 90, 0. . . 0 2 3 . . . , 

вероятность, что при всѣхъ 1200 бросапіяхъ вьшадетъ 1, 

W I 2 Q O ~ [ " Q ) — l> дѣленной на число съ 934 знаками; В Е 

РОЯТНОСТЬ же того, ЧТО единица появится р 0 = |> 1200=200 

разъ будетъ 
1200! / П а ю ' 5 \ і о о о 

М , 200 — 2 0 0 Т Ш 0 ~ ! ' \ ~б ) * \ 6 j ' 

т . -е . приблизительно 
= 0,0309 ! ) . 

В ъ сравнении съ первыми и послѣдними членами ряда 
іс0, гь\,..., № ] 2 0 0 , эта наибольшая вероятность w200 чрезвычайно 

велика, хотя она даже и не вполне еще достигаетъ ^ 2 ) -

При помощи формулы 

'"V И + 1 - | і 1С 

" V - l V- г-

!) При вычисленіяхъ целесообразно пользоваться таблицами C F . D е g е u, 
Tabularum ad faciliorem et breviorem probabilitatis computatiouem utilium E n -
neas, Копенгагенъ 1824, въ которыхъ составлены двѣнадцатизначные лога
риомы всѣхъ и! для и = 1 до « — 1200. 

• 2 ) Можно даже показать, что подборомъ достаточно большого значенія и, 

наибольшая вѣроятность w можетъ быть сдѣлана произвольно мала. Пользуясь 

формулой, данной St і r 1 i n g'o м ъ, по которой при болынихъ значеніяхъ п 

можно приближенно положить п\ — и" е~п у2 тс и, нетрудно привести w къ 

1 
виду — откуда непосредственно и вытекаетъ справедливость нашего 

утвержденія. 
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легко вычислить по и\ послѣдователыіые члены ряда 

Такъ, въ ііашемъ числовомъ примѣрѣ имѣемъ: 

[« = 1200, JJ0 = 200; = -, l \ 

1000 
; 2 І ) Ь 5 u 200' te. 202 ' 

999 
: 202 5 "'201' "'ï 03 : 

998 
и T. Д. 

200_5 i 199-5 
1U0T Î P 200' M ' 1 9 8 1002 

198-5 _ 
1003 "'>'•> и T. Д. 

Обрывая всѣ десятичныя дроби на пятомъ десятичномъ знакѣ, 
получимъ: 

«'ооо '-=0,03090; 

« J 9 9 = 0,03087, «'201 = 0,03075; 

« ' l ! 8 = 0,03066 '"202 = 0,03041; 

« ' , 9 7 = 0,03026 «'203 = 0,02990; 
1 0 1 9 в = 0,02969 «'201 = 0,02923; 

« ' ] 9 5 = 0,02895 «'205 = 0,02840; 

« 1 9 4 = 0,02806 « 206 = 0,02744 

« ' l 9 3 = 0,02702 « 2 0 7 = 0,02635; 

« ' l 9 2 = 0,02587 « 2 0 8 = 0,02516; 

« ' l 9 1 = 0,02462 > « 2 0 9 = 0,02388; 

» ' l 9 0 = 0,02327 ' « 2 1 0 = 0,02254; 

« ' l 8 9 = 0,02187 «'211 = 0,02115 

« ' l 8 8 = 0,02042 W212 = 0,01974-

« ' l 8 7 = 0,01895 ; «'213 = 0,01831 

« 1 8 6 = 0,01747 ; «'214 = 0,01689 

« ' l 8 5 = 0,01601 ' «'215 = 0,01549. 

Эта таблица показываетъ, что зиаченія убываютъ въ обі; 
стороны отъ м> 2 0 0, хотя вначалѣ и довольно медленно, но нотомъ 
тѣмъ быстрѣе, чѣмъ больше удаляться въ этомъ ряду отъ м ' 2 0 0

 J ) . 

О Это справедливо ие только для припйдениаго числового примѣра; напро-
тивъ, въ формулѣ 

И -f- 1 — (1 w 

п 
по которой слѣдуетъ вычислять w съ индексомъ выше (і 0, дробь 

становится меньше съ возрастаніемъ ц. 
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Вѣроятность того, что при 1200 опытахъ число желательныхъ 
результатовъ лежитъ между 195 и 205, равна суммѣ 

« 1 9 5 + «'l96 H H « ' 2 0 0 '"I V «'204 4" "'205 = < > Ä 

вѣроятность того, что при 1200 опытахъ число желательныхъ 
результатовъ лежитъ между 190 и 210, равна суммѣ 

W190 4" '«191 H Ь W200 -I \г « 2 0 9 4" « ' 2 1 0 = 0 > 5 8 4 5 

вѣроятность того, что при 1200 опытахъ число желательныхъ 
результатовъ лежитъ между 185 и 215, равна суммѣ 

« ' ] 8 5 4- « '186 H 1- « '200 І Г «2,4 + « 2 1 5 = 0,7705. 

Сумма полнаго ряда " 'о4 -« ' і+«'2 4 _ " ''4"«'і2оо' состоищаго 
изь 1201 члена равна 1. Следовательно, незначительная часть 
этого ряда, охватывающая лишь w o 0 0 и 30 сосѣднихъ съ нимъ 
членовъ, даетъ уже значительно большую часть всей суммы, и 
если вѣроятность появленія единицы ровно 200 разъ при 1200 

бросаніяхъ одной кости незначительна (еще пе вполнѣ = ^ 2 ) , то 

все же вѣроятность того, что число желательныхъ результатовъ 
лежитъ между 185 и 215, достигаешь довольно большого значе-
нія, 0,7705. 

Вообще, вѣроятность того, что при п опытахъ число жела
тельныхъ результатовъ лежитъ между р 0 — ). и и 0 4 - > . равна 
суммѣ 

s i = "V„->. + > + 1 4- h »Vo ~\ f»V„+x-i 4- «>«+>.< • 

въ которой слѣдуетъ положить 

Р I s j 

Д е М у а в р у , С т и р л и н г у и Л а п л а с у удалось предста
вить приближенное значеніе этой суммы при большихъ значе-
ніяхъ п въ конечной формѣ, а именно въ видѣ опредѣленнаго 
интеграла. Мы здѣсь не можемъ останавливаться на выводѣ со
ответствующей формулы (ср. напр. цитированный въ А на стр. 296 
учебникъ E. C z u b e r ) ; мы только сообщимъ важный, вытекающія 
изъ ней слѣдствія: 

1. Если дано определенное значеніе для — (произвольно ма

лое), то придавая и достаточно большія значенія, мы мо-
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жемъ сумму 5^, представляющую вероятность того, что 
число желателышхъ результатовъ отличается отъ произве
д е н а пгѵ не болѣе чѣмъ на ),, сделать сколь угодно близкой 
къ значенію 1. 

2. Если задана определенная правильная дробь ю, сколь 
угодно близкая к ъ 1, то всегда при достаточно болыпомъ 
значеніи п можно достигнуть того, что для произвольно ма-

• лаго значенія - вероятность SX будетъ равна w 

Изложенное въ этомъ отдѣлѣ D включая и недостающее здѣсь 
болѣе подробное количественное опредѣленіе, представляетъ сущ
ность содержанія теоремы Я к о в а Б е р н у л л и , который хотя 
и не довелъ этого изслѣдованія въ своемъ „Ars conjectandi" до 
окончательнаго вывода, но все же началъ его и достаточно раз-
работалъ. Теорему Б е р н у л л и называютъ также и „зако-
номъ большихъ чиселъ" хотя I I у а с с о н ъ , установившій это 
названіе, понималъ, собственно говоря, подъ нимъ нѣчто другое, 
а именно обобщеніе теоремы Б е р н у л л и на тотъ случай, когда 
вероятность IV при слѣдующихъ другъ за другомъ опытахъ при 
нимаетъ различныя значенія. 

На законе большихъ чиселъ основывается практическое зна-
ченіе каждаго определения вероятности. И не имеющій яснаго 
представленія о точномъ смысле этой теоремы связываетъ съ 

выраженіемъ „вероятность даннаго событія есть ~ " прежде всего 

представленіе о томъ, что при очень болыпомъ числе опытовъ 

событіе осуществится приблизительно въ і доле в с е х ъ с л у ч а е в ъ . : 

На этой теореме основывается безобидный разсчетъ ставки, кото
рую долженъ внести игрокъ при азартной игре . Если какой-либо 
предприниматель обязуется каждому, бросившему 1 при метаніи 

1) Въ приведенномъ числовомъ примѣрѣ было принято п = 1200 

). ==15. & = 0 , 7 7 . Если оставить значеніе — = ~ - постояннымъ. то мы мо-
л п 80 

жемъ, увеличивая и, сдѣлать вѣроятность S} произвольно близкой къ 1. Если же 
•остаться при вѣроятности 0,77, то мы можемъ увеличеніемъ п достигнуть того, 

что уже при произвольно малыхъ значеніяхъ — I a слѣдовательно, и при мень-
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одной кости, уплатить а марокъ и если игра повторяется очень 
большое (п) число разъ , то по теоремѣ Б е р н у л л и предприни
мателю придется всего на всего уплатить сумму, произвольно 

мало отличающуюся отъ ^ па, съ вѣроятностыо тѣмъ болѣе 

близкой къ единйцѣ, чѣмъ больше п. Если предприниматель не 
желаетъ ни нажить, ни потерять, то при п играхъ должны быть 

также внесены па марокъ, а поэтому при каждой отдѣльной 

игрѣ -g-а; и, воооще, если игрокъ долженъ получить а марокъ, 

при осуществленіи событія, вероятность котораго iv, ему слѣ-
дуетъ внести въ видѣ ставки a-w марокъ. Это произведете 
а-ж, — произведете ожидаемой суммы на вероятность собы
тия, при осуществленіи котораго должна быть уплачена сумма 
а, называютъ „математическимъ ожиданіемъ" игрока. Это по
нятие математическаго ожиданія имѣетъ большое значеніе 
не только для азартныхъ игръ, но прежде всего въ страхо-
вомъ дѣлѣ. 

Съ другой стороны, теоремой Б е р н у л л и пользуются для 
приближеннаго опредѣленія теоретически неопределимой вѣроят-
ности нѣкоторыхъ сложныхъ явленій практической жизни изъ 
большого числа опытовъ или наблюденій. Если большимъ числомъ 
(п) людей было наблюдено въ m случаяхъ опредѣленное событіе, 
вѣроятность осуществления котораго обозначена черезъ to, то на 
основаніи теоремы Б е р н у л л и , m лишь мало уклоняется отъ п-гѵ, 

7)1 
следовательно, w — лишь мало отличается отъ — и вѣроятность 

того, что разность не превышаетъ определенной границы, прибли
жается к ъ 1 по мѣрѣ увеличенія п. Въ такъ называемыхъ табли-
цахъ смертности указано число лицъ, остающихся въ живыхъ 
изъ опредѣленнаго числа, напр. 100 ООО одновременно родившихся, 
черезъ 1, 2, 3, и т. д. лѣтъ послѣ рожденія. В ъ такой таблицѣ 
найдемъ, что изъ 100 ООО одновременно родившихся мальчиковъ 
остается въ живыхъ 20 лѣтъ спустя — 59 287; спустя 30 л ѣ т ъ — 
54 454, спустя 40 лѣтъ — 48 775, откуда заключаемъ, что для 
20-лѣтняго мужчины вѣроятность прожить, по крайней мѣрѣ, еще 

1 Л , „ 54 454 , 
10 лѣтъ равна приблизительно ^ у ^ і вѣроятность прожить, по 

48 775 
крайней мѣрѣ, еще 20 лѣтъ — приблизительно ?U~ÔQ7~> &ля Т Р І Т Д " 
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цатилѣтняго мужчины вероятность дожить до 40 лѣтъ прибли-
48 775 

зительно равна zrr^j и т. д. ' ) . 

Во всѣхъ разсмотрѣнныхъ до сихъ поръ задачахъ на вы-
численіе вероятностей рѣчь шла о вѣроятности осуществленія 
событій, могущихъ произойти при опредѣленной совокупности 
условій. Такого рода вычисленіе вероятности называется апріор-
иымъ. Но естественно- и соціально-научныя изследованія приво-
дятъ часто къ задачамъ на вычисленіе вероятности, отличнымъ 
отъ этой категоріи,—къ задачамъ на отысканіе т. н. вероятности 
„а posteriori". Пусть было наблюдено осуществленіе событія Е 
и пусть известно, что оно можетъ быть вызвано одной изъ исклю-
чающихъ другъ друга совокупностей условій ?717 Ь\щ... Un'2) и 
что при наличности совокупности вероятность осуществленія 
Е есть и)ѵ ( ѵ = 1 , 2 , . . . и); тогда возникаетъ вопросъ, какъ ве
лика вероятность, что осуществленіе событія Е вызвано именно 
определенной совокупностью. условій £/т? Эта задача впервые 
была разобрана англичаниномъ B a y e s въ двухъ работахъ, 
опубликованныхъ после смерти автора его другомъ ( P r i c e ) въ 
Philosophical Transactions за 1764 и 1765 гг. Мы разберемъ: 

а) тотъ случай, когда a pr ior i , т .-е. до осуществленія собы-
тія Е, гипотезы объ осуществленіи Е, при дьйствіи 
каждой изъ причинъ, оказываются одинаково вероятными 

Чтобы показать, что такое апостеріорное опредЬленіе вероят
ности ни въ коемъ случае не требуетъ какихъ-либо особыхъ 

1) Такія таблицы смертности, которыя имѣютъ громадное значеніе для 
страхованія жизни и которыя весьма пригодны въ качествѣ матеріала для 
задачъ на вычисленія вѣроятности въ школьномъ преподаваніи, можно найти, 
напр., въ неоднократно упоминавшемся учебникѣ Е. С z u b е г, гдѣ подробно 
изложено и ихъ составленіе. 

2) Всѣ Z7j, Л2, . . . , Un, въ литературѣ вычисленія вѣроятности обычно 
называютъ причинами, хотя бы съ точки зрѣнія логики действительной при
чиной оказывалась лишь одна изъ этихъ совокупностей условій. 

Е. В ѣ р о я т н о е т ь a posteriori. 

I. Теорема Бейеса. 

следовательно, вероятность каждой равна — 
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допущеній ] ) , выяснимъ рѣшеніе общей задачи на сльдующемъ 
схематическомъ примѣрѣ: 

Пусть даны п тождественныхъ урнъ Uv U2,...,Vn, содер-
жащихъ по s шаровъ . Изъ s шаровъ ѵ-той урны (ѵ = 1, 2, . . . , п) 
пусть а ѵ белые , т а к ъ что вероятность вынуть белый шаръ изъ 

нея есть w4 = a \ Изъ одной урны вынули какой-либо шаръ; 

оказалось, что вынутый шаръ бѣлый. Какъ велика вѣроятность 
того, что онъ вынуть изъ определенной урны L r

r? 
Какъ видно, п нричинъ общей задачи замѣнены п урнами. 

Апріорная ВЕРОЯТНОСТЬ каждой изъ п причинъ ЗДЕСЬ одинакова 
/ 1 1 

(- - ) , т акъ какъ выборъ каждой урны равновозможенъ. Для р ѣ -
шенія задачи мы можемъ представить себѣ ВСЕ шары, не измѣняя 
при этомъ результата, собранными въ одну урну, (на основа-
ніи С, I V конепъ задачи 2, с тр .307 ) , такъ какъ ВСЕ урны содер
жать по одинаковому числу шаровъ, но при этомъ шары изъ ѵ-ой 
урны должны носить значокъ ѵ (ѵ = 1, 2,...,ѣ). Мы знаемъ, что 
вынутый шаръ былъ белый, следовательно, всѣ возможные случаи 
представлены ВСЕМИ бѣлыми шарами, число которыхъ равно 
пі ~\~ а2 ~\" ' "\~ ап- Благопріятными для причины Ur окажутся 
ат бѣлыхъ шаровъ изъ урны Ur. Следовательно, искомая вероят
ность того, что вынутый белый шаръ принадлѳжитъ къ урігі; 
Ut есть 

W = ^ 
" і + » 2 + ' • • "t" «п -

О.. 

или ДЕЛЯ числитель и знаменатель на s и полагая ' — и\ полу

чимъ: 

W. « і 4 - « а + • • • + "', 

Эта формула, выражающая теорему Бейеса. представляетъ въ 
то же время и рѣшеніе общей задачи а) . 

Чтобы решить задачу въ случае Ь), когда до осуществленія 
Е могутъ иметь МЕСТО п нричинъ, обладающихъ различной вероят
ностью— пусть, напримеръ , вероятиостыіричины f.^ есть <оѵ ( ѵ = 1 , 
2, 3 , . . . п ) , сльдуетъ лишь несколько изменить эту схематиче
скую задачу. Представимъ съ самаго начала, что въ одной урнв 

i) Какъ, напр., то, что искомая аностеріорная вѣроятность пропорці-
ональна апріорноіі. 



§ 7. Вычислены вероятностей. 319 

находится Sj шаровъ, помѣченныхъ нуморомъ 1, и изъ нихъ я , 
бѣлыхъ, s3 шаровъ, помѣченныхъ нумеромъ 2, и изъ нихъ а2 

бѣлыхъ и т. д. и наконецъ sn шаровъ, помѣчонныхъ нум<фомъ n, 
и изтз нихъ ап бѣлыхъ. Здѣсь п различныхъ причинъ представлены 
нри помощи и группъ шаровъ, изъ которыхъ ѵ-ая содержитъ s4 

шаровъ. Апріорная вѣроятность дѣйствія причины LT, т . -е . 

вынутія шара изъ группы, помѣченной значкомъ ѵ, есть o)v = ' s ^, 

гдѣ S=s1 -f-Sg - ] - • • *-|-s n; вѣроятность того, что при дѣйствіи 
причины Î7V наблюденное событіе осуществится, т.-е. вероятность, 
что шаръ , взятый изъ группы шаровъ, помѣченныхъ значкомъ ѵ, 

окажется бѣлымъ, есть и\ = у - Пусть ш а р ь вынутъ, и удосто-

вѣрено, что онъ бѣлый. Какъ велика вероятность, что онъ при
надлежитъ къ группѣ отмѣченной нуморомъ г? 

Такъ какъ извѣстенъ цвѣтъ вынутаго шара, то число воз-
можныхъ случаевъ слѣдуетъ положить равнымъ числу бѣлыхъ 
шаровъ въ урнѣ, т .-е. аЛ -\-а2 -\~ ая - f- ; • '-\~а

пі число статочностей 
благопріятствующихъ причинѣ Ur, равно аг, поэтому искомая 
вѣроятность: 

W = '± — = 

•s, S r ,v2 S 1 1 s„ • S 

_ 
+ "'2 t o a H f " ' A 

Эта формула и выражаетъ теорему Б е й е с а въ случаѣ b). 

II. Опредѣленіе вѣроятности будущихъ событій на основаніи 
наблюденій. 

Часто наши знанія слишкомъ несовершенны, чтобы можно 
было a priori определить вѣроятность ожидаемаго событія. Если, 
напримѣръ, намъ только извѣстно, что въ одной изъ урнъ имѣются 
бѣлые и черные шары, но неизвестно, въ какой пропорціи они 
поремѣшаны, то у насъ нѣтъ достаточныхъ основаній опредѣлить 
вѣроятность появленія бѣлаго шара. Если же имѣются резуль
таты прежнихъ опытовъ съ выниманіемъ шаровъ изъ урны, то 
ими можно воспользоваться для вычисленія вероятности опредѣ-
леннаго результата при будущихъ опытахъ. 
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Пусть производилось наблюденіо надъ событіемъ Е, которое 
можетъ быть вызвано одной изъ другъ-друга исключающихъ со
вокупностей условій Uj, U2,... Un. 

К а к ъ и въ I пусть гсч означаетъ вѣроятность того, что со-
бытіе Е происходить въ силу наличности, U4 и соѵ — апріор-
ная вѣроятность дѣйствія причины U4 ( v = l , 2,...,n). Опредѣ-
лимъ вѣроятность WF какого-либо будущаго событія, которое 
также можетъ произойти лишь въ силу или Uv или U2 и т. д. , 
или Un. Обозначимъ вѣроятность появленія F при дѣйствіи U4 

черезъ w\. 
Вероятность наличности l / v , вычисленная по теоремѣ Б е й е с а 

изъ наблюденій надъ Е, будетъ 

следовательно, вероятность сложнаго событія, состоящаго, съ одной 
стороны, изъ ДБЙСТВІЯ причины L\, а, съ другой стороны, изъ 
осуществлены событія F въ силу причины U4, равна произве
дений W^-tv\, поэтому полная вероятность того, что і ^произой-
детъ, благодаря JJl или U2 и т. д. , или Un, 

WF= W1w1'+W2iva'+. • - 4 - И > „ ' = 

«yo, + w2(os + • • • + '«'„<•>„ 

Въ частномъ случае , когда o>3 = w2 = • • • = а>п, правая часть 
принимаетъ болѣе простой видъ 

щ • >с' + /г2іг2' + • • • + irnirn' 

«'i + "'2 + • • • + «"„ 

Примѣръ: Пусть въ урнЬ находится 5 шаровъ; ИЗВЕСТНО, что 
часть изъ нихъ белые и часть черные, но неизвестно, сколько 
каждой окраски. 4 раза вынимали по одному шару, при чемъ 
каждый разъ клали шаръ обратно. Три раза, вынули белый и 
одинъ разъ черный. К а к ъ велика вероятность , что если еще 
разъ вынуть шаръ , то онъ окажется бѣлымъ? 

Рѣшеніе: По отношенію к ъ шарамъ, находящимся въ урнѣ, 
возможны лишь слвдующія четыре предположеиія: 

L\'A белыхъ , 1 черный ш а р ъ ; 
І г

2 : 3 белыхъ , 2 черныхъ шара; 
Z73:2 бѣлыхъ, 3 черныхъ шара; 
І7 4 : 1 бѣлыхъ и 4 черныхъ шара . 



і 4 
\ 3 1 64 

(ь ) * 5 ~ ~ 625' 

I 3 ' \ 3 2 54 
щ = U-I" У 625' 

гѵя = І2' \ 3 3 24 
гѵя = 

) • 5 ~ " 6 2 5 ' 

wt = / Г )3 
4 4 

wt = 
5 • 5 — 625' 
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Такъ какъ намъ абсолютно ничего неизвѣстно, въ какой 
пронорціи смѣшаны шары, то при нашей осведомленности оди
наково возможны всѣ 4 гипотезы Ь\, U2, U3, L74, слѣдовательно, 

Вѣроятность, въ какомъ-либо опредѣленномъ порядкѣ вынуть 
3 бѣлыхъ и одинъ черный будетъ 

Въ случаѣ і\: 

я » ^ 2 " 

я я • 

я я ^ 4 * 

слѣдовательно, вѣроятность наличности U j , U2, U3, Î7 4 , вы-
численныя по теоремѣ Б е й е с а, будутъ соотвѣтственно равны 

w _ б і ж = 5 4 w —— W —-— 
» — 1 4 6 2 146 3 146 *~~~146 

32 27 12 2 
73' 73' "~"73' " 7 3 

и, наконецъ, вероятность получить бѣлый шаръ въ слѣдующій 
разъ 

w _ 3 2 4 I 2 7 3 I 1 2 A j . 1 JL _ 
- р ~ 7 3 " 5 ' 7 3 " 5 + 7 3 ' 5 + 7 3 ' 5 

_ 235 47 

~ ~ 365 — 73 ' 

F. Примѣчаніе относительно геометрическихъ 
вѣроятностей. 

Во всѣхъ разобраныхъ нами задачахъ на ьычисленіе вѣроят-
ностей какъ число возможныхъ, такъ и число благопріятныхъ 
статочностей было всегда числомъ конечнымъ. Нѣкоторыя же 
изслѣдованія приводятъ к ъ задачамъ. при которыхъ возможный 
и благопріятныя статочности выражаются всѣми значеніями одной 
или нѣсколькихъ непрерывныхъ перомѣнныхъ, лежащими въ 

1) Если мы могли воспользоваться какими-нибудь свѣдѣніями о томъ, въ 
какой иропорціи смѣшаны шары, то наше сужденіе о вѣроятности имѣло бы 
большее значеніе. 
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извѣстныхъ границахъ (следовательно, ихъ бозконечію много). 
Такъ какъ первый задачи этого рода касались геометрическихъ 
вопросовъ, a другія могли быть геометрически истолкованы, то 
такія задачи и называютъ задачами на „геометрическія веро 
ятности" . Для нихъ слЬдуетъ прежде всего изменить опредѣленіе 
вероятности. С z ü b e г 1 ) даетъ следующее, всегда пригодное 
опредѣленіе вероятности: „Математическая вероятность событія 
есть отношеніе содержанія многообразія статочностей, ему благо-
пріятствующихъ, к ъ содержанію многообразію всвхъ статочностей, 
предположенныхъ равновозможными". Для вычисленія геометри-
ческой вероятности недостаточно уже одной только комбинато
рики; чтобы найти содержаніе многообразія въ общемъ скорее 
требуется интегральное счисленіе. 

i) Die Entwickelung der Wahrscheinlichkeitstheorie (Nr 24) въ 7 томѣ 
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Лейпцигъ 1899, 



Г Л А В А V I . 

Ирраціональныя числа 1). 

§ 1. В в е д е н і е . 

Опредѣленіе и сравнение по величинѣ ирраціональныхъ 
чиселъ. 

Въ области раціональныхъ чиселъ, какъ мы уже сказали въ 
начале предыдущей главы, всегда выполнимы четыре основныхъ 
дѣйствія: сложеніе, вычитаніе, умноженіе и дѣленіе (лишь за 
исключеніемъ дѣленія на нуль); но, вообще говоря, уже не вы
полнимы и з в л е ч е т е корня изъ произвольнаго положительнаго 
числа и логариѳмированіе произвольнаго положительнаго числа 
при произволыюмъ положительномъ основаніи (ср. гл. I I § 5 С 
и D, стр. 102 и 106). Для всѣхъ приложеній ариометики этотъ не-
дочетъ не важенъ; действительно, если изъ даннаго положи
тельнаго числа и не извлекается корень и-ой степени, то все-
таки всегда возможно найти и-я степени раціональныхъ чи
селъ, сколь угодно мало отличающіяся отъ даннаго числа 
(ср. гл. I I § 5 С, стр. 105); точно такъ же возможно измѣнить 
число и основаніе системы логариомовъ прибавленіемъ и вычи-
таніемъ произвольно малыхъ чиселъ такимъ образомъ, чтобы 
при новомъ основаніи логариомъ новаго числа действительно 
существовалъ (гл. У, § 5 В, стр. 268); но такъ какъ при всехъ 
примененіяхъ ариометики, какъ это неоднократно подчеркива
лось, никогда не требуется абсолютной точности, а всегда ока
зывается достаточнымъ, чтобы допущенная ошибка не пере-

1) Въ основаніе этой главы положена программная работа автора: Irratio
nale Zahlen und Verhäl tn isse inkommensurabler Grossen, Luisenstädt . Ober-
realscsule zu Berlin, 1900. 

К. Ферберъ. Ариѳметика. 22 



324 Глава YI. Лррацгональныя числа. 

ходила опредѣленной границы, то указанный измѣненія В П О Л Н Е 

допустимы при практическихъ вычисленіяхъ. Въ действитель
ности, физика , астрономія, техника, коммерческая ариометика 
и т. д. , оперируютъ всегда лишь съ раціональными числами 

Напротивъ, изъ теоретическаго требованія чистой математики 
имѣть возможность выполнять всѣ безъ исключенія дѣйствія, 
возникаетъ вопросъ, нельзя ли ввести такое новое понятіе числа 
и дѣйствія надъ нимъ определить т а к ъ , чтобы и уравненія въ 
родѣ х2 = 3 или 10" = 2 были разрѣшимы съ полной строгостью. 
Потребность въ расширеніи числовой области ощущается еще и 
съ другой точки зрѣнія. Если на прямой линіи, неограниченно 
простирающейся въ ту и другую сторону, выбрать нѣксторую 
точку О и нѣкоторый определенный отрѣзокъ (f , то каждому 
раціональному числу г соотвѣтствуетъ единственная опредѣ-
ленная точка прямой, а именно та , которую получимъ, если 
о і ъ О отложить отрѣзокъ rfâ, который всегда возможно по
строить; а именно, его откладываютъ отъ точки О, въ про
извольно выбранномъ направлены, если г положительно, и въ 
противоположному если г отрицательно. Между двумя про
извольными, подобнымъ образомъ найденными, и сколь угодно 
близкими другъ к ъ другу „раціональными" точками прямой, 
лежитъ неисчислимо много другихъ; т а к ъ к а к ъ если гх и 
г 2 означаютъ два различныхъ между собой положительныхъ 
раціональныхъ числа и если напр. г 2 > то раціональное 

число ' - І - І 1 2 больше, чемъ но меньше, ч е м ъ г2, и поэтому 

точка, соответствующая значеніго 1 і ' а лежитъ между точками, 

сортвѣтствующими гг и г2. Также можно убѣдиться, что между 

точками (r j) и (Гі \ Г і і | , въ свою очередь, навѣрное, лежитъ по 

крайней мѣрѣ одна точка, соотвѣтствующая некоторому раціо-
нальному числу и т. д. Слѣдовательно, несмотря на то, что, 
напр. , между точками (1) и (2), находится безконечно много 

') Требованіе хг чтобы и теоретическая ариометика, алгебра и анализ.* 
ограничивались лишь раціональными числами (даже положительными цѣлыми 
числами), выставляетъ L . K r o n e c k e r . В ъ сочиненіи «Uber den Zahlbegriff» 
(J . f. Math., Bd. 101. стр. 337) онъ показываетъ, въ чемъ состоитъ существо-
в а т е корней любого алгебраическаго уравненія при исключительномъ при-
мѣненіи раціональныхъ чиселъ. 
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такихъ раціональныхъ точекъ, мы все-таки ни въ какомъ случаѣ 
указаннымъ способомъ не переберемъ всѣхъ точекъ, лежащихъ 
на отрѣзкѣ (1) и (2). Такъ , напримѣръ, точкѣ, которая полу
чится, если отложить отъ точки О діагональ 2) квадрата со сто
роной (£, ни въ какомъ случаѣ не можетъ соответствовать какой-
либо раціональной точки. Если бы 2) = г(&, то по теоремѣ П fl
ea г о р а квадратъ, построенный на діагонали имѣлъ бы площадь 
вдвое больше площади квадрата, построеннаго на (£, т . - е . г 2 = 2. 
Раціональнаго же числа, квадратъ котораго равнялся бы 2 не су
ществуетъ (гл. I I , § 5 С, стр. 102). Поэтому возникаетъ вопросъ: 
нельзя ли тѣмъ точкамъ прямой, которыя не опредѣляются ни
какими раціоналышми числами, привести въ соотвѣтствіе чи
селъ нѣкотораго новаго рода, еще подлежащихъ опредѣленію. 

Для отвѣта на поставленный вопросъ намъ кажется наиболѣе 
цѣлесообразнымъ исходить изъ алгориѳма, которымъ мы поль
зовались при рѣшеніи, въ ранѣе указанномъ смыслѣ, задачъ 
на извлечете квадратнаго корня и на логариѳмированіе. Если А 
означаетъ произвольное положительное раціональное число и 
п есть произвольное положительно цѣлое число, то можно всегда 
опредѣлить (см. гл. I I I , § 3 F , стр. 118) дѣлое число ап такъ , 
чтобы 

Если п придавать послѣдовательныя значенія 1, 2, 3-> - , то бу-

дутъ получаться десятичныя дроби f 0 | > f 0 T > - - - ' которыя, если 

не требуется абсолютной точности, могутъ заменить не суще

ствующей /А. Такъ , напримѣръ, при і = 3 и 

пріемами, указанными въ гл. I , § 10 G, стр. 52—54, получимъ 
неравенства 

1,7322 = 2 , 9 9 9 8 2 4 < 3 < 1,7332 = 3 , 0 0 3 2 8 9 , 
1,73202 =2 ,99982400 < 3 < 1,7321 2 = 3 , 0 0 0 1 7 0 4 1 , 
1,732052 = 2 , 9 9 9 9 9 7 2 0 2 5 < 3 < 1,73206 2=3,0000318436,..., 

дающія рѣшеніе уравненіе х2 = 3, по скольку оно возможно въ 

и = 1, 2, 3, 4, 5 , . . . 

1,72 

1,732 

2,89 
2,9929 

< 3 < 1,82 = 3 , 2 4 , 
< 3 < 1,74й = 3 , 0 2 7 6 , 

области раціональныхъ чиселъ. 
22* 
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ІІодобнымъ же образомъ пріемы, указанные въ гл. V, § 5 С, 
I , стр. 268 и 269 привели насъ к ъ неравенствамъ : 

1 0 1 6 < 2 < 1 0 1 в , 
9 10 

1 ( F < 2 < И Р , 
19 20 

10« < 2 < 1 0 й , 
3 8 J!9 

1 0 < ^ < 2 < 1 0 Т ! ! » , 
77 7 8 

H P » < 2 < 1 0 ' ^ и т. д. 

Показатели при 10 въ слѣдующихъ другъ за другомъ нера-
венствахъ замѣняютъ не существующій въ области раціональныхъ 
чиселъ логариомъ 2-хъ при основаніи 10. 

Найденные при помощи обоихъ алгориомовъ двойные ряды: 

/1 ,7 ; 1,73; 1,732; 1,7320; 1,73205; . . . \ 
i l , 8 ; 1,74; 1,733; 1,7321; 1,73206; . . . / 

и соотвѣтственно 

имѣютъ слѣдующія свойства: 
Въ первой строкѣ двойного ряда, каждый членъ больше пре

дыдущего или -равенъ ему, а во второй строкѣ каждый членъ 
меньше, чѣмъ предыдущій или равенъ ему ] ) . Любой членъ 
второй строки больше любого члена первой, и разность ме
жду двумя соотвѣтствующими членами обѣихъ строкъ по мѣрѣ 
удаленія отъ начала дѣлается все меньше и можетъ быть нако-
нецъ сдѣлана произвольно малой. 

Разсмотримъ теперь вообще двойные ряды, 

/ аѵ as, ап, . . А 
\Аѵ А2, . . . , Ап, . . . /, 

состоящіе изъ неограниченно большого числа раціональныхъ 
чиселъ 

а2, ап, ...; Alt А2, Ап, 

і) Такіе ряды называются «монотонными». 
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удовлетворяющихъ при всѣхъ значеніяхъ п неравенствамъ 

кромѣ того, если задать произвольно-малое положительное 
число Ь, всегда можно найти такое цѣлое положительное число JVY 
чтобы при n^N 

А—а„<Гі. 
n n \ 

Такого рода двойной рядъ коротко обозначимъ символомъ 
(ап; АЛ. Можетъ случиться, что для опредѣленнаго двойного 
ряда (ап; АЛ найдется такое раціональное число а, что при ка-
ждомъ произвольномъ значеніи и 

" „ ' : £ " - ' •'„• 
Если напримѣръ: 

(п дос. знаковъ). 

•г.—* 1 1 1 
ап = 0,33 . . . 33 = -g g- • 

и 
(п, дес. знаковъ). 

, " ^ j 2 1 
Л-„ = 0,33 . . . 3-1 •: ,{ ; ; } • 1 ( ) „ , 

то для всѣхъ значеній п имѣемъ: 

а,<<*л+і<Т<А»н<л*> 
при чемъ 

при достаточно болыпихъ значеніяхъ п можегъ быть сдѣлано 

произвольно малымъ; следовательно, « = -£-• Д в а различныхъ pâ-

ліональныхъ числа а, а' никогда не могутъ находиться въ такомъ 
отношеніи къ одному и тому же двойному ряду, такъ какъ изъ 

при произвольномъ значеніи ѣ следовало бы 

Такъ какъ правая часть при достаточно болыпихъ значеніяхъ 
п можетъ быть сдѣлана произвольно малой, то лѣвая часть не 
можетъ имѣть значенія, отличнаго отъ нуля. 
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В с я к і й р а з ъ , к о г д а с у щ е с т в у е т ъ т а к о е р а ц і о -
н а л ь н о е ч и с л о а, ч т о п р и в с ѣ х ъ з н а ч е н і я х ъ n 

Tl . n" 

м ы э т о ч и с л о a б у д е м ъ р а з с м а т р и в а т ь , к а к ъ з н а -
ч е н і е д в о й н о г о р я д а (ап; Ап). 

Обратно, для каждаго раціональнаго числа а можно построить 
такого рода двойные ряды; напримѣръ, двойной рядъ: 

(а; а) или \а — ^ : « + -Jt) и т - Д-

Но имѣются и такія двойные ряды (ап; Ап), которымъ не со-
отвѣтствуетъ ни одного такого раціональнаго числа, чтобы при 
любомъ 11 

n Tl' 

напримѣръ, приведенный ранѣе двойной рядъ, даваемый алго-
риѳмомъ опредѣленія чиселъ, замѣняющихъ / 3 . Если бы для 
этого ряда И М Е Л О С Ь такого рода ращональное число а, то и з ъ : 

в , < « < 4 , 

слѣдовало бы 

aJt^a^AJ. 

Но такъ какъ съ другой стороны и 

а „ ' < 3 < 4 Д 

то для всѣхъ значеній п должно было бы имѣть мѣсто 

\а* — ѣ\<Ап*-а*. 

Правая часть неравенства при возрастаніи п становится 
меньше любой величины, слѣдовательно, постоянное значеніе 
разности \а2 — 3 | могло бы равняться только нулю, т . -е . имѣ-
лось бы раціональное число, квадратъ котораго равнялся бы 3, 
что невозможно, какъ уже указано въ гл. I I , § 5 С, стр 102. 

Мы покажемъ далѣе , что всѣ двойные ряды (ап; Ап), для ко
торыхъ 

и Ап — ап при достаточно большихъ значеніяхъ п можетъ быть 
сдѣлано произвольно малымъ, даже въ томъ случаѣ, когда не 
существуетъ раціональнаго числа, удовлетворяющаго условію 

ап = а• = Ап (при всѣхъ значеніяхъ и), 
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соотвѣтственнымъ опредѣленіемъ равенства и понятій больше и 
меньше могутъ быть приведены въ опредѣлеиное, постоянное со-
отношеніе другъ съ другомъ и съ раціональными числами, и 
что съ этими рядами при соотвѣтствующемъ толкованіи дѣйствій 
можно оперировать, какъ съ раціональными числами. Поэтому 
т а к і е р я д ы м ы т о ж е н а з ы в а е м ъ ч и с л а м и и и м е н н о 
„ирраціональными числами", т а к ъ к а к ъ и х ъ з н а ч е н і я м и н е 
я в л я ю т с я н и к а к і я р а ц і о н а л ь н ы я ч и с л а . Разсмотрѣ-
ніе такихъ рядовъ, какъ чиселъ, есть конечно произвольный 
актъ нашего интеллекта, который дальше въ § 8 будетъ по
дробно обоснованъ приведенными тамъ доказательствами того, 
что опредѣленныя такимъ образомъ ирраціѳнальныя числа, по
добно прежде всего натуральнымъ, a затѣмъ и дробнымъ, и 
отрицательнымъ числамъ, даютъ совершенное отображеніе опре-
дѣленныхъ соотношеній между вещами внѣшняго м і р а ] ) . Ока
жется возможнымъ, напримѣръ, установить такое соотвѣтствіе 
между произвольными отрѣзками 2(, 33, 6 , • • - и ирраціональными 

числами а, ß, у> • • • > ч т 0 если 31 = ЗЗвъгеометрическомъсмыслѣ,то 

и а = ß въ смыслѣ, который намъ еще предстоитъ опредѣлить, и если 

(& представляетъ геометрическую сумму отрѣзковъ Ш. и 23, то и 
у = a - j - ß и т. д. • 

Начнемъ теперь съ включенія двойныхъ рядовъ въ рядъ 
раціональныхъ чиселъ. Пусть прежде всего двойной рядъ (ап; Ап) 
есть двойной рядъ, обладающій раціональнымъ значеніемъ а. До
статочное и необходимое условіе того, чтобы какое-либо раціо-
нальное число г было меньше, чѣмъ это раціональное а, состоитъ 

i) G. C a n t o r (Math. Ann. Bd. 21. с т р . 5 6 2 ) различаете два рода реаль
ности числа, о которыхъ можетъ итти рѣчь. В ъ одномъ случаѣ, говорить онъ, 
мы можемъ числа разематривать дѣйствительными постольку, поскольку они, 
согласно опредѣленію, занимаютъ опредѣленное мѣсто въ нашемъ интеллектѣ, 
поскольку ихъ можно различать отъ остальныхъ составныхъ частей нашего 
мышленія и поскольку они находятся въ опредѣленныхъ соотношеніяхъ съ по-
слѣдними. Реальность такого рода C a n t o r называетъ имманентной. Кромѣ 
того, числамъ можно приписывать реальность постольку, поскольку ихъ можно 
считать выраженіемъ или отображеніемъ событіи и отношенш внѣшняго міра, 
противостоящихъ нашему интеллекту. Этотъ второй видъ реальности C a n t o r 
называетъ транзіентной. Вышеприведенное разъясненіе убѣждаетъ насъ въ 
томъ, что ирраціональнымъ числамъ, опредѣленнымъ такимъ образомъ, принад
лежите не только имманентная, но и транзіентная реальность. Сравни также 
H . H a n k e 1, Theorie der komplexen Zahlensysteme, Лейпцигъ 1867, § 2, стр. 7. 
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въ томъ, что г меньше всѣхъ ап, начиная съ нѣкотораго опре-
дѣленнаго значенія индекса п; достаточное и необходимое условіе, 
чтобы г^>а состоитъ въ томъ, что г должно быть больше всѣхъ 
Ап, начиная съ нѣкотораго опредѣленнаго значенія индекса, и 
наконецъ, достаточное и необходимое условіе т о г о , что г = а, 
заключается въ томъ, чтобы при всѣхъ значеніяхъ п одновре
менно было г~^ап и r S i , . Достаточность этихъ условій сама 
собой понятна; необходимость ихъ устанавливается слѣдующимъ 
образомъ. Выборомъ достаточно большихъ значеній иможно разность 
а — ап сдѣлать меньше любого положительнаго числа, a слѣдо-
вательно, при г<С_а, и меньше, чѣмъ а—г. Но изъ « — ап<іа—г 
слѣдуетъ, что Точно также и разность Ап — а, выборомъ 
достаточно большого значенія п, можетъ быть сдѣлана произвольно 
малой, следовательно, при ? \ > а , также меньше, чѣмъ г — «, 
откуда и слѣдуетъ что г^>Ап. 

Пусть (ап; Ап) означаетъ двойной рядъ, не имѣющій раціо-
нальнаго значенія, и слѣдовательно, представляетъ иррациональ
ное число, которое обозначимъ черезъ а 1 ) ; опредѣлимъ теперь 
соотношеніе по величинѣ между a и какимъ-либо раціональнымъ 
числомъ г посредствомъ тѣхъ же отношеній между г и ап, Ап, 
которыя, какъ только чго д о к а з а н о , оказываются необходи
мыми и достаточными для подобнаго соотношенія по величинѣ 
между г и двойнымъ рядомъ (ап; Ап) съ раціональнымъ значе-
ніемъ, т . -е . мы назовемъ г<^а тогда и только тогда, если г 
будетъ меньше всѣхъ ап начиная съ какого-либо опредѣленнаго 
значенія индекса; г > а тогда и только тогда, когда г больше 
всѣхъ Ап начиная съ какого-либо значенія индекса. Отсюда 
сѳйчасъ же слѣдуетъ, что ирраціональное число а больше, чѣмъ 
всѣ члены ап первой строки опредѣляющаго это число двойного 
ряда, и меньше, чѣмъ всѣ числа Ап второй строки этого ряда. 

Два ирраціональныхъ числа (а„; Ап) = а и (bn; Вп)= ß должны 
считаться равными другъ другу, если каждое раціональное число, 
меньшее (большее) чѣмъ а, т акъ же меньше (больше) чѣмъ ß и 
каждое раціональное число, меньшее (большее) чѣмъ ß, также 
меньше (больше) чѣмъ а, или, что то же самое, если нѣтъ ни одного 
раціональнаго числа, которое было бы меньше одного и больше 
другого ирраціональнаго числа. 

1 ) Ирраціоиальныя числа въ утой главѣ мы будемъ обозначать вообще 
греческими буквами, раціональныя числа — латинскими. 
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Изъ этого опредѣленія сейчасъ же вытекаетъ то предложение, 
что, если ß = a и а = у, то и ß = y; такъ какъ изъ ß = a слѣ-
дуетъ, что каждое раціональное число г, меньшее ß, должно быть 
также меньше и а, и изъ а = у слѣдуетъ далѣе , что оно также 
меньше у- Такъ же ясно, что каждое раціональное число, меньшее 
Y, должно быть меньше и ß, откуда слѣдуетъ, что ß = Y-

Если имѣется раціональное число г, которое больше чѣмъ а 
и въ то же время меньше чѣмъ ß, то мы говоримъ, что а меньше 
ß или ß больше а. Въ этомъ случаѣ не можетъ быть такого 
другого раціональнаго числа г', чтобы / < а и г1 ^> ß; напро-
тивъ , тогда каждое раціональное число г', меньшее а, будетъ 
также меньше ß. Въ самомъ дѣлѣ, изъ » ' < а слѣдуетъ г'<^ап, 
начиная съ опредѣленнаго значенія га, а изъ г^>а, вытекаетъ, 
что г^>Ап, начиная съ нѣкотораго опредѣленнаго значенія 
индекса. А такъ какъ каждое Ап больше, чѣмъ любое изъ ап, 
то должно быть г > / , а такъ какъ r - < ß ) то и Такъ 
же доказывается, что каждое раціональное число, большее ß, 
также больше и а. Следовательно, этимъ вполнѣ устанавливается 
опредѣленіе равенства и неравенства ирраціональныхъ чиселъ. 
Изъ этого опредѣленія легко вывести также, что если a > ß и 
ß > > y , то необходимо должно быть Въ самомъ дѣлѣ, эти 
предпосылки обусловливают^ существованіе такихъ раціональ-
ныхъ чиселъ г и / , что a > r > ß и ß у, откуда непосред
ственно слѣдуетъ, что r^>r' a затѣмъ и что < 2 > у -

Благодаря введеннымъ условіямъ, ирраціональныя числа рас
полагаются теперь въ опредѣленномъ порядкѣ по отношенію 
другъ к ъ другу и к ъ раціональнымъ числамъ. Обѣ категоріи 
чиселъ, взятыя вмѣстѣ, образуютъ совокупность д ѣ й с т в и т е л ь -
н ы х ъ чиселъ. Каждое дѣйствительное число можно разсматри-
вать, какъ значеніе какого-либо двойного ряда. 

Изъ установленныхъ опредѣленій равенства и неравенства 
двухъ ирраціональныхъ чиселъ, мы можемъ вывести критеріи, 
позволяющіе рѣшать вопросъ о равенствѣ или неравенстве исклю
чительно при помощи т е х ъ раціональныхъ чиселъ, которыя уже 
встрѣчаются въ двойныхъ рядахъ, опредѣляющихъ наши ирра-
ціональныя числа. Если а — (ап; Ап) я ß = (& n,; ВпІ) и если 
каждое изъ ап меньше какого-либо Вп,, то прежде всего мы мо
жемъ заключить, что а не можетъ быть больше ß. Такъ , напри-
м е р ъ , если бы а > ß, то должно было бы существовать такое ра-
ціональное число г, что г<^а и r > > ß ; слѣдовательно, съ одной 
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стороны г должно было бы быть меньше всѣхъ ап, начиная съ 
нѣкотораго опредѣленнаго значенія индекса, и съ другой стороны, 
больше, чѣмъ всѣ Вп,, начиная также съ нѣкотораго опредѣлен-
наго значенія индекса. Этотъ выводъ противоречить сдѣланному 
предположенію; следовательно, въ случаѣ ап<^Вп, (при всѣхъ 
значеніяхъ п и и') можетъ имѣть мѣсто только a < ß или a = ß. 
Точно также получимъ изъ Ьп, < Ап (при всѣхъ значеніяхъ 
п и ri) что или ß - < a или ß = a. Если теперь при всѣхъ зна-
ченіяхъ n, ri одновременно ап<^Вп, и Ъл,<^Ап, то необходимо, 
чтобы a = ß . Обратно, изъ a = ß легко заключить, что при всѣхъ 
значеніяхъ n, ri необходимо, чтобы было ап<С.Вп, и Ъп,<^Ап\ 
такъ какъ каждое ап меньше а, а следовательно, согласно опре-
дѣленію, данному для равенства двухъ ирраціональныхъ чиселъ, 
и каждое ап • < ß; но ß меньше чѣмъ какое-либо Вп„ следова
тельно, ап<^Вп,; также оправдывается и Ъп, <^Ап

г). 
Достаточное и необходимое условіе того, чтобы было а > ß, 

состоитъ въ томъ, чго при достаточно большихъ значеніяхъ п, ѣ' 
также было и «„>• -#„ , ; т а к ъ к а к ъ , если a > ß , то имѣется ра
циональное число г такого рода, что a^>r^> ß, следовательно, при 
достаточно большихъ значеніяхъ n, гі будемъ иметь съ одной 
стороны, ап^>г а, съ другой стороны, г^>Вп,, откуда следуетъ 
ап^>Вп,. Обратно, если намъ известно, что ап^>Вп, при до
статочно большихъ значеніяхъ n, гі, то изъ неравенствъ а^>ап, 
апУ>Вп,, Вп'^>$, слвдуетъ, что должно быть a > ß . 

Одно и тоже ирраціональное число можетъ являться значе-
ніемъ для несколькихъ двойныхъ рядовъ, члены которыхъ раз
личны другъ отъ друга. Каждое ирраціоналыюе число можетъ 
быть представлено и однозначно - определеннымъ двойнымъ ря-
домъ, напримеръ такимъ, члены котораго являлись бы системати
ческими дробями съ произвольно выбраннымъ основаніемъ g, 
каждый членъ и м е л ъ бы однимъ десятичнымъ знакомъ больше, 
чѣмъ предыдущій и разность между соответствующими членами 
обеихъ строкъ была бы равна единице последняго десятичнаго 
знака. Если ирраціональное число а определено двойнымъ ря-

1) Если оба двойныхъ ряда (ап ; Ап) и ІЪП ; Вп) имѣю.тъ раціональныя з н а -
ченія а и 6, то, начиная съ нѣкотораго опредѣленнаго значенія индекса n, 
всегда можетъ оказаться ап=а, а съ извѣстнаго значенія индекса п' Вп' = Ъ. 
В ъ такомъ случаѣ изъ а = Ъ при соотвѣтствующихъ значеніяхъ индексовъ слѣ-
довало бы, что ап == Вп'. Помимо этого случая, данный критерій справедливъ 
Л для двойныхъ рядовъ съ раціональными значениями. 
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домъ (а„; Ап), то мы можемъ, выбравъ произвольное поло
жительное дѣлое число V, взять индексъ и столь большимъ, 

чтобы Лп — an<C.-fj-r- Опредѣлимъ теперь такое положительное 

дѣлое число й ч чтобы Ь \ % а „ < ^ 4 ^ - , и, следовательно, чтобы 

сравнить а съ '' ̂  - ; смотря потому, будетъ ли а ^ ~ J L^r~> 

имѣетъ мѣсто либо ö v

v < a < М ^ , либо < я < ^ ± - ^ • 
.7 /7 .7 .9 

Такимъ образомъ мы число а заключили между двумя дробями, 
знаменатель которыхъ есть <р, а единственнымъ образомъ опре
делимые числители отличаются на 1. Если мы теперь обозна-
чимъ моныній изъ обоихъ числителей черезъ с\ (следовательно 

с с 4- 1 

или сѵ = й ч, или сѵ = 6Ѵ -f- 1), то ̂  < а < - • Предполагая это 

вычисленіе выполненнымъ для всѣхъ положительныхъ цѣлыхъ 

значеній ѵ и для ѵ = 0, получаемъ двойной рядъ ( % ; ко
торый благодаря неравенствамъ ^ < я < С Г ѵ , справедливымъ 

при всѣхъ значеніяхъ ѵ, на самомъ дѣлѣ является равнымъ данному 
ирраціональному числу а. Легко видѣть что два двойныхъ ряда 

члены которыхъ суть систематическая дроби съ однимъ и тѣмъ же 
основаніемъ g, могутъ только тогда представлять одно и то же 
ирраціональное число, если cv = d v , для всѣхъ значеній v. 

Мы, слѣдователыю, могли бы представить себѣ каждое ирра-
діональное число, приведеннымъ къ виду 

и согласно этому при дальнѣйшемъ разсмотрѣніи иррадіональ-
ныхъ чиселъ ограничиться двойными рядами такого рода. Но 

объясненіе дѣйствій для этихъ спеціальныхъ рядовъ 
конструируется сложнѣе, чѣмъ для рядовъ общаго вида, то мы 
предпочитаемъ сохранить послѣдніе. Но въ такомъ случаѣ мы 
обязаны при каждомъ дѣйствіи доказать, что результатъ его 
не измѣнится, если одинъ изъ встрѣчающихся двойныхъ рядовъ, 
замѣнить другимъ, съ тѣмъ же значеніемъ. 

9 
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% 2. Сложеніе. 

Пусть (ап; Ап) = а и (bn; J J m ) = ß два ирраціональныхъ числа. 
Покажемъ прежде всего, что двойной рядъ (ап-\-Ъп\ Ап-]-Вп), 
который образуется сложеніемъ двухъ соотвѣтствующихъ чле
новъ ] ) , данныхъ двойныхъ рядовъ, обладаетъ свойствами 2 ) , не
обходимыми для опредѣленія нѣкотораго числа. 

Изъ 

и 

слѣдуетъ 

•а» + К S ап+1 + Ъп+1 < Л я + ] + 5 n + 1 S Лп + В . . 

Разность 

Л + Вп - (а„ + К) = ( Л п - а„) + (2?„ - 6Я) 

становится меньше любого даннаго значенія при возрастаніи п, 
такъ какъ при достаточно болыпихъ значеніяхъ п, к акъ Ап — «л, 
такъ и Вп — Ъѣ могутъ быть сдѣланы сколь угодно малыми. Двой
ной рядъ {ап-\-Ъп; Ап-{-Вп) онредѣляетъ, слѣдовательно, на са-
момъ дѣлѣ нѣкоторое число, и это число мы назовемъ с у м м о й 
чиселъ а и ß. Чтобы оправдать это ыазваніе мы должны дока
зать, что 

I . эта вновь определенная сумма совпадаетъ съ суммой, 
опредѣленной въ области раціональныхъ чиселъ, если 
К ; Ап) и (*„5 вп) раціональны. 

I I . ея значеніе не мѣняется, если одно изъ чиселъ а и 8 за
менить какимъ-либо числомъ ему равнымъ; 

I I I . коммутативный и асеоціативный законы 3 ) справедливы и 
для новаго понятія суммы. 

I . Если 
К ; А) = г и (6„; Вп) = г' 

1) Можно было бы притти къ двойному ряду того же значенія, если бы 
каждое а складывать съ каждымъ 6 и каждое А съ каясдымъ В. 

2) См. стр. 326 и 328. 
3) См. гл. I § 3 В , стр. 11. 
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представляютъ изъ себя раціональныя числа, если, следовательно 
для всѣхъ положительныхъ цѣлыхъ значеній n : 

An, 

bn^r'^Bn, 

то имѣютъ мѣсто для всѣхъ п и неравенства 

т . -е . двойной рядъ {ап-\-Ъп; An-{-BJ равенъ суммѣ раціональ-
ныхъ чиселъ г и / въ опредѣленномъ ранѣе смыслѣ. 

I I . Достаточное и необходимое услов іе 1 ) равенства двухъ ирра-
ціональныхъ чиселъ 

ß = (6„; В„) и у = (с„», С и ») 

заключается въ неравенствахъ 

СП"<ВП'. 

при всѣхъ положительныхъ цѣлыхъ значеніяхъ и' и и"), изъ ко
торыхъ сейчасъ же слѣдуетъ 

ан -f- Ъц' <^ А п -\- С«", 
ан ~\~ сп" <С Ап - j - Вн', 

и следовательно, 

Примѣчаніе. Изъ предположенія ß > у легко, пользуясь крите-
ріемъ, указаннымъ на стр. 332, вывести неравенство: 

ot + ß > a + Y , 
т а к ъ что 'изъ 

a --J- 6 = а -\- у 
необходимо слѣдуетъ 

ß = Y-
I I I . Такъ какъ 

+ = + и І 1 п + Д П = - В . + ^ 
то и 

К + + л . ) = ( 6 , + ь"„ - м д 

1) См. стр. 332 и 333. 
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т . -е . 

Также получаемъ 

a - f P + Y = « + Y + P-

§ 3. Вычитаніе. 

Къ вычитанію приводитъ задача, къ двумъ даннымъ числамъ 
(о и ; 4 п ) = а и (Ьѣ; В я ) = рі подыскать такое третье число Ь, чтобы 

Р + * = а. 

При помощи критерія равенства двухъ ирраціональныхъ чи
селъ легко убедиться въ томъ, что 

слѣдовате ,ьно ( * " ; B J + ( я - ~ В - ; Л ~ & я ) = К ; 

следовательно, г ) = ^ _ ^ 

То, что послѣдній двойной рядъ представляетъ опреде
ленное число, доказывается такъ же, какъ и въ § 2 для 
(ап-\-Ьп; АпА-Вп); что равенство ß —{— d = се можетъ ИМЕТЬ 
лишь о д н о рѣшеніе, слѣдуетъ изъ примѣчанія § 2, I I . 

Число (an — Bn; An — bn) называемъ разностью чиселъ (ап; Ап) 
и (& л; Вп) и пишемъ 

К ; А,)-(ЬЯ; Вп) = (ап-Вп; Ап-Ьп). 
Если 

(е . ; AJ = ru (6Ж; Вп) = г' 

суть числа раціональныя, то изъ 

os < г А. I . . . . 
— , С г (при всѣхъ значеніахъ п),ш Bn^r i g о„ I 

слѣдуетъ, что 
an — Bn^r — r'^An — bn; 

двойной рядъ (ап — Вп; Ап — Ьп) представляетъ, следовательно, 
въ этомъ случае разность раціональныхъ чиселъ г и г', взятую 
въ ранее опредѣленномъ смыслѣ. 

Если 

і) См. стр. 332. 
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то для всѣхъ значеній n 

«.<£.. К<АЛ, 
следовательно, 

« . - - в . < о < Л - Л . 
т.-е . 

а - Р = ( « „ - £ . ; А - К ) 

имѣетъ значеніе нуль. 

Такъ какъ разность положительнаго числа Ап — Ьп и отри-
цательнаго числа ап — Вп можетъ быть сдѣлана при достаточно 
большихъ значеніяхъ п произвольно малой, то то же самое 
имѣетъ мѣсто и для Ап — Ьл и j ап — Вп\. 

Если 
< * > ß , 

то при достаточно большихъ значеніяхъ п 

откуда непосредственно же слѣдуетъ, что а — ß > 0 . 

Точно также изъ 
a < ß , 

получается, что 
a - ß < 0 . 

Если каждое иррадіональное. число, большее нуля, назовемъ 
положительнымъ, каждое меньшее нуля — отрицательнымъ, то, 
можно будетъ сказать, что разность а — ß положительна или 
отрицательна, смотря потому, будетъ ли а больше или меньше ß. 

Каждое отрицательное число (dn; DJ можетъ быть написано 
и въ такомъ видѣ 

- ( - D n ; —dn), 
гдѣ 

- r f j > 0 . 
Равенства 

a - ( ß + Y ) = a - ß - Y 

и т. д. слѣдуютъ непосредственно изъ равенствъ, имѣющихъ ме
сто для раціональныхъ чиселъ: 

а _ ( Я л_с ) = а „ — В — С. 
An — (К + О = Ап - К - Сп И Т. Д. 
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Мы уже знаемъ (стр. 328), что для всякаго значенія ѵ 

« , < а < А -
Разность 

а — а , ==(«„ — « ѵ ; Ап — а ѵ ) 

при достаточно большомъ ѵ можетъ быть сдѣлана меньше лю
бого напередъ заданнаго сколь угодно малаго положительнаго 
числа, т а к ъ к а к ъ при достаточно большихъ значеніяхъ п, это 
имѣетъ мѣсто для Ап — а ѵ . Также при достаточно большихъ зна-
ченіяхъ V, разность A.t — а становится меньше каждаго произ
вольно малаго заданнаго числа. Поэтому мы вправѣ а назвать 
предѣломъ, какъ ряда аѵ «2, а3,- • • такъ и ряда А^, А2, А3, 
Аі,--- и эти числа аѵ а2, а3,---, Аг, А2, А3- • •, разматривать 
какъ п р и б л и ж е н н ы й з н а ч е н і я а1). 

§ 4. Умноженіе. 
Пусть 

а = (ап; AJ, ß = (5 n; Bj 

суть положительныя ирраціональныя числа, и оба меньше, чѣмъ 
нѣкоторое раціональное число г. Ограничиваясь съ самаго на
чала для п только достаточно большими значеніями, мы можемъ 
достигнуть того, чтобы въ двойныхъ рядахъ встрѣчались лишь 
положительные члены. 

Мы начнемъ съ доказательства, что двойной рядъ (ап Ьп; 
АпВп) опредѣляетъ нѣкоторое число. Изъ 

b n ^ b K + l < B n + ï ^ B n 

слѣдуетъ: 

« А пп+і K+i < К+івп+і = А JK-

Далѣе имѣемъ 

- « А = ( 4 П - ап)Вп + (Д, - і > „ . 

Такъ какъ а , < , а при достаточно большихъ значеніяхъ n 
и J B B < > , ТО далѣе слѣдуетъ: 

• КК - « А < »• Un - «J + (Д, - bj}. 

i) О ириближенныхъ значеніяхъ ирраціональнаго числа мы, конечно, не 
могли говорить до тѣхъ поръ, пока не дали опредѣленія самому ирраціональ-
ному числу. 
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Увеличивая можно сделать произвольно малой правую часть 
неравенства, а. следовательно, и лѣвую. 

Число (finba; AnBj, существованіе котораго только что дока
зано, опредѣляемъ, какъ п р о и з в е д е н і е двухъ чиселъ (ап; Ап) 
и (К-

Умножая, напримііръ, на него самого, двойной рядъ 

(1,7; 1,73; 1,732:-••; 1,8: 1,74; 1,733;. . -) , 

«т. которому насъ привелъ алгориом'ь вычисленія такихъ чиселъ 
квадратъ которыхъ близокъ къ тремъ (см. стр. 326), получимъ 

(1,7 2; 1.732; 1.7322; — ; 1,8s; 1,742; L 7 3 3 2 ; - • • ). . 

Такъ какъ въ этомъ послѣднемъ двойномъ ряду каждый членъ 
первой группы менѣе трехъ, каждый членъ второй группы болѣе 
трехъ. то значеніе этого ряда есть радіональное число 3. Та
кимъ образомъ, ирраціоналыюе число, определенное двойнымъ 
рядомъ (1,7; 1,73; 1,732:-••; 1,8; 1,74; 1,733;-••), со всею стро
гостью представляетъ квадратный корень изъ трехъ, не суще
ствующей въ области рапдональныхъ чиселъ. После замечанія, 
сделаннаго въ конце предыдущего §, мы можемъ теперь числа 
1,7: 1,73; 1,732-•• а также и 1,8; 1,74; 1,733;-•• разематри
вать, какъ приближенный значенія j / З и утверждать также, что, 
напр. , 

1,732 < / 3 < 1,733. 

Если оба ряда ( а в , Вп; Ъп, В») раціональны. то (апЬп; АпВп) 
представляетъ произведете въ ранее опредѣленномъ смысле; 
доказательство этого таково же, какъ и въ § 2, стр. 334. 

Формулы 
ctf = ßa; afr = OYfc ( я + - Y == ay + 

слЬдуютъ непосредственно изъ соответствующихъ формулъ для 
раціональныхъ чиселъ: 

Если 
: = (*,; ZJ = 0 и а = (ап; Ап1 

есть некоторое конечное положителаное число, то, при всЬхъ 
зиаченіяхъ и, для которыхъ ап > 0, имѣетъ мвето, 

«,*„«> 
И ДЛЯ ВСБХЪ 11 

А А > 0 ; 
К. Ферберъ. Ариометика. 
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следовательно, 

Если же 
а = (ая; Aj, ß = tfn; Вп) 

соответственно больше, чѣмъ положительный, отличныя отъ нуля 
числа г и г', то изъ 

слѣдовательно, aß есть положительное число, отличное отъ нуля. 

Пусть кромѣ того а = (ап: Ап) снова будетъ произвольньшъ 
положительнымъ числомъ и е = (е п ; Еп) — 1, слѣдовагельно, 

такъ какъ апеп < Ап и ап <^ АПЕП. (см. критерій равенства двухъ 
ирраціональныхъ чиселъ стр. 332). 

Если а, ß, у числа положительныя и ß > y , то a ß > a y . Въ 
самомъ дѣлѣ, изъ того, что ß > y слѣдуетъ (ср. § 3), что число 5, 
удовлетворяющее равенству ß = у —|— S, есть число положитель
ное. Такъ какъ теперь aß = ay-f-a5 и а 5 > 0 , то a ß > a y . 
Если въ частномъ случаѣ у — 1 , то при a > 0 , ß > l слѣду-
етъ, что a ß > a ; если ß = l , то при а > ( ) , у < 1 слѣдуетъ, 
что а у < а . До сихъ поръ мы ограничивались умноженіемъ по
ложительныхъ чиселъ. 

Если одинъ изъ сомножителей или оба окажутся отрицатель
ными, то мы абсолютное значеніе произведенія положимъ равнымь 
произведенію абсолютныхъ значеній сомножителей, а знакъ опре-
дѣлимъ согласно правиламъ, установленнымъ для умноженія отно
сительиыхъ чиселъ. 

(при достаточно болынихъ значеніяхъ n) 

слѣдуетъ, что 

rr' <аЪ-

§ 5. Дѣленіе. 

Пусть a = (an; An) и ß = ( J n ; Bn) положительныя числа, изъ 
которыхъ а меньше нѣкотораго п о л о ж и т е л ь н а я , раціональнаго 
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числа г и ß больше положительнаго, отличнаго отъ нуля чис
ла »-'. Требуется найти число S, удовлетворяющее равенству 

Что нѣтъ болѣе одного такого числа, слѣдуетъ изъ того, что 

если £' ^ £, то и ß ' ' ^ ß3 (см. § 4). Мы утверждаемъ что это ра

венство удовлетворяется двойнымъ рядомъ І ^ " ; у " ] . 

Прежде всего слѣдуетъ показать, что этотъ двойной рядъ 
представляетъ нѣкоторое число. 

Такъ какъ 
а„ S а„ + 1 <" А„+, < J „ 

то x ) : 

Разность 

/V - ; ,^n±l. < ^ i i a + I <c l in 
~ Jin + 1 K-l-i ~ V 

Л n _ «n _ AnBn — « n K _ <A — " п)А,, + (Д, — Ь « К 
Д . M n 

становится съ возрастаніемъ и меньше всякой данной величины, 
такъ какъ числитель можетъ быть сдѣланъ произвольно малымъ, 
знаменатель же при достаточно болыпихъ значеніяхъ п больше 
чѣмъ г ' 2 . 

Далѣе , произведете 

т а к ъ такъ для всѣхъ 

п. . 
в. 

п \ n h 

Число [—-; представляющее, следовательно, на са

момъ дѣлѣ рѣшеніе уравнения, ßS = а, называемъ ч а с т н ы м ъ 

а . р или -у. 

1) Какъ и въ § 4 мы съ самаго начала предполагаемъ и ограниченнымъ 
такими большими значениями, что ап > 0, Ъп > 0. А п и Б я при всѣхъ значе-
ніяхъ п положительны. 

23* 
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Іо, что вновь введенное понятіе частпаго, въ случаі; ра-
ціональности чиселъ а и ß, совпадаетъ съ понятіемъ, устано-
нленнымъ для раціональныхъ чиселъ, выводится такъ же, какъ 
въ §§ 2. 3, 4. 

Изъ неравенствъ, преведенныхъ въ концѣ § 4, непосредственно 

слѣдуетъ, что - у ^ І смотря потому, будетъ ли з = |і. 

Мы иокажемъ лишь на примѣрѣ формулы 

а — 3 з - В 

что соотношенія, имѣющія мѣсто для раціональныхъ частиыхъ> 
остаются справедливыми и для частныхъ ирраціональныхъ чи
селъ (при предположеніи, что a > > ß ) . 

По установленнымъ правиламъ находимъ: 

Но такъ какъ 

(«n-BN. к—K\ 
Y \ l» ' 

_ 1 — 
Y U » \ 

. к к 
' С С 

n v n 

"n 
('n 

Bn ^ An к 

"n Вп < A . к 

то правыя, a, слѣдовательно, и лѣвыя части послѣднихъ двухъ ра
венствъ равны между собой. 

Если дѣлимое и дѣлитель не будутъ оба положительными, 
то дѣлятъ абсолютное значеніе перваго на абсолютное значе-
ніе второго, а знакъ частнаго опредѣляютъ по правилу знаковъ 
для дѣленія относительныхъ чиселъ (гл. I V , § 6). 

§ 6. Вычисленіе раціональныхъ функцій ирраціональныхъ 
чиселъ. 

Если по нѣсколькимъ ирраціональнымъ числамъ а = (ап; Ап), 
P = ( i n ; JiJ и т. д. требуется вычислить повторнымъ примѣне-
ніемъ . четырехъ основныхъ дѣйствій новое число £ = (хп; Хп), 
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напримѣръ, 5 = . 7^ -^ , j ) то на основаніи правилъ, данныхъ въ 

§§ 2 — 5, слѣдуетъ соединить первое число со вторымъ. полу
ченный результатъ съ третьимъ числомъ и т. д. Такъ , въ выше 
приведенномъ примѣрѣ получимъ: 

я + Р = К + й.; А + Д Л 

І = "n + hn • An +
 Bn 1 

4 L<'»<A. — '«>' < V ' ' r , ~ K ) J ' 
При каждомъ вычисленіи, которое приходится выполнять, изъ 

членовъ ап, Ап рядовъ, опредѣляющихъ ирраціональное число а, 
конечно, всегда известно или определимо какимъ-либо алгорио-
момъ (какъ , напр. , извлечется корня) лишь ограниченное число. 
Но всегда возможно найти такія ап, Ап, что они будутъ отли
чаться отъ a меиѣе, чѣмъ на произвольно малое напередъ задан
ное положительное число. Если теперь въ заданной для вы
числения раціональной функдіи замѣнить данныя ирраціональ-
ныя числа ихъ низшими приближенными значеніями, когда эти 
числа являются слагаемыми, множителями, уменьшаемыми и 
дѣлимыми, и ихъ высшими приближенными значеніями, когда 
они входятъ какъ вычитаемыя ими дѣлители (число, являю
щееся вычитаемымъ въ дѣлителѣ или дѣлителемъ въ вычитае-
момъ •— низшимъ приближеннымъ значеніемъ), то получимъ не
которое раціональное число хп, въ вышеприведенномъ примѣрѣ 

а- = b n , меньше искомаго числа £. Если аналогичнымъ 

образомъ оиредѣлить также рапіональное число Хп, въ выше

приведенномъ примерѣ Хп= А п . " ^ І " - , большее чемъ S, то этимъ 

самымъ искомое число мы заключимъ между двумя раціональными 
границами, разность между которыми надлежащим!, выборомъ 
приближенныхъ значеній, м о ж е т ъ . быть сделана сколь угодно 
малой. 

Съ какой точностью следуетъ брать приближенныя значенія, 
чтобы достигнуть заданной точности результата, разобрано уже 
въ гл. I I I , § 8 В . 
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§ 7. Возведете въ степень, извлечете корня и логариѳ-
мированіе. 

А. Двойные ряды, члены которыхъ числа ирраціональныя. 

Чтобы стало возможнымъ опредѣлить степень и для ирраціо-
нальнаго значенія показателя, докажемъ слѣдующее 

Предложеніе: К а ж д о м у д в о й н о м у р я д у ( « „ ; Ап), с о 
с т о я щ е м у и з ъ н е о г р а н и ч е н н а г о ч и с л а и р р а ц і о -
н а л ь н ы х ъ ч л е н о в ъ , д л я к о т о р а г о 

fin < tln+l < Ап+1 -^.Ап 

при всѣхъ значеніяхъ и, и разность 

А п — сіп 

при достаточно большихъ значеніяхъ п произвольно мала, в с е г д а 
с о о т в ѣ т с т в у е т ъ т а к о е е д и н с т в е н н о е о п р е д е л е н 
н о е ( р а ц і о н а л ь н о е и л и и р р а ц и о н а л ь н о е ) ч и с л о р, 
ч т о 

an<lç><.An 

при всѣхъ значеніяхъ п. 

Это число р мы и разематриваемъ (согласно § 1, стр. 327, 
328), какъ значеніе двойного ряда (ап; Ап). 

Доказательство: Неравенства 

показываютъ по § 1, стр. 331, что существуютъ раціональныя 
числа гп, г п + 1 , Вп, Ііп+1, удовлетворяющія соотношеніямъ 

*п<Гп< an+l <Гп+1< a n + 2 ; An > Kn > An+1 > Kn + 1 > Л + 2> 

изъ которыхъ, при всѣхъ значеніяхъ п, слѣдуетъ: 

r n < r n + 1 , a также и Rn<Rn+1 

и такъ какъ ап+1<^Ап+1, то и 

Такъ какъ 

*п<гп<Яп<Ап 
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и разность Ап— а п , по прецположенію, выборомъ достаточно 
болыпихъ значеній п можетъ быть сдѣлана произвольно ма
лой, то то же самое имѣетъ место и для Rn— гп. Этимъ дока
зано, что двойной рядъ (гп; RJ обладаетъ свойствами, необхо
димыми для опредѣленія нѣкотораго числа р. Изъ 

непосредственно вытекаетъ справедливость предложенія, кото
рое требовалось доказать . 

Такимъ образомъ, въ то время, к а к ъ двойные ряды, состоя
ние изъ раціональныхъ чиселъ, выводить насъ, вообще говоря, 
изъ раціоналыюй области, разсмотрѣнные теперь двойные ряды 
съ ирраціональными членами не приводятъ насъ опять къ но-
вымъ числамъ. 

Прииѣчаніе 1. Числа rn, Rn введенный при доказательстве не 
были опредѣлены однозначно; если же, Т І І М Ъ не менее вместо 
нихъ взять другія гп', І2 П ' , удовлетворяющія т е м ъ же неравен-
ствамъ, то легко усмотреть, что 

(г;- Еп') = (гп; Д п ) = р. 

Примѣчаніе 2. Если въ двойномъ ряде ( я п ; AJ, ап или Ап, 
начиная съ ігіікотораго определеннаго значенія индекса п, со-
храняютъ одно и то же значеніе, то въ нервомъ случав р есть 
большее число первой группы, а въ другомъ случае — меньшее 
число второй группы двойного ряда. 

Примѣчаніе 3. Двйствія надъ двойными рядами ирраціональ-
ныхъ чиселъ, выполняются такъ же, какъ и надъ рядами раціо-
нальныхъ чиселъ. Если ап, Ап, а ', Ап' означаютъ ирраціональ-
ныя числа, a rn, Еп, r', R^ — раціональныя числа, и если 

(а„; Ап) = (гп; Rj = f; (а„'; A') = (r"; Л„') = р'. 

то имЬемъ напримеръ: 

Р + Р ' = (<*„ + О Ап + Ая% 
Р ?' = (««*»'; AnAj). 

Доказательства привести не трудно. 
Далее, тогда и только тогда 

если при всехъ значеніяхъ п 
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В. Степени еъ цѣлыми показателями. 

Изъ опредѣленія произведенія двухъ ирраціональныхъ чиселъ 
(§ 4) непосредственно вытекаетъ . что если а = (<іп; Ап) означа
етъ иррапіональное, a m положительное цѣлое число, то 

а™ = («„»: А™) 
и 

а~т = (Ая^; «.„-»). 

Доказательства правилъ дѣйствій со степенями (см. гл. I , § 7 В) 
не представляютъ никакихъ трудностей. Легко выводится и спра
ведливость формулъ бинома и полинома (гл. V, § 2, С) въ томъ 
случаѣ, когда биномъ или полиномъ представляютъ изъ себя 
сумму ирраціональныхъ чиселъ. 

При т^>1 и а ^ > 0 имѣетъ мѣсто одновременно съ а 1 
также и а"'^а'. (См. неравенство въ концѣ § 4). 

С. Корни съ цѣлыми показателями, или степени съ 
раціональными показателями. 

Въ существованіи п о л о ж и т е л ь н а я числа а, т-т&я степень ко
тораго равна положительному раціональному или ирраціональному 
числу z, легко убѣдиться слѣдующимъ образомъ. і]сли образо
вать рядъ m-ыхъ степеней натуральныхъ чиселъ: 

О, 1'", 2'", 3"',- • •. 

то z или встрѣчается въ этомъ ряду, или въ немъ есть два по-
слѣдовательныхъ члена, между которыми заключается z. Въ пер-
вомъ случаѣ Y z есть число цѣлое; во второмъ случаѣ же до-
пустимъ, что указанные два члена суть 

а0

т и А0

т, слѣдовательно, а0

т <^z<^A0

W, А0 — а 0 = 1 . 

Вычислимъ дальше: 

V > K + ï o j ' l f f lo + ï ô ! K + ÏÔ) ' A M -

z либо есть членъ этого ряда и тогда равенъ цѣлому числу 

десятыхъ долей, либо лежитъ между двумя его послѣдовательными 
/ 1 N 

членами, которые обозначимъ посредствомъ ах

т и ^ 1 " 1 Ь 4 1 — « 1 = - ~ ) • 
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Въ послѣднемъ случаѣ составимъ новый рядъ 

« Г . («i + iTjö)'"' К + ш ) Ѵ - , І « і + щ Г . АГ 

и повторимъ то же разсужденіе. Продолжая поступать подобнымъ 
образомъ, найдемъ далѣе для значенія пУ z или конечное деся
тичное число, или два безконечныхъ ряда раціональиыхъ чиселъ 
а0, flj, а 2 , - - - ; А0, Аг, А2,---, удовлетворяющіе слѣдующимъ 
условіямъ: 

А П
 ап — IQn 

. ая"<г<Ая« 

(при всѣхъ значеніяхъ и). 

Число, представленное двойнымъ рядомъ (ап; Aj, и есть иско
мое, такъ какъ въ силу послѣдняго неравенства его m-ая сте
пень равна z. Только что приведенный пріемъ даетъ это число 
въ спеціальной формѣ, разобранной въ концѣ § 1. (За основаніе 
систематическихъ дробей, мы могли бы, конечно, вмѣсто 10 при
нять и какое либо другое полоясительное цѣлое число, за исклю-
ченіемъ 1). 

Если m число нечетное, то а = (ап\ Ап) есть единственное дей
ствительное число, m-ая степень котораго имѣетъ значеніе z, к а к ъ 
это слѣдуетъ изъ послѣдняго примѣчанія въ ѣ: -если, напротивъ. 
m четное, то и х =— (ап; Ап) удовлетворяетъ равенству xm = z. 
Если же z число отрицательное и m нечетное, то опредѣлимъ а 
такъ , чтобы ат = — z; тогда будемъ имѣть ( — a ) m ~ z ; если же, 
наконецъ, z отрицательное и m четное, то нѣтъ ни одного дей
ствительна™ числа, іи-ая степень котораго равнялась бы z. (Ср. 
гл. 4, § 7 В, стр. 191 и 192). 

Если теперь z, z', означаютъ положительный числа и (ап, Ап), 
(ап', А^) положительный значенія ' z и njf z\ то согласно опре-
дѣленію произведенія получимъ: 

Г 7 . Г ? = ( а А ' ; AnAJ). 

Съ другой стороны, изъ неравенствъ 

«„"<* <Ап"< 
а„'т<г' <А'т, 

П \ 71 7 

вытекаетъ, что ( « „ О " 1 <^(АпАп'у: 
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т . -е . положительное значеніе njfzz' равно (»„«„'; knÂn); этимъ со 
всей строгостью доказывается справедливость равенства 

у z • j / z = і/ zz . 

Такъ же просто получаются остальныя формулы, относящаяся къ 
абсолютнымъ значеніямъ корней изъ положительныхъ чиселъ 
(гл. I , § 8 13). 

Пусть, для конечнаго опрѳдѣленнаго (раціональнаго иди 
ирраціональнаго) числа г, болыпаго единицы, и положительнаго 
цѣлаго значенія q имѣемъ 

èq есть положительное число, зависящее отъ q и убывающее 
съ возрастаніемъ q. Если бы 8 оставалась для всѣхъ значеній q 
больше нѣкотораго опредѣленнаго положительнаго числа s, то 
для всѣхъ значеній q было бы 

? / J > l + E 
ИЛИ 

* > ( 1 + е ) ' > 1 + « г 

(гл. V , § 2 С, стр. 218). 
Правая часть этого неравенства неограниченно возрастаетъ 

при достаточно большихъ значеніяхъ g, а, следовательно, не мо
жетъ оставаться меньше г; поэтому 8 при достаточно большихъ 
значеніяхъ q, должно становиться менѣе любого даннаго числа. 

Если 

0 < * < 1 , то ± > 1 . 

Полагая 

Y 
будемъ имѣть, что 8 ' при всѣхъ значеніяхъ q положительно и 
при достаточно большихъ значеніяхъ q будетъ произвольно 
мало. Изъ послѣдняго равенства слѣдуетъ: 

т.-е. , У 2 при всѣхъ значеніяхъ q меньше 1, но при достаточно 
большихъ значеніяхъ q подходитъ к ъ 1 сколь угодно близко. 
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Равенство 

£ = («Гг~у • 

(ср. гл. I I , § 5 В, стр. 97 и т. д.) опредѣляетъ теперь и степени 
съ раціональными показателями для любого положительнаго 
основанія z. 

Если q четно, а р нечетно, то имѣетъ два различныхъ 

дѣйствительныхъ значенія; мы въ этой главѣ подъ гч будемъ 
всегда разумѣть лишь положительное значеніе. 

Если ' ; > > - - , гдѣ p, q, r, s означаютъ положительныя цѣлыя 
г р 

числа, то одновременно съ z ^ l будетъ и zs^z'i (ср. послед
нее замѣчаніе въ В). 

D. С т е п е н и с ъ и р р а ц і о н а л ь н ы м и п о к а з а т е л я м и . 

Если z означаетъ произвольное, раціональное или иррацио
нальное, число, большее і , и если ц = (тп; МЛ есть нізкоторое 
ирраціональное число, то подъ степенью мы zv- понимаемъ зна
чение двойного ряда (zmn; zM"). Чтобы убѣдиться въ допусти
мости этого опредѣленія, докажемъ мы прежде всего, что двой
ной рядъ (состояний изъ ирраціональныхъ членовъ) обладаетъ 
свойствами, необходимыми для опредѣленія нѣкотораго числа. 
(§ 7, А., стр. 344). 

ТсІКЪ КЗіКЪ 

т,<тя+1<Мя+1<Мя, 

то изъ послѣдняго примѣчанія въ С, слѣдуетъ, что 

Разность Мп — тп подборомъ достаточно болыпихъ значеній п 

можетъ быть сдѣлана менѣе і> гдѣ q произвольно большое по

ложительное цѣлое число. Поэтому, по § 7, С, положительная 

разность sMn~mn—l, a вслѣдствіе равенства 

также и разность zM" — zm>% будутъ произвольно малы при до
статочно большомъ и. 
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Следовательно двойной рядъ (*'""; zL ") опредѣляетъ на са
момъ дѣлѣ но § 7 А, стр. 344, некоторое число, которое можетъ 
быть представлено и при помощи двойного ряда раціональныхъ 
чиселъ. Это число всегда положительно, такъ к а к ъ для всѣхъ 
значеній н, 

гт» > 0. 

При s = l получимъ gV-z=l. 

Если 
(«*„; ЛГ„) = (»»„'; МЛ'), 

то также и 

но такъ к а к ъ на основаніи сдѣланнаго предположенія прежде ' 
всего 

то также и 
гПп<гм'п, /"'»<«««, 

откуда на основаніи послѣдняго примѣчанія въ § 7 А, стр. 346, 
вытекаетъ справедливость нашего утвержденія. 

Если двойной рядъ (тп, Мп) равенъ некоторому раціональ-
ному числу т, то изъ 

71 Tl> I 

заключаемъ, что \ (при всехъ значеніяхъ n), 

следовательно, 
(Z " ; і ' И п ) г = : г ' . 

Если 

0 < * < 1 и j i = K ; Ж„), 

то мы устанавливаемъ опредвленіе 
zv- — (z s n). 

По предъидущему (см. особенно § 7 А, прим. 3) легко пока
зать, что правила действій со степенями справедливы и для сте
пеней съ ирраціональными показателями. 

Что касается применения ихъ к ъ определенію логариѳма, то 
придется добавить лишь следующую 
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теорему. И въ томъ случаѣ, когда р. и À оказываются чи 
слами ирраціональными, при ц > ) . и : I всегда 

Доказательство: Пусть, во первыхъ, 

* > 1 и »! = (»»„; Ж„); ). = (/„; Z J . 

Если р . > ) . , то существуетъ (§ 1, стр. 331) нѣкоторое ра-
ціоналыюе число г и цѣлыя числа X и Л 7 ' такого рода, что 

г < ; тп, при », Л , 
r > Z n , при га^.Ѵ. 

Слѣдовательыо, для всѣхъ значеній и, большихъ X и 
имѣемъ: 

/ < Ѵ " " , 
(послѣдияя теорема § Î С). 

Но такъ какъ 

и (при всѣхъ значеніяхъ га), 

то 
^ > . г > . 

Для случая 0 < 1 ^ < С 1 доказательство вполнѣ аналогично. 
Теорема остается справедливой, если одно изъ чиселъ j i и X 
раціоналыюе, а другое ирраціональное. 

Смыслъ степени съ отрицательньшъ основаніемъ и ирраціо-
нальнымъ показателемъ, мы можемъ выяснить лишь въ следую
щей главѣ. 

Е. Л о г а р и ѳ г а ы . 

Мы назвали р. логариомомъ числа я при основаніи г, если 
имѣетъ мѣсто равенство: 

вѵ- = а. 

Такъ какъ , съ одной стороны, до сихъ поръ мы опредѣляли 
зтепень съ произвольнымъ дѣйствительнымъ показателемъ лишь 
при положительномъ основаніи и, съ другой стороны, значеніе та
кой степени, определенное въ I) всегда положительно, то мы 
ограничимся лишь положительными, раціональными или иррацио
нальными, значеніями, какъ для г, такъ и для а; мы исключимъ 
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еще также и значеніе z = l , т акъ какъ для всякаго р., со
гласно D, 1 ^ = 1 . 

Такія предположенія даютъ возможность всегда найти одно дей
ствительное число р., удовлетворяющее, равенству zv- = a. Съ са-
маго начала ясно, что не существуетъ болѣе одного такого 
числа, т акъ к а к ъ съ возрастаніемъ р., степень zv-, въ случав 
з^>1, постоянно растетъ и въ случаѣ z<^l — постоянно убы-
ваетъ . 

Предполагая сначала з^> I и образуемъ степени: 

M ~1 ~2 

и смотримъ, не будетъ ли одинъ изъ членовъ этого ряда равенъ 
одной изъ степеней а"11, а" 1, а"-, а " 3 , . . . а " " , . . . гдѣ g озна-
чаетъ произвольно выбранное положительное цѣлое число (f? 2). 
Если напримѣръ 

= а? = зѵ-• »п, 

. к 
то для р. находимъ рацюнальное значеніе —п-

Если ни для какого значенія п степень а"" не равна сте
пени z съ цѣлымъ показателемъ, то слѣдуетъ установить между, 
какими степенями z лежитъ степень а!,п при в с я к о м ъ зна-
ченіи п. Если для любого п 

em»<af<e*tn, Ж„ — m n = l , 

или 

то: 

т . -е . искомое число р. равно значенію двойного ряда 

Чтобы быть увѣреннымъ, что этотъ рядъ дѣйствительно опре-
дѣляетъ нѣкоторое число намъ слѣдуетъ еще показать , что 

дп+1 — !)П 
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Изъ неравенствъ 

и 
^ m » + i < ; ( a f f n ) 9 < ; /"п+і+і 

заключаемъ, что 

£ " ! , 1 + 1 + 1 < Ѵ " ' 1 7 , слѣдовательно, тп+г^тпу 
и 

1 < £ ( m « + 1 ) f f, слѣдовательно, М п + 1 ^ М"п,9, 

откуда непосредственно вытекатотъ тѣ соотношенія, которыя тре
буется доказать. 

Въ случаѣ 0 < ^ а < С 1 , опредѣлимъ число р.', удовлетворяющее 

равенству zv-' — -^- Тогда р . = — р.' у д о в л е т в о р я е м равенству 

ZV- — 0.. Также, если 0 < я < 1 и I — ] = а , то р . = — р. удовле-

творяетъ равенству zv- = a. Формулы логариомированія (ср. гл. I , 
§ 8 С, стр. 35) получаются непосредственно изъ правилъ дѣй-
ствій со степенями. 

Такъ какъ при достаточно большихъ значеніяхъ п раціональ-

ныя числа -^" и произвольно близко подходятъ к ъ иррацюналь-

ному числу р . = (™п*; (ср. § 3, стр. 336), то мы можемъ ихъ 

разсматривать теперь, какъ приближенныя значенія логариома. 
Это тѣ же числа, которыя мы раньше въ области раціональныхъ 
чиселъ (гл. V, § 5 С) нашли к а к ъ рѣшеніе уравненій (въ ча
стности при с;=2 и # = 1 0 ) , получающихся изъ г^ = а, если 
z и а И З М Е Н И Т Ь на надлежащимъ образомъ выбранныя произвольно 
малыя значенія, и которыя при практическихъ вычисленіяхъ 
принято разсматривать именно, какъ логариѳмы числа а при осно
в а м и Z. 

§ 8. Отношенія величинъ, какъ дѣйствительныя числа. 

Докажемъ теперь, высказанное въ § 1 (стр. 329) утвержденіе, 
что действительный числа, разсмотрѣнныя въ этой главѣ, даютъ 
полное отображеніе опредѣленныхъ отношеній между величинами 
к а к о г о - л и б о р о д а 1 ) , напр. , между линіями, поверхностями, тѣ-
лами, углами и т. д. 

1) Въ этомъ параграфѣ мы будемъ всегда обозначать ихъ большими н е 

мецкими буквами. 
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Если возможно къ двумь величинамъ одного и того же рода 
3t, (S подъискать такую третью Ш, чтобы 

гдѣ а и е обозначаютъ положительныя цѣлыя числа, то Ш на
зывается общей мѣрой 3t и (S, а самыя величины называются 
„соизмеримыми". Если найдется еще величина 3JÎ' того же 
рода, и притомъ такая , что 

3( = а'ЗН', (і = е'Ж, 

гдѣ а, е также положительныя цѣлыя числа, то 

, I а, а' ае = а е или — = —.-
е к 

О б щ е е з н а ч е н і е д р о б е й —• - , н а з ы в а е т с я о т н о -
е с 

ш е н і е м ъ в е л и ч и н ы St к ъ в е л и ч и н ѣ (£; м ы о б о з н а-
ч а е м ъ е г о (31, (S). Если а, е, к акъ мы это теперь и предпо-
ложимъ, не имѣютъ общаго дѣлителя, то (по гл. I I , § 2, стр. 88) 

a =ka, ê = ке (к есть число цѣлое), 
следовательно, 

ш=тѵ, 

т.-е. ЗЛ есть кратное каждой другой общей ' меры и называется 
поэтому наибольшей общей мѣрой 3( и ($. 

Въ главе V, § 4 В . мы при помощи извѣстной цепи ра

венствъ (стр. 239) разлагали частное ~ въ обыкновенную, или 

правильную, непрерывную дробь к0 -4- }r -f- -2—f- * • * — \ -

Такъ к а к ъ теперь, 

если а —а', то и а'Хд* == а'ЗЛ, 

если а = a' -f- а", то и аШ = а'Ш = a'sDÎ - j - a"ÜJt, 

и если а = а'а", то и a ü t = а'(а"Ш£), 

то равенствамъ стр. 239, соотвѣтствуютъ слѣдующія соотноше-
пія величинъ: 

аШ = к0(еШ) +егШ, 
ет = к1(е1Ш)-т-е2Ш, 
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eI_1W = *i(e1âR), 

или, если вмѣсто аШ снова написать 91, а В М Е С Т О еШ снова 
(S и въ то-же время положить: 

в, m=es,,..., e i_j ад=, e ß i = %=m, 
то: 

${ = k0(5 - 4 - K j , 

(S = /-j CS-j -|- (5 2 , 

(I) &i = h&2\-®v 
) 

гдѣ въ силу неравенствъ 

c > C j > е 2 > • • 

также 

Равенства (I) показываютъ, что для двухъ соизмѣримыхъ ве-
личинъ 91, можно найти наибольшую общую мѣру такимъ же 
способомъ, какъ и для двухъ цѣлыхъ чиселъ. Обратно, если П Р И 

М Е Н И Т Ь этотъ пріемъ к ъ двумъ величинамъ одинаковаго рода 91, 
(S и если, П О С Л Е конечнаго числа операцій, найдется нѣкоторая 
величина которая въ предыдущей ($\ л содержится цѣлое 
число разъ , то 91 и (S соизмѣримы, Сг4 наибольшая общая мѣра 

величинъ 91 и (S, и непрерывная дробь k0 - j - / 4" I • • • + ) : , ча-

стныя которой получились при этомъ процессѣ, является зцаче-
ніемъ отношенія (91, (S). 

Какъ уже было сказано въ § 1 этой главы (стр. 394), суще-
ствуютъ также пары величинъ такого рода, которыя завѣдомо 
несоизмеримы, напримѣръ, діагональ и сторона квадрата. Если 
подобному процессу подвергнуть двѣ величины такого рода, что, 
очевидно, всегда возможно, то, по ранѣе сказанному, цѣпь ра
венствъ никогда не можетъ закончиться. 

Соответственно этому получаемъ простирающуюся безъ конца 
Непрерывную дробь, вмѣсто конечной непрерывной дроби, пред
ставляющей въ случаѣ еоизмѣримыхъ величинъ значеніе ихъ 
отношенія. Какой смыслъ, какое значеніе имѣетъ такая безконеч-

Ферберъ. Ариѳметика. 24 
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пая дробь? Хотя въ главѣ V, § 4, мы имѣли дѣло лишь съ ко
нечными непрерывными дробями, тѣмъ не менѣе мы ни разу не 
ссылались на конечность разложенія непрерывной дроби при вы
воде слѣдующихъ соотношеній между числителями Z и знаме
нателями Д г

( і подходящихъ дробей U : 

^ = * Л 1 + V 2 . ^ = ^ Л - . + ^ - 2 ( с м . ( П ) стр. 243); 

Щ-и^ = р ^ - (см. ( IY) стр. 245); 

f V - £ W = ~ ^ <СМ- С Т Р - 2 4 7 ) -

Следовательно, этими формулами-мы можемъ пользоваться и 
въ томъ случав , когда процессъ разложенія въ непрерывную дробь 
не прерывается . Оставляя теперь совершенно открытымъ вопросъ 
о числе равенствъ въ системе I на стр. 355, выразимъ изъ пер
ваго равенства изъ второго (5 2 , изъ третьяго (S3 и т. д. че
резъ 21 и (S; мы получимъ: 

(£-, = % — 1ф = — Z 0 Ci; 

— G 2 = lh% — ад -f- 1) Ci = Nfii - Zfi; 

(* 3 = (Z^Vj + .V 0 ) XH - (A,Z, - f Z 0 ) Ci- = .V23( - Z2G. 

И вообще при помощи заключенія отъ д. к ъ p. - f - 1 . и выше ци-
тированныхъ рекурсіонныхъ формулъ для Z и N^: 

( - 1 ) ^ - 1 ^ = ^ . . , 3 1 - Z ^ G , 

откуда: 

• л, 
б-

Если цѣпь равенствъ (I) стр. 355 обрывается на г-той 
строкѣ, т . -е . если ( S j + 1 = 0, то изъ ( I I ) для р.= і-\-1 получимъ 

следовательно Щ, (S) = раціональному значенію [7. = ^ -

Если же Ш, G, несоизмѣримы, и поэтому разложеніе въ непре
рывную дробь никогда не закончится, то хотя величины съ 
возрастаніемъ индекса убываютъ, но все-таки ($ ни при одномъ 
конечномъ значеніи р. не будетъ равно нулю. Тогда изъ ( I I ) , по
лагая во-первыхъ р. = 2»« - f - 1 , во-вторыхъ р . = 2ш'-- |-2, гдѣ m,'m' 
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означаютъ произвольный положительныя цѣлыя числа, получимъ: 

31 = - f следовательно, %> U,J&, 

21 f = & w — ^ 7 7 , « следовательно, 31 > L r

î i B , M G < . 

или, соединяя неравенства вмѣстѣ: 

Отсюда уже слѣдуетъ, что каждое приближенное значеніе U 
съ четнымъ индексомъ меньше какого-либо приближеннаго зна-
ченія U съ нечетнымъ индексомъ. Изъ равенства 

! 1 ? • / Г , 

К — ü 2 = -—-— (см. пред. стр.) 

заключаемъ дальше, что 

следовательно, приближенныя значенія, индексъ которыхъ есть 
число четное, съ возрастаніемъ индекса увеличиваются, a тѣ, у 
которыхъ индексъ нечетный, съ возрастаніемъ индекса умень
шаются. 

Наконецъ равенство (см. ( IV) стр. 245) 

показываетъ, что при достаточно болыпихъ значеніяхъ in раз
ность L ' 2 l ) l + ] — U 2 m можетъ быть сделана произвольно малой, 
следовательно, двойной рядъ, 

I о ' ^ 2 ' - ^ 4 ' ' • •» • ' • ^5> ^ З ' 

состоящій изъ безконечно большого числа членовь обладаетъ 
всеми свойствами, необходимыми для опредѣленія нѣкотораго 
чиела (U2m\ Ь ' г ж 1 ] ) (см. -§ 1, стр. 328) ] ) . Если 31, ( î несоизме
римы, то это число несомненно ирраціональное, такъ какъ изъ 
неравенствъ 

^ 2 чі ^ ~q~ "̂ С ^ 2 m J-1 ' 

I) Это можно было-бы заключить и изъ равенства (И), стр. 35fi, не поль
зуясь, формулами для U p — 1 1 kT|i — t ^ - j . - C p . цитированную на стр. 323 
програмную работу. 

24* 
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гдѣ -— есть раціональная дробь, слѣдовало бы: 

а такъ какъ и (см. равенство ( I I I ) на предыд. стр.) 

u2lll(s<%<u2m+1(s, 
то при всѣхъ значеніяхъ m должно было быть 

3 1 — £ G < ( t f 2 w + ] - ï / 2 J G ; 

такъ какъ правая часть при достаточно большихъ значеніяхъ m 
становится произвольно малой, то могло бы И М Е Т Ь мѣсто лишь 
соотношеніе 

а это противорѣчитъ п р е д п о л о ж е н а . 
П о д ъ з н а ч е н і е м ъ о т н о ш е н і я в е л и ч и н ы 31 к ъ в е 

л и ч и н ' ! . (5 б у д е м ъ т е п е р ь п о н и м а т ь ч и с л о a = (U2w; 
іт

2т + 1), г д ѣ U п р е д с т а в л я ю т ъ п р и б л и ж е н н ы я з н а-
ч е н і я н е п р е р ы в н о й д р о б и , п о л у ч а е м о й п р и м ѣ н е -
н і е м ъ к ъ в е л и ч и н а м ъ 91, (§, п р о ц е с с а о б р а з о в а н і я 
н е п р е р ы в н о й д р о б и . 

На с о в п а д е т е этого опредѣленія отношенія въ случаѣ двухъ 
соизмѣримыхъ величинъ 91, ($ съ даннымъ на стр. 355 (какъ 
значеніе непрерывной дроби), указываетъ соотношеніе I X гл. V , 
§ 4 В, стр. 247 ! ) . 

Двойной рядъ (U2m; U2m + 1) въ силу соотношенія ( Ш ) стр. 357 
имѣетъ то свойство, что величины U2J&, число которыхъ безко-
нечно велико и которыя образуются изъ Gr умноженіемъ на члены 
первый группы двойного ряда, всѣ меньше нѣкоторой, несомнѣнно 
существующей величины 91, а величины £ / 2 т 4 і ( £ , которыя ана
логично получаются изъ {$ при помощи членовъ второй группы, 
всѣ больше чѣмъ 91. Это именно обстоятельство и привело къ 

1) О. S t o l z (Vorlesungen über allgemeine Arithmetik, I Tei l . V I I Abs
chnitt. 13) представляетъ значеніе отношенія при помощи конечной или безко-
нечной десятичной дроби (или систематической дробью при произвольномъ 
основаніи). Примѣненіе непрерывныхъ дробей мнѣ представляется болѣе есте-
ственнымъ. такъ какъ къ нимъ необходимо приводить повѣрка соизмѣримости 
двухъ однородныхъ величинъ, 

О или 91 
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мысли всякій разъ, когда получается двойной рядъ съ указан
ными свойствами, опредѣлять или создавать новое ч и с л о , кото
рое больше всѣхъ чиселъ первой группы и меньше всѣхъ чи
селъ второй группы этого двойного ряда. 

Конечно, изъ п р е д ы д у щ а я во всякомъ случаѣ не слѣдуетъ 
о б р а т н а я : т.-е. чтобы, при заданіи п р о и з в о л ь н а я иррациональ
н а я числа (а; А) и произвольной величины ( і какой-либо области, 
всегда существовала такая величина 31 той же самой области, 
чтобы для всѣхъ п 

а я е< Ж не
выполнимость же этого требованія представляетъ напротивъ ха-
рактерическое условіе наличности о с о б а я свойства у области 
величинъ, которое называютъ „непрерывностью". То обстоятель
ство, напримѣръ, что всѣ отрѣзки пряней образуютъ такую 
непрерывную систему величинъ, не очевидно само по себѣ и 
не доказуемо. Напротивъ, это положеніе представляетъ изъ себя, 
какъ это ясно поняли и высказали впервые G. C a n t o r 1 ) и 
R. D e d e k i n d 2 ) , аксіому, которую слѣдуетъ положить въ 
основаніе ариометическаго разсмотрѣнія линіи. Мы въ даль-
нѣйшемъ ограничимся системами величинъ, которыя непре
рывны въ указанномъ с м ы с л ѣ 3 ) , и покажемъ, что какимъ-либо 
соотношеніямъ между величинами такой области соотвѣтствуютъ 
такія же соотношенія между числами и обратно. 

1) Math. Aun. Bd. 5. стр. 128. «Но для того, чтобы установить указанную 
въ этомъ параграфѣ связь между областями числовыхъ величинъ, опредѣлен-
ныхъ въ 1-мъ §. и геометріе» прямой линіи, слѣдуетъ лишь присоединить еще 
аксіому, заключающуюся въ томъ, что и обратно каждой числовой величинѣ 
соотвѣтствуетъ опредѣленная точка прямой, координата которой равна этой 
числовой величинѣ, и равна именно въ смыслѣ,опредѣленномъ въ этомъ пара-
графѣ. Это предложеніе я назывдю аксіомой потому, что по своей природѣ 
оно не можетъ быть доказано». 

*) Stetigkeit uud irrationale Zahlen. 3 Aufl. Брауншвейгъ 1905, стр. 11. 
«Если всѣ точки прямой распадаются на два класса такого рода, что каждая 
точка перваго класса лежитъ влѣво отъ каждой точки второго класса, то су
ществуетъ одна и только одна точка, которая производить такое дѣленіе 
всѣхъ точекъ на два класса, такое сѣченіе прямой на два отрѣзка». «Приня-
тіе такого свойства линіи есть ничто иное, какъ аксіома, по которой мы и 
прйписываемъ прямой ея непрерывность, при помощи которой мы налагаемъ 
на прямую свойство непрерывности». 

3 ) Рѣшеніе вопроса, относится ли это предположеніе къ опредѣленной си-
стемѣ величинъ, конечно, не составляетъ предмета ариѳметики. 
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Такъ какъ всѣмъ этимъ мы не разъ будемъ пользоваться, то 
прежде всего убѣдимся въ томъ, что, если снова 

о = ( 9 і , ( $ ) = а ; 2 м ; і 7 2 я + ] ) 

и -^- раціональная дробь, то одновременно съ «5 а, также и 

G g î 9 t . Если, напримѣръ, имѣемъ р-<^а, то для достаточно 

большихъ значеній m слѣдуетъ, .что 

-р <U 

й, следовательно, также р G < F > 2 m G < 9 . 1 и т. д. 

Изъ 91 = 93 само собою получается (91, IS) = (33, G); такъ 
к а к ъ разЪоженія въ непрерывную дробь, служащія для опредѣ-
ленія обоихъ отношеній, тождественны. 

Если 91 > 23, то всегда существуютъ такія раоіональныя числа 
р (и ихъ безконечно много) что 
ч 4 • 

9 l > J ' G > 2 3 ; 
q ^ 

для этого слѣдуетъ лишь ] ) выбрать такое цѣлое число g, чтобы 
одновременно 

д(91 — 33) > G и g 3 3 > G 2 ) , 

и затѣмъ такъ опредѣлить такое положительное цѣлое число р, 
чтобы 

Уже изъ послѣдняго неравенства слѣдуетъ : 

- р G > 33; 

изъ 
д(91 — 33) > G 

получается 

91>33 + 1 G , 

1) По S t о 1 z'y, Vorlesungen über allgemeine Arithmetik, I Tei l , 5. Ab-
ehnitt, стр. 71. 

2) Возможность определить q согласно этимъ неравенствамъ напередъ 
предполагаете справедливость для нашей системы системы величинъ аксіомы 
Архимеда, гласящей, что. если изъ двухъ величинъ (£, Ш данной системы 31 
есть меньшая, то всегда существуетъ такое кратное 31, которое больше, 
чѣмъ (£. 
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и, такъ какъ 

то также и 

ЗА' ^ Ч*, 
— ч 

зі> 'е. 
Соотпошенія же величинъ 

3 ( > -р-(5, - 2 - G > 5 ö 
«у </ 

эквивалентны, какъ это было показано ранѣе , числовьшъ нера-
венствамъ 

(31, ( $ ) > j , | > ( 3 3 , (S). 

Такимъ образомъ, слвдствіемъ нашего предположенія, что 9 ( > 3 3 , 
является (31, (S)>(3> , (S). Также получимъ, что, если З і < 3 3 , 
то и (9Ï, (£•) < (33, (S). Поэтому теперь мы можемъ сдѣлать 
дальнѣйшее заключеніе, что и обратно изъ 

(IV) (9(, e-)|cö, И ) 
слѣдуетъ соответствующее соотношеніе 

91^33. 

Следовательно, равньшъ величинамъ соотвѣтствуютъ равныя 
числа (именно отношенія этихъ величинъ къ какой-либо вели
чине той же системы, выбранной за единицу), неравнымъ ве
личинамъ соответствуют^ въ томъ же смысле, неравный числа 
и обратно. 

Пусть теперь 
(9(, (S) = ( t f 2 M ; Г 2 т і 1 ) = я , 

следовательно, 

(V) и 
следовательно, 

(9J, e) = ( ? 7 2 m ; t''2m + 1) = ?\ 

ев 
X со 

о; 
К 

і) Знакъ равенства прлсоединенъ для того, чтобы не былъ исключенъ слу
чай соизмѣримости ве'личинъ. 
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тогда при помощи сложенія получимъ: 

(^2,„+ W2m)Ç^il + %^(Uim + 1 + ?A m . t J ) (S , 

а, следовательно, и 

U2m+ 77'2і„;§<31 + 33, (S) S U2m+1 + r 2 w + ] ; 

а это значить , 

(v i ) (Зі + зз, e )= (£7 2 m + L-'2,„; ^ 2 m + 1 + r / ' 2 m + ] ) 

— ( ^ ' 2 т ' ^ 2 m L l ' ~ f " ^ 2 т ' ^ 2 ш + і) 
= (ЗЕ G ) + (33, G). 

Следовательно, если дано равенство между величинами одного 
и того же рода: 

(VII) 31 + $ + = 31' -f- 35' - f • • •. 

и если (5 означаетъ какую-либо величину той-же системы, при
нятую за единицу, то прежде всего имьемъ по (IV) 

(31 33 + • - •, (5) = ОД' + 33'-] , G), 

а затвмъ на основаніи (VI) : 

(31, G) -Ь (33, G) + • • • = (ЗГ, G) + (33', G) - f • • -

или, подставляя для сокращенія вместо чиселъ соответствующая 
греческія буквы: 

( V I I I ) a + ßH =a' + ß'H 

Если же обратно, дано въ числахъ равенство, подобное 
( V I I I ) , то въ силу нашего предположенія, что система величинъ 
(31, 33,. . .) должна быть всегда непрерывной, можно, выбравъ 
произвольное G, найти величины 31, 33, . . . , 31', 33'.... этой 
системы т а к ъ , чтобы 

(3Ï, G) = a; (33, G) = p \ . . . ; (ЗГ, @) = а', (33', 6 ) = р " , . . . , 

и, следовательно, 

(31, 6) + (33, 6 ) + • • • = (ЗГ, G) + (33', G ) + • • • , 

откуда по (VI) снова слѣдуетъ: 

(31 _]_ % _ |_ . . . 7 '($•) = (31' - f 33' - f . • •, Ci) 
и по ( IV) : 

3(4-33.+ . . . = = 31 '+ 33' + . . - , 

такъ что равенства ATI и VT[I вполнѣ эквиваленты. 



ß S. Отношенія величинъ, какъ дѣйствительныя числа. 3ß3 

Изъ (V) далѣе получаемъ 

\_< — ijt - г г' ) 

2 т + 1 ' 

и отсюда: 

7 ^ - ^ ( 9 1 , S B ) S % — : 

а это зиачитъ, что 

(91, 23) 
° 2 ш + 1 '- 2 т 

(^2m> ^ 2 т + ] ) * ( ^ - 2 т ' ^ 2«! + 1 ' 

= (91, ($) : (33, G). 

С л е д о в а т е л ь н о о т н о ш е н і е к а к и х ъ-л и б о д в у х ъ 
о д н о р о д н ы х ъ в е л и ч и н ъ р а в н о ч а с т н о м у ч и с е л ъ , 
в ы р а ж а ю щ и х ъ о т н о ш е н і е э т и х ъ в е л и ч и н ъ к ъ в е 
л и ч и н е т о й ж е с и с т е м ы , п р и н я т о й з а е д и н и ц у . 

Пользуясь этимъ предложеніемъ легко показать теперь, что 

(п% и93) = (91, 23). 
(93, 91) = 1 : (91, 93) и т. д. 

и что вообще о б а о т н о ш е н і я п о д ч и н я ю т с я т ѣ м ъ ж е 
з а к о н а м ъ , к а к ъ ч и с л и т е л ь и з н а м е н а т е л ь д р о б и ; 
послѣднимъ только и оправдывается общепринятый способъ за-

31 

писи отношеній 91: 93 или ^ • Изъ равенства двухъ отношеній 

между величинами (называемаго „пропорціей") 

(IX) (91, 93) = (G, £ ) 
вытекаетъ непосредственно равенство слѣдующихъ двухъ число-
выхъ частныхъ 

(91, Щ :(93, 6 ) = ((£, (£) : (ID, (£) 
или 
(X) a :p = Y : ô 

и также обратно, при произвольномъ выборѣ ( і изъ равенства 
(X) слѣдуетъ равенство I X . 

Благодаря эквивалентности этихъ двухъ равенствъ, устана
вливаются предложенія о равенствахъ между отношеніями какихъ-
либо- величинъ, (иерестановка среднихъ, крайнихъ членовъ про-

і) См. опредѣленіе частнаго двухъ раціональныхъ чиселъ. § 5 стр. .341. 
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порціи, и т . д . ) , к акъ ихъ впервые изложилъ Е в к л и д ъ въ пя
той книгѣ своихъ элементовъ ] ) ; теперь эти предложенія непосред
ственно вытекаютъ изъ такихъ же предложеній для соотвѣтству-
ющихъ равенствъ между числовыми частными; доказательства по-
слѣднихъ не представляетъ никакихъ трудностей, если обосно
ваны всѣ дѣйствія надъ действительными числами. 

§ 9. Историческое замѣчаніе объ ирраціональныхъ 
числахъ2). 

Лишь въ новѣйшее время появляются ясное представленіе о 
сущности ирраціоналыіыхъ чиселъ и чисто ариометическое обо-

1) Е в к л и д ъ даетъ тамъ подробное изложеніе ученія объ отношеніяхъ. 
йе "давая при этомъ дѣпствительнаго, для математики пригоднаго, онредѣленія 
понятія: «отношение». Но онъ опредѣляетъ: два отношенія (2t, (f.) и ®') 
(гдѣ Ü3, 6 ' хотя и однородны между собой, но могутъ быть и неоднородны съ 
Ж, (£) должны называться равными, если для всѣхъ положительныхъ цѣлыхъ 
чиселъ p, q изъ qWssipül слѣдуетъ также q^'^pd,'; (91. ©) должно на
зываться больше, чѣмъ ( iß , если можно найти, по крайней мѣрѣ, одну 
пару цѣлыхъ чиселъ, для которыхъ одновременно qtyt ]> р($, и giB 
Исключительно на основаніи этого опредѣленія Е в к л и д ъ просто и со всей 
строгостью доказываетъ въ шестой книгѣ элементовъ теорему, что площади 
двухъ треугольниковъ съ равными высотами относятся между собой, какъ осно
вания, откуда сенчасъ же вытекаетъ теорема о пропорціональности отрѣзковъ, 
полученныхъ на двухъ лучахъ при нересѣченіи двумя параллельными; на этой 
теоремѣ можетъ быть построено все ученіо о подобіи безъ всякихъ противо-
рѣчій. Е в к л и д о в о оиредѣленіе равенства и неравенства двухъ отношенін 
мы можемъ легко вывести изъ нашего опредѣленія отношенія, какъ дѣйстви-
тельнаго числа, и нашего опредѣленія равенства и неравенства двухъ дѣйстви-
тельныхъ чиселъ. Два числа (Щ, ©) = а и (5$, (£') = ß мы въ § 1 стр. 330 

. р 

и 331 назвали равными другъ другу тогда и только тогда, когда изъ г s» — 

всегда слѣдуетъ, что и ß — , гдѣ — означаетъ какую-либо раціональную 

дробь. Но a ï g — равнозначно съ % 2g — (£ или q 2t p (£. a ß ̂  ~ равно

значно съ 58 5c — или g33 2=;.pfë'. Изъ опредѣленія, даннаго нами въ § 1 
стр. 331, получается также, что слѣдуетъ считать а > ji, если можетъ быть ука-

Р ~ Р зано хотя бы одно такое рацюнальное число ~ , что одновременно а _> — и 

Р < Д . т.-.е. Е в к л и д о в о условіе неравенства (9t, S) > (58, ©')• : 

-) По исторіи ирраціональныхъ чиселъ см. статью P r i n g s h e i m въ 
Encyklopädie der Mathematischen Wissenschaften Bd. I , Tei l I Nr. 3 и еще 
болѣе подробную статью Molk'a во французскомъ изданіи Энциююпедіи. 
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снованіе ихъ тооріи. Правда, различіе между соизмеримыми и 
несоизмеримыми отношеніями было известно уже древнимъ гре-
камъ — открытіе несоизмеримости діагонали и стороны квадрата 
приписываютъ П и ѳ а г о р у , — пониманіе же несоизмеримыхъ 
отношеній, какъ чиселъ, было совершенно чуждо грекамъ. Евклидъ 
также не знаетъ никакихъ ирраціональныхъ чиселъ; замѣной ихъ 
при обоснованіи ученія о подобіи служить ему его теорія отно-
шеній (элементы, книга У) х ) . 

Правда, въ средніе вЬка часто выполняли действія надъ кор
нями (numeri surdi), и знали также, что корни изъ раціональныхъ 
чиселъ, вообще говоря, не являются опять-каки числами раціо-
нальными. Вообще же на нихъ смотрели съ точки зренія прибли
женной математики, которой и теперь еще вполне достаточно 
для практическихъ вычисленій (ср. § 1, стр. 323). Впервые отчет
ливо выразилъ различіе между раціональными и ирраціональными 
числами, повидймому, M i c h a e l S t i f e l , который въ своей Arithme-
tica in tégra (Nürenberg 1544) говорить, что между двумя после
довательными целыми числами заключается съ одной . стороны 
безчисленно много раціональныхъ чиселъ, съ другой стороны 
безчисленно много ирраціональныхъ чиселъ, и ни одно изъ этихъ 
чиселъ не можетъ перейти изъ одной категоріи въ другую. Лѣтъ 
на 100 позднее Д е к а р т ъ (Géométrie 1637) обозначалъ буквами 
отношенія произвольныхъ отрвзковъ и оперировалъ съ ними, 
какъ съ числами, а Н ь ю т о н ъ въ своей Arithmetica universalis 
(1707) на первомъ плане поставилъ именно определеніе: „Per 
numerum abstractam quantitatis cuiusvis ad aliam ejusdem gene
ris quantitatem, quae pro unitate habetur, rationem intel l igimus", 
которымъ онъ, впрочемъ, более нигде уже не пользуется. Долгое 
время,придерживались такого геометрическаго обоснованія понятія 
числа и его нагляднаго лредставленія . Въ самомъ деле, ведь воз
можно, разсматривая одну изъ двухъ однородныхъ величинъ (напр. 
о т р е з к о в ъ ) к а к ъ единицу, другую привести, пріемомъ изложеннымъ 
въ § 8,. въ соответствіе. съ конечной или безконечной непрерыв
ной дробью, смотря потому, будутъ ли обе величины соизмеримы 
или несоизмеримы. Конечная непрерывная дробь есть число ра-

і ) Q. S t o l z (Vorlesungen' über allgemeine Arithmetik. Leipzig. 1885, I . 
Tei l , V I . Abschnitt, а также О. S t o l z и A. G m e і n е г, Theoretische Arith
metik, Leipzig 1902, I I . Abteilung, V I Abschnitt) излагаетъ Е в к л и д о в о учгеніе 
объ отношеніи въ новѣйшемъ освѣщеніи и обозначеніяхъ, и основываетъ на 
этомъ теорію ирраціональныхъ чиселъ. 
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ціональное; безконечно простирающаяся дробь, которая пока 
еще не имѣетъ смысла, могла бы быть опредѣлена, к а к ъ новое, 
иррациональное число, а право оперировать надъ такимъ симво-
ломъ, какъ надъ числомъ, основывалось бы на томъ, что этому 
символу, какъ и конечной непрерывной дроби соотвѣтствуетъ 
определенная величина (отрѣзокъ). Тогда такія два числа следова
ло бы считать равными или неравными въ зависимости отъ того, 
будутъ ли соотвѣтствующія величины (отрѣзки) равны или не 
равны и т. д. Чтобы теперь быть увѣреннымъ въ томъ, что по
лученный при помощи какихъ-либо дѣйствій надъ такими сим
волами, новый символъ всегда есть также число, необходимо 
было бы знать, что не только каждому отрѣзку соотвѣтствуетъ 
такого рода символъ, а также и наоборотъ всякому, такъ обра
зованному символу опять — онредѣленный отрьзокъ , т . - е . при
шлось бы воспользоваться аксіомой Кантора и Дедекинда (см. 
стр. 359), следовательно, для обоснованія теоріи ирраціональ-
ныхъ чиселъ былъ бы необходимъ элемента, чуждый ариѳме-
т и к е . Съ целью устроить этотъ недостатокъ, несколько выдаю
щихся математиковъ, почти одновременно, дали чисто ариоме-
тическую теорію ирраціональныхъ чиселъ. 

D e d e k i n d r ) исходить изъ того соображенія, что совокуп
ность всехъ раціоналыіыхъ чиселъ, безконечно многими способами 
можно разделить на два класса такъ , что произвольное число 
перваго класса меньше любого числа второго класса. Каждое та
кое раздвленіе раціональныхъ чиселъ онъ называетъ „сеченіемъ" . 
Если имеется въ первомъ классе наибольшее раціоналыюе число 
или во второмъ классе—наименьшее , то такое раціоналыюе число 
и производитъ сЬченіе. Если же ни въ первомъ классе н ь т ъ 
наиболыпаго, ни во второмъ классе наименьшаго числа (напр., 
если к ъ первому классу принадлежать все̂  раціональныя числа, 
квадраты которыхъ меньше 2, а ко второму все раціональныя 
числа, квадраты которыхъ больше 2), то D e d e k i n d „создаетъ" 
новое число — „ирраціональное", которое разсматривается, к а к ъ 
вполне определяемое сеченіемъ. Н а основаніи этого определенія 
должны быть теперь установлены сравненіе но величине ирра-

*) D e d e k i n d , Stetigkeit und irrationale Zahlen. Braunschweig 1872. 
3 Aufl. 1905. Ср. также Pasch, Einleitung in die Differential - und Integral
rechnung. Leipzig 1882 и Math. Ann. Томъ 40 (1892), стр. 149; Ricc i , Dei la 
teoria dei numeri reali se:oudo il concetto di D e d e k i n d . Giornale di Ma-
tematiche di Battaglini. T . 35 (4 т. I I серіи). Неаполь, 1897, стр. 22—74. 
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ціональныхъ чиселъ другъ с ъ д р у г о м ъ и съ числами раціональными, 
а также и дѣйствія надъ ирраціональными числами. Теорія D fi
de k i n d'à имѣетъ именно то преимущество, что каждому опре
деленному иррадіональному числу соответствуешь лишь един
ственное сѣченіе; но она, по крайней мѣрѣ для иервоначальнаго 
преподаванія, является нѣсколько абстрактной, и даже ея примѣ-
неніе въ анализѣ часто оказывается не особенно удобнымъ, такъ 
какъ ирраціональныя числа, вообще говоря, обычно не являются 
въ форм в сѣченій. 

W e i e r s t r a s s 1 ) исходить изъ ряда раціональныхъ чиселъ, 
состоящаго изъ безконечно-болыного числа членовъ, при чемъ 
дана возможность указать, какія раціональныя числа ЗДЕСЬ во
обще встречаются и какъ часто встречается каждое изъ нихъ 
(представимъ себе , напримеръ , безконечную десятичную дробь, 
въ которой любой десятичный знакъ можетъ быть найденъ 
определеннымъ алгориѳмомъ). Въ соответствіе съ такимъ рядомъ 
онъ приводитъ некоторую новую числовую величину, для кото
рой у с т а н а в л и в а е м понятіе о равенстве и неравенстве и опре-
деляетъ двйствія. Можно показать со всей строгостью, что раз
ность между вновь введенной числовой величиной и суммой до
статочно большого числа членовъ даннаго ряда можетъ быть 
сделана произвольно малой, на основаніи чего и имеемъ право 
разематривать введенное число, какъ предвльное значеніѳ ряда. 

Б о л е е удобнымъ въ ц е л я х ъ вычисленія является такъ назы
ваемое К а н т о р о в о 2 ) определеніе ирраціональныхъ чиселъ, 
опирающееся на идеи Вейерштрасса и представляющее особенно 
удачное для анализа развитіе его теоріи. Существуютъ ряды 
« j , а, , in inf., состояние изъ безконечно большого числа 
раціональныхъ чиселъ, члены которыхъ съ возрастаніемъ индекса 

') W e i е г s t r a s s излагалъ свою теорію въ своихъ Vorlesungen über 
«Analyt i sche Funktionen» въ Берлинскомъ университетѣ, но самъ не издалъ ихъ 
въ печатномъ видѣ. Свѣдѣнія о нихъ можно найти у К о s s а k. Programm
abhandlung des Friedrich-Werdersehen Gymnasiums zu Berlin 1872. у P i n-
c h e r 1 e, Giornale di Matematiche 18 (1880), стр. 185 и д . , и у В i e r m a n n'a. 
Theorie der analytischen Funktionen, Leipzig 1887 (стр. 19 и д.). 

2) G. C a n t o r , Math. Ann. Bd. 5 (1872). стр. 123; Math. Ann. Bd. 21 
(1883) стр. 545 и д. — H e i n e , Die Elemente der Funktionenlehre, Journal f. 
Mathematik. Bd. 74 (1872), стр. 172.— S t o l z , Vorlesungen über allgemeine 
Arithmetik. Leipzig 1885, 1 Tei l . V I I . Abschnitt.— S t o l z und G m e i n e r 
Theoretische Arithmetik, Leipzig 1902, I I , Abteilung, V U . Abschnitt, 
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сколь угодно близко подходятъ къ определенному раціональному 
числу. Если, напримѣръ, 

ап = У] L , то l im an—l. 

Въ этомъ рядѣ, если выбрать произвольно малое положи
тельное значеніе Ь, можно найти всегда такое число N, что 
для всѣхъ положительныхъ цѣлыхъ значеній ѵ и при n^N. 
разность a n + v — ап по абсолютному значенію будетъ < § . Если 
члены безконечнаго ряда аѵ « 2 , ffl3,--- удовлетворяютъ послед
нему условію, но при этомъ не существуетъ предѣльнаго р'а-
ціональнаго значенія (напримѣръ для 

v = l 

"въ случае если с ѵ получаютъ лишь значенія 0, 1, 2,-• • 9, не 
образуя при этомъ періода), то C a n t o r приводитъ въ соотвѣт-
ствіе съ этимъ рядомъ нѣкоторое число Ъ, которое, благодаря 
этому, становится определенной величиной, для которой должны 
быть установлены, какъ четыре основныя действія , т акъ и по-
яят ія равенства и неравенства. 

Уже C h . M é r a y 1 ) незадолго до С a n t o r ' а опубликовалъ 2 ) 
теорію почти тождественную съ теоріей C a n t o r ' a . 

Въ интересахъ начинающихъ намъ казалось наиболее цвле -
сообразнымъ для установленія понятія ирраціональныхъ чиселъ 
исходить изъ алгориѳма, при помощи котораго въ области ра-
ціональныхъ чиселъ мы вычисляли тѣ значенія, которыя Для 
практическихъ цѣлей могутъ замѣнить не существующія рѣшенія 
некоторыхъ уравненій какъ-то х2 — а и дх — а {a, g произволь
ный положительныя раціональныя числа). Поэтому въ основу 
нашего изложенія мы положили определеніе ирраціональныхъ 
чиселъ, какъ двухъ сходящихся другъ съ другомъ монотонныхъ 

!) Revue des soc i é té s savantes: sciences mathémat iques (2) 4,1869, стр. 284. 
и Nouveau précis d'Analyse inf ini tés imale . Paris 1872, Art. 1—9. 

2 ) Своеобразной и противоположной веѣмъ этимъ ариѳметическимъ теорі -
ямъ точки зрѣнія придерживается G . F r e g e въ своемъ сочиненіи «Grund
gesetze der Ari thmet ik» Bd- Jena 1903, стр. 69—162. 
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рядовъ, которое съ одной стороны непосредственно примѣнимо 
к ъ вычисленіямъ съ ирраціональными числами, такъ какъ даетъ 
возможность искомое ирраціональное число непосредственно за
ключить между низшей и высшей границей (см. § 6) и съ дру
гой стороны допускаетъ простое и естественное опредѣленіѳ 
отношенія величинъ, какъ дѣйствительнаго числа (см. § 8) 3 ) . 

*) Этотъ ходь мыслей, который слѣдуетъ разсматривать, какъ видоизмѣ-
неніе теоріи C a n t o r'a, встрѣчается также, по крайней мѣрѣ, въ видѣ на
мека у B a c h m a n n'a, Vorlesungen über die. Natur der Irrationalzahlen, 
Leipzig 1892. B a c h m a n n здѣсь, также какъ и C a n t o r , обосновываетъ 
опредѣленія больше, меньше, равно, на понятіи разности двухъ ирраціональ-
ныхъ чиселъ, въ то время какъ мы опредѣленіе этихъ соотношенш дали въ 
§ 1-мъ до изложенія дѣйствій, чтобы сейчасъ же, съ самаго начала, вновь 
опредѣленныя числа, можно было ввести въ рядъ раціональныхъ чиселъ. 
Ср. также С а p е 11 і. Saggio sulla introduzione dei numeri irrazionali col 
metodo delle dass i contigue. Giornale di Matemaiche di Battaglini, томъ 35, 4. 
Томъ второй серіи Napoli 1897. 



Г Л А В А V I I . 

Комплексныя числа, 

§ 1. Историческое введеніе. 

После введенія иррадіональныхъ чиселъ мы имѣемъ возмож
ность изъ любого положительнаго числа извлечь корень любой 
степени (см. гл. V I , § 7 С), а также найти логариомъ всякаго 
положительнаго числа при любомъ положительномъ основаніи 
(гл. V I , § 7 Е). Но все-таки задача опредѣлить число х т а к ъ , 
чтобы х2п = — а, гдѣ 2п есть нѣкоторое четное число, а — я 
какое-либо отрицательное число, остается еще не разрѣшенной, 
такъ какъ (2н)-ая степень каждаго дѣйствительнаго, положи
тельнаго или отрицателыіаго, раціональнаго или ирраціональнаго 
числа положительна. Въ самомъ дѣлѣ, равенство х2 =—100, 
мы не можемъ сделать разрѣшимьшъ, даже замѣняя данныя числа 
2 и —1 0 0 другими произвольно къ нимъ близкими числами 
(ср. гл. I I , § 5 С и гл. I I I , § 3 F). Мы также не можемъ -

пока определить и логариѳма отрицательнаго числа при поло
жительномъ основаніи. Соответственно этому въ теченіе всѣхъ 
древнихъ и среднихъ вѣковъ придерживались того воззрѣнія, что 
квадратныя корни изъ отрицательныхъ чиселъ не существуютъ; 
о логариомахъ же тогда и вообще не было еще рѣчи. Еще 
C a r d an о въ его „Prac t i ca Arithmeticae generalis" въ 1539 году 
считаетъ квадратный корень изъ отрицательнаго числа „невоз
м о ж н ы м и . Хоть же самый C a r d a n о нѣсколько лѣтъ спустя 
(Ars magna, cap. 37,1543) оказался яервымъ, отважившимся про
изводить вычисленія надъ квадратными корнями изъ отрицатель
ныхъ чиселъ, и именно т а к ъ , какъ и надъ прочими числами. Онъ 
показываешь, что являющаяся неразрешимой задача о разложе-
ніи числа 10 на два слагаемыхъ, произведете которыхъ рав
нялось бы 40, формально разрешается при помощи выраженій 
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5 AzV—1-г> въ томъ смыслѣ, что если примѣнить къ этимъ вы-
раженіямъ обычный правила дѣйствій и при этомъ произведете 
Y — 15 • ] / — 15 положить равнымъ — 15, то сумма ихъ и на са
момъ дѣлѣ будетъ равна 10, а произведете 40. Здѣсь C a r d a n o 
свободно оперируетъ надъ символомъ j / " — 15, который по существу 
есть не что иное, какъ условное выраженіе нѣкоторой задачи (а 
именно: н а й т и число, квадратъ котораго имѣетъ з н а ч е н і е — 1 5 ) , 
какъ надъ символомъ дѣйствительнаго существующаго числа. 
На такомъ пониманіи математика оставалась приблизительно 
около двухъ съ половиной столѣтій. Въ теченіе X Y I I и X Y I I 1 
столѣтій все шире и шире пользовались корнями квадратными 
изъ отрицательныхъ чисеяъ. Чѣмъ болѣе подвигались впередъ 
ариометика, алгебра и анализъ, тѣмъ болѣе корни квадратные 
изъ отрицательныхъ чиселъ, такъ сказать, навязывались матема-
тикамъ, которымъ совсѣмъ уже не было возможности обходиться 
безъ нихъ. Слово „ imaginär" (воображаемый) Д е к а р т ъ ввелъ 
въ своей „Geometrie" въ 1637 году для такихъ корней уравне-
нія, которымъ не соотвѣтствуетъ конкретной величины 1 ) . Въ 
ХѴШ столѣтіи C o t e s , M o i v r e s и прежде всего L . E u 1e r 
который и в в е л ъ 2 ) обозначеніе і для \/~ — Д о к а з а л и особыя за
слуги въ дѣлѣ формальнаго развитія ученія о мнимыхъ числахъ. 
Но и самые выдающееся мыслители того времени еще не достигли 
яснаго представленія о сущности мнимыхъ чиселъ и о ихъ 
правѣ на существованіе. Наличность мнимыхъ множителей Л е й б-
н и н ъ (въ одномъ изъ сочиненій 1702 года о разложеніи данной 
дроби на элементарный) называетъ „изящнымъ и чудеснымъ убѣжи-
щемъ божественнаго духа; это выродокъ міра идей, почти двойствен
ное существо, находящееся между быть и не быть" ( C a n t o r , I I I , 
стр. 273), а Э й л е р ъ въ своей алгебрѣ говорить ( г л . 1 4 3 — 1 4 4 ) , 
„квадратные корни изъ отрицательныхъ чиселъ, въ виду того, 
что они не больше и не меньше нуля и не являются самимъ 
нулемъ, не могутъ быть причислены к ъ возможнымъ числамъ" . 

!) «Caeterum radices tarn verae (положительные) quam falsae (отрицатель
ные) non semper sunt r e a l e s , sed aliquando tantum i m a g i n a r i a e : hoc 
est. semper quidem in qualibet aequatione tot radices quot dixi imaginari licet; 
verum nulla interdum est quntitas, quae illis, quas imaginamur. respondet» . (Ла
тинское изданіе «Геометріи» 1659, томъ I , стр. 76; ср. C a n t o r I I , стр. 795). 

2) «Formulam у/ — 1 littera г in posteriorem designabo, ita ut sit 

i • i~—1, ideoque -V = — «»• C a n t o r I V , стр. 315. 

К Форберъ Ариѳметика. 
25 
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Отсюда намъ ясно, что хотя и было невозможно отрицать 
большую пользу, приносимую мнимыми числами, все-таки къ ихъ 
примѣненію относились недовѣрчиво и старались провѣрить ре
зультаты, полученные при помощи послѣднихъ, раньше, чѣмъ 
пользоваться ими. Полную ясность въ сущность мнимыхъ чи
селъ внесло лишь X I X столѣтіе. Мы уже р а н ь ш е 1 ) указали на 
то, въ какихъ двухъ смыслахъ можно говорить о реальности по-
нятій какихъ-либо чиселъ. Прежде всего удалось показать , что 
мнимымъ числамъ (по терминологіи G. C a n t o r ' a ) принадле
ж и м „транзіентная" реальность, или что ихъ слѣдуетъ отне
сти къ „актуальнымъ" (по Н . Н а п к е Г ю ) числамъ, т . -е . , 
иными словами, удалось показать, что эти числа могутъ быть 
разсматриваемы, какъ отображеніе опредѣленныхъ соотношений 
между действительными величинами. Если и встрѣчались опре-
дѣленныя попытки геометрически изобразить мнимыя числа уже 
у J o h n W a l l i s 2 ) и у H e i n r i c h K ü h n 3 ) , то все-таки 
первое настоящее и полное представленіе мнимыхъ чиселъ при 
помощи направленныхъ отрѣзковъ (векторовъ) далъ въ своей 
работѣ „ О т Directionens analytiske ß e t e g n i n g " , представленной 
одной изъ датскихъ академій въ 1797 году, норвежско-датскій 
землемѣръ C a s p a r W e s s e l 4 ) . Онъ въ этой работѣ опредѣля-
етъ сложеніе и умноженіе т а к и х ъ отрѣзковъ въ формѣ, принятой 
теперь, и, такимъ образомъ, выясняетъ реальную основу дѣй-
ствій надъ мнимыми числами. Къ сожалѣнію, прекрасная работа 
W e s s e Г я не встрѣтила никакого вниманія со стороны е г о . с о -
временниковъ; долгое время ее игнорировали и только около 
ста лѣтъ спустя послѣ ея появленія о ней снова вспомнили 5 ) . 
До того времени считали „Essai sur une manière de représenter 

i) Глава V I , § 1, стр. 329, прим. 1. 
*) W a l l i s . Algebra. Opera math. т. I I . гл. 66—67, 1693. Ср. H . I I a li

k e 1. Theorie der komplexen Zahlensysteme. Леііпцигъ 1867. стр. 81 и 82. 
3 ) H . K ü h n (преподаватель математикп гимназіи въ Данцигѣ), «Medita-

tiones de quantitatibus imaginariis construendis et radicibus imaginariis exhi-
beudis» , напечатаны въ отчетахъ Петербургской академіи за 1750 и 1751. Ср. 
C a n t o r I I I , стр. 726—728. 

*) Родился въ Jonsrud, въ Норвегіи, въ 1745 году. W e s s e l жилъ съ 
1763 года въ Копенгагенѣ, гдѣ онъ по окончаніи ученія занялъ мѣсто з е -
млемѣра. 

5 ) Она была издана въ 1897 г. на французскомъ языкѣ подъ заглавіемъ: 
«Essai sur la représentat ion analytique de la dire t ion». Cp. Jahrbuch über die 
Fortschritte der Mathematik, томъ 28 (1897) стр. 45 и 497. 
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les quant i tés imaginaires" (Парижъ 1806, ср. также Annales de 
Gergonne, томъ IV, стр. 61 и 133, томъ V, стр. 197j A r g a n d ' a 
.за первое печатное сочиненіе, въ которомъ вопросъ о геометриче-
скомъ представленіи мнимыхъ чиселъ былъ разрѣшенъ вполнѣ 
удовлетворительно. Наибольшее же вліяніе на распространеніе 
ясныхъ представлений о сущности мнимыхъ чиселъ оказалъ K a r l 
F r i e d r i c h G a u s s . Какъ мы теперь знаемъ, Г а у с с ъ , хотя и 
сравнительно рано изобрѣлъ геометрическое представленіе мни
мыхъ чиселъ и уже пользовался имъ въ письмѣ к ъ В e s s е Гю 
отъ 18 декабря 1811 года (издано 1880) при изложеніи осно
вныхъ принциповъ теоріи функцій к о м п л е к с н а я перемѣннаго, 
однако математическому міру онъ со всей полнотой и ясностью 
выяснилъ транзіентную реальность такъ называемыхъ мнимыхъ 
величинъ лишь въ 1831 году въ своемъ сообщеніи о выходѣ въ 
свѣтъ второго сочиненія по теоріи биквадратичныхъ вычетовъ 
( G a u s s ' Werke, томъ I I , стр. 165— 178) и этимъ весьма со-
дѣйствовалъ общему признанію ихъ равноправія съ действи
тельными числами. Г а у с с ъ большую часть вины въ царившей 
по этому вопросу неясности приписываетъ не вполнѣ удачному 
названію новыхъ чиселъ. Послѣ того, к а к ъ были установлены 
величины, соотвѣтствующія квадратнымъ корнямъ изъ отрица-
тельныхъ чиселъ, естественно отпало основаніе для введеннаго 
Д е к а р т о м ъ термина, и на самомъ дѣлѣ оказывается болѣе 
примѣнимымъ предложенное Г а у с с о м ъ названіе ] ) „комплекс
ный числа" для выраженій, образованныхъ изъ дѣйствитель-

ныхъ чиселъ и ) / — 1. 
Затѣмъ перешли к ъ изслѣдовапію „имманентной" реально

сти комплексныхъ чиселъ, подводя ихъ подъ еще болѣе общее 
понятіе числа, а именно, подъ понятіе комплекснаго числа съ 
произвольнымъ числомъ единицъ. При этомъ обнаружилось важ
ное и интересное обстоятельство, что изъ всѣхъ мыслимыхъ си-
стемъ комплексныхъ чиселъ только система обыкновенныхъ ком
плексныхъ чиселъ оказалась единственной, для которой остаются 
въ силѣ 2 ) в с ѣ законы дѣйствій, установленные для дѣйстви-
тельпыхъ чиселъ. Изъ числа изслѣдователей, проложившихъ пути 
въ области комплексныхъ чиселъ общаго вида, слѣдуетъ прежде 

0 G a u s s ' W e r k e . ' т о м ъ И. стр. 102. 
*) Что G a u s s также уже пришелъ къ этому заключенію, слѣдуетъ изъ 

іюелѣдняго иредложенія приведеннаго въ выше указанномъ сообщеніи. 

25* 
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всего указать (Sir Wi l l i am Rowan Hamilton) Г а м и л ь т о н а , за-
нимавшагося относящимися к ъ этому вопросу изслѣдованіями 
съ 1833 года и изобрѣтшаго въ 1843 году свои „кватерніоны", . 
тѳорію которыхъ онъ подробно изложилъ въ „Lec tures on Qua
ternions" (Дублинъ 1853) и въ „Elements Of Quaternions", 1866. 
(Нѣмецкій переводъ Р . G l a n , 1882—1884), а также Г е р м а н а 
Г р а с с м а н а , который свои еще болѣе общія изслѣдованія из
ложилъ въ трудѣ „Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig 
der Mathematik" и въ переработке этого труда, изданной 1862 г. 

Большія услуги распространенію яснаго представленія о сущ
ности комплексныхъ чиселъ и завернгенію теоріи, оказали въ осо
бенности H . H a n k e l своей „Theorie der komplexen Zahlensysteme", 
Лейпцигъ 1867 г., и К. W e i e r s t r a s s своими лекціями J ) , чи
танными въ Берлинскомъ университетѣ съ начала шестидесятыхъ 
годовъ прошлаго столѣтія. Изъ новѣйшихъ изслѣдованій мы ука-
жемъ на статью Е. S t u d y „Theorie der gemeinen und höheren 
komplexen Grössen", томъ 1, стр. 147-— 183 въ Encyklopädie 
der Mathematischen Wissenschaften. 

Въ § 2 мы излѳжимъ въ существенныхъ чертахъ по W e i е г-
s t r a s s ' y (и именно, главнымъ образомъ, на основаніи лекцій, 
читанныхъ въ зимнемъ семестрѣ 1882—1883 гг.) теорію ком
плексныхъ чиселъ, составленныхъ изъ двухъ единицъ, и по-
кажемъ, на основании какихъ требованій возникаетъ необходи
мость ввести простыя комплексный числа. 

Затѣмъ въ § 3 укажемъ систему величинъ, для которой можно 
установить соединенія, вполнѣ соотвѣтствующія дѣйствіямъ надъ 
обыкновенными комплексными числами и, наконецъ, въ § 4 пока-
жемъ, что въ области этихъ комплексныхъ чиселъ наши семь 
дѣйствій всегда выполнимы и что тѣмъ самымъ ариометику, 
по скольку она касается этихъ семи дѣйствій, можно считать 
удовлетворительно завершенной. 

i) Нѣкоторыя указанія относительно введенія В е й е р ш т р а с с о м ъ 
комплексныхъ чиселъ находятся у К о s s a k'a въ Programm der Friedrich-Wer-
derschen Gymnasiums zu Berlin vom Jahre 1872, auf Grund der W e i e r 
s t r a s c h e n Vorlesungen vom Wintersemester 1865/66 и P i n c h e r l e въ 
Giornale di Matematiche (G. В a t t a g i i n i ) томъ 18 (1880), стр. 203—210, 
лекціи 1877/78. Самъ В е й e р ш т р а с с ъ онубликовалъ одно сочиненіе, въ 
которомъ обработанъ спеціальный вопросъ отоіі облас іѣ, а именно: «Zur The
orie der aus n Haupteiuheiteu gebildeten komplexen Grössen» , Гёттингенъ 1884, 
Gesummelte Werke, томъ I I , стр. 311. 
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§ 2. Теорія комплексныхъ величинъ, образованныхъ изъ 
двухъ единицъ. 

А. Опредѣленіе. Равенство. Сложеніе и вычитаніе. Пере-
ходъ къ другимъ единицагаъ. 

Мы пришли къ представленію натуральнаго числа (гл. I , § 1) 
исходя изъ множествъ, всѣ элементы которыхъ можно считать 
равноценными по отношенію къ цѣлямъ, стоящимъ на первомъ 
планѣ нашего интереса ,—къ представленію дробнаго (гл. I I , § 1) 
изслѣдованіемъ множествъ между значеніями элементовъ кото
рыхъ существуютъ опредѣленныя соотношенія, и к ъ представленію 
относительиыхъ чиселъ (гл. I V , § 1), разсматривая множества, въ 
которыхъ встрѣчаются противоположные другъ другу элементы. 
Всѣ эти множества мы могли охарактеризовать однимъ назва-
ніемъ и однимъ числомъ. Теперь обратимся к ъ изученію мно
жествъ, несомнѣнно содержащихъ два элемента, между которыми 
не существуетъ ни одного изъ упомянутыхъ соотношеній, т . -е . 
эти элементы нельзя разсматривать, ни какъ однородные, и ни 
одинъ изъ нихъ не можетъ быть эквивалентенъ раціональному или 
ирраціональному кратному другого, или кратному противополож
н а я ему. 

Какъ и раньше, отвлечемся снова отъ всѣхъ особыхъ свойствъ 
этихъ элементовъ, и пусть намъ только извѣстна сейчасъ ука
занная независимость одного отъ другого, и результатъ такого 
абстрагированія двухъ элементовъ назовемъ соотвѣтственно еди
ницами ег и е0. 

Въ разсматриваемомъ множествѣ также можетъ встрѣчаться 
сколько угодно элементовъ равнозначныхъ съ ег и е 2 , а также 
и всѣ элементы, которыя можно обозначить черезъ 

~'Х ~Іі zzri zr'X 

(п1. и п2 произвольный цѣлыя числа). 
Далѣе напередъ предположимъ, что если у —(с, , ; Сп) озна

чаетъ какое-либо ирраціональное число (см. гл. V I , § 1), то су
ществуетъ также такія величины а и Ь, что для всѣхъ значеній n 

e » e n < U < ° n e l И С п е 2 < Ь < С п ( ' А 

слѣдовательно, согласно § 8 главы V I подъ ус, и соотвѣтственно 
подъ уе 3 должны разумѣть эти величины а и Ъ. ІІримѣняя ме-
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тоды, изложенные въ предыдущихъ главахъ, мы можемъ всѣ члены 
множества, стоящіе въ извѣстныхъ отношеніяхъ к ъ ег, соеди
нить въ одинъ единственный а ^ , - a также соединить всѣ члены, 
стоящіе въ опредѣленномъ отношеніи к ъ е2, въ одинъ членъ 
а2е2, и, слѣдовательно, можемъ наше множество охарактеризо
вать символомъ (otjfj, а2е2), гдѣ а 2 , а2 означаютъ теперь как ія -
либо положительныя или отрицательный, раціональныя или ирра-
ціональныя ч и с л а 1 ) . С и м в о л ъ (ахех, а2е2) м ы т е п е р ь б у 
д е м ъ п о н и м а т ь т а к ъ ж е , к а к ъ н ѣ к о т о р о е ч и с л о , 
и въ отличіе отъ введенныхъ до сихъ поръ дѣйствительныхъ 
чиселъ — назовемъ к о м п л е к с н ы м ъ ч и с л о м ъ , такъ к а к ъ 
дѣло здѣсь идетъ не о чемъ иномъ, к а к ъ о комплексѣ двухъ 
дѣйствительныхъ чиселъ я 1 ( а2, т . -е . о ихъ соединеніи въ одно 
понятіе. Дѣйствительныя числа содержатся среди комплексныхъ; 
они соотвѣтствуютъ тому случаю, когда множество содержитъ 
только элементы одного рода, следовательно, имъ соотвѣтствуетъ 
символъ (ахеѵ 0) или проще агеЛ

 2 ) . Право разсматривать к а к ъ 
число подобную совокупность двухъ чиселъ покоится на воз
можности такого опредѣленія, что мы и покажемъ, равенства и 
дѣйствій надъ этими числами, что всѣ законы дѣйствій, дока
занный для дѣйствительныхъ чиселъ, остаются справедливыми, 
и установленныя операціи при а2 = О переходятъ въ операціи 
надъ действительными числами. 

Такъ к а к ъ по нашему предположенію ни для одной пары дѣй-
ствительныхъ чиселъ аѵ а2, кромѣ 

aj = а2 = 0 

aj<?j и а2е2 не могутъ иметь равныхъ значеній, то мы можемъ 
д в а к о м п л е к с н ы х ъ ч и с л а 

а = (а1с1, а2с2) и Ь = (^еѵ $2е2) 

1) Если при опредѣленныхъ изслѣдованіяхъ at и а 2 могутъ имѣть лишь цѣ-
лыя значенія, то не слѣдуетъ, конечно, предполагать существованіе долей чи
селъ et и е2. 

2) Названіе «дѣііствительное число» не отвѣчаетъ, слѣдовательно, сути 
дѣла. Мы должны были бы собственно сказать, «числа, образованный» при 
помощи одной единицы, но мы сохраняемъ названіе «дѣйствительное число», имѣ-
ющее за собой историческая основанія, такъ какъ это названіе вполнѣ заво
евало себѣ права гражданства. Названіемъ «мнимыя числа» мы будемъ въ даль-
нѣйшемъ пользоваться для обозначенія комплексныхъ чиселъ безъ дѣнствитель-
ной части. Подъ «собственно мнимымъ числомъ» понимаютъ число вида а% е2. 
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назвать р а в н ы м и другъ другу только тогда, когда аг = fr, 
и a 2 = ß 3 . Непосредственно видно, что изъ этого опредѣленія 
вытекаетъ слѣдующее: если а = Ь и Ь — с, то и а должно рав
няться с. 

Подъ суммой чиселъ, соотвѣтствующихъ какимъ либо множе-
ствамъ мы всегда понимали число, которое соотвѣтствуетъ но
вому множеству, полученному изъ соединенія этихъ множествъ; 
согласно этому мы и о п р е д ѣ л я е м ъ , теперь: 

(I) (aid, a 2e ä) - | - ( f re i , fre.>) = ((a t fr)eb (a-> + fr) e a ) . 

На основаніи нашего опредѣленія суммы очень легко пока
зать, что если а, а, Ь, с означаютъ какія либо комплексный 
числа, то изъ 

а = а 
слѣдуетъ также, что и 

а -[— Ь = а - j - Ь, 
и что 

а-\-Ь = Ь-\-п, 
такъ же, какъ и 

(a - f b) 4- с — а -Ь (Ь -Ь с). 

Точно также должно имѣть мѣсто 

(а.іеь а2е->) — (f re i , fre2) = ((ai — fr) e u (a-i — fr) е-г). 

Подъ произведеніемъ j j i - ^ e , , Я 2 Р 2 ) , т акъ же какъ и подъ 
произведеніемъ ( я ^ , я 2 е 2 ) - р , гдѣ р. означаетъ какое либо дѣй-
ствительное число, мы будемъ понимать комплексное число 
(pta^ej, (р.я 2 )е 2 . Тогда, какъ не трудно видѣть, 

(p-v)a = p.(va), 
(p. - j - v) я = p.a + v a> 
р.(й4-г>) = да4-р.6, 

если p., v означаютъ какія-либо действительный, а a и 6 какія-
либо комплексный числа. 

Мы можемъ наши комплексный числа писать и въ НЕСКОЛЬКО 
иной формѣ, чѣмъ до сихъ поръ, такъ какъ на основаніи (I) 

{а.хеѵ a2e2) = (a 1e 1, 0)4-(0, я 2 е 2 ) = я 1 е 1 4-a2e2. 

Предметомъ нашего разсмотрѣнія являются, следовательно, всѣ 
линейныя соединенія обѣихъ единицъ е1 и е 2 съ произвольными 
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действительными числами аѵ а 2 въ качестве коэффиціентовъ. 
Прежде всего возникаетъ вопросъ: если а = а1с1 -\-а2е2 и Ь = 
= Р / і -f" р 2 е 2 С У Т Ь какія-либо числа нашей области, то нельзя ли 
какое-либо третье число с = YI CI Ч - Ѵзл2 представить также въ 
видѣ линейнаго соединения съ действительными коеффиціентами 
чиселъ а и Ь, т . -е . возможно ли определить действительный 
числа S и г, т а к ъ , чтобы 

Y А + bps = - (аіеі + Ч'е + ТІ + fV'2>? 

Въ силу определенія равенства двухъ комплексныхъ чиселъ для 
этого достаточно и необходимо, чтобы 

Если предположить, что а^2 — a 2 ^ S * 0 , то оба эти равен
ства удовлетворятся значеніями 

Определеніе S, ÏJ при произволышхъ значеніяхъ у, и у 2 , ста
новится, напротивъ, невозможнымъ, если а$2 — а2[43 = 0. Въ 
этомъ случав можно задаться двумя числами /. и р. т а к ъ , чтобы 

).а-\-цЬ = 01). 

Следовательно, все числа нашей области мы действительно 
можемъ линейно выразить черезъ какія-либо два изъ нихъ съ 
действительными коэффиціентами, за исключеніемъ такихъ , ме
жду которыми существуетъ линейное соотношеніе съ действи
тельными коэффициентами. Поэтому, если окажется цвлесообраз-
нымъ, мы можемъ выбрать за единицы вместо ег и е 2 и два дру-
гихъ числа нашей области, линейно независимыхъ другъ отъ 
д р у г а 2 ) . 

В . У м н о ж е н і е . 

Въ то время какъ определенія суммы и разности двухъ ком
плексныхъ чиселъ естественно и свободно получились изъ опре-

') Для )., ц можно выбрать какую-либо систему значенііі, удовлетворя-
юіцнхъ двумъ слѣдующимъ равенствамъ: 

2 ) В с ѣ соображения, приведенный въ А, легко распространяются и на числа, 
составлениыя изъ произвольнаго числа единицъ. 
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дѣленія соотвѣтствующихъ операцій, которыя слѣдуетъ произ
вести надъ множествами, к ъ установление опредѣленнаго значе-
нія произведенія съ самаго начала нѣтъ никакой категорической 
необходимости. Вѣдь умноженіе для дробныхъ, относительныхъ и 
ирраціональныхъ чиселъ не имѣетъ уже того смысла, какъ для 
натуральныхъ чиселъ (сравни, гл. I I , § 4, гл. ІУ, § 5 А и гл. V I , 
§ 4). Слѣдовательно, можетъ итти рѣчь лишь о томъ, возможно ли 
установить такое дѣйствіе для полученія числа с изъ двухъ дан-
ныхъ чиселъ 

а — a/ ' j - j - а2е2, b = p\<?j - | - fS2e2, 

которое мы вправѣ назвать также „умноженіемъ" по той при-
чинѣ, что оно, во-первыхъ, въ томъ частномъ случаѣ когда 

а 2 = 0, % = 0 

переходить въ ранѣе опредѣленное умноженіе, и что, во-вто-
рыхъ, для него остаются справедливыми всѣ законы умноженія,. 
доказанные для ранѣе введенныхъ чиселъ. 

ІІослѣднее требованіе выполняется (ср. гл. I , § 5 С), если 
имѣютъ мѣсто три равенства, носящія названія коммутативнаго, 
ассоціативнаго и дистрибутивнаго законовъ. Чтобы при умноже-
ніи не выходить изъ нашей числовой области, мы устанавлива-
емъ далѣе , что произведете двухъ произвольныхъ комплексныхъ 
чиселъ должно быть числомъ комплекснымъ вида Y i e i ~ b ï 2 e 2 ' г л ^ 
YJ И Y2 означаютъ действительные коэффициенты л ) . То, что 
должно имѣть мѣсто для произвольныхъ комплексныхъ чиселъ, 
конечно должно оказаться вѣрнымъ и для самыхъ единицъ ег и е2, 
поэтому полагаемъ: 

^2^1 ' ']^] Н~ ^2^2' 

( I I ) е1е2 = е2е1 = ]х1с1-і

г]Х2е2, 

с2е2 = = V J 6 J -\- ѵ2?2) 

і ) ;Это утвгржденіѳ не является необходимым!.. Н. G r a s s m a n n въ 
своемъ ученіи о нротяженіи опредѣлялъ «умноженія», въ которыхъ произведете 
отличалось по своей природѣ отъ сомножителей. Ср. въ особенности наряду 
съ прочими работами G г a s s m а и n'a его сочиненіе «Sur les divers genres 
de multipl ication», Journ. f. Math, т. 49, стр. 123. H . H a n k e l (Theorie der 
komplexen Zahlensysteme, стр. 106) называетъ систему комплексныхъ чиселъ, 
удовлетворяющую вышеозначенному требованію. «ограниченной» (begrenztes) 
системой. 
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гдѣ коэффиціенты правой части, прежде всего, суть какія либо 
действительный числа, и 

( а Л ) ( ß ^ , ) = (ajßjj (е1е1) = {а1^1) + )2е2), 

( I I I ) (а^) (ß 2 e 2 ) = ( a 1 ß 2 ) (е 3 е 2 ) = ( а ^ 2 ) ( p ^ - f - p 2 e 2 ) , 

(a 2e 2) (ß 2 e 2 ) = (a 2 ß 2 ) (e2e2) = (a 2 ß 2 ) (v3e3 + v 2e 2). 

Теперь намъ предстоитъ задача изслѣдовать, возможно ли 
коэффиціэнты À2, Pj, p 2 , V j , v2 опредѣлить такъ , чтобы для 
произведенія двухъ произвольныхъ комплексныхъ чиселъ 

а = ajPj -\- а2с2, b = frea - f 2̂̂ 2 

выполнялись всѣ установленныя ранѣе требованія. Каждой си
стеме значеній коэффиціентовъ )., р., ѵ соотвѣтствуетъ опре
деленное умноженіе и различныя возможныя системы комплекс
ныхъ чиселъ отличаются другъ отъ друга способомъ образованія 
произведеній. Во всякомъ случаѣ, двумъ различнымъ системамъ 
значеній X, р., ѵ можетъ все-таки соответствовать одна и та же 
система комплексныхъ чиселъ, т акъ к а к ъ при шереходѣ к ъ дру-
гимъ единицамъ въ предѣлахъ той же системы мѣняются также 
и коэффиціенты умноженія 1 ) . 

Такъ к а к ъ долженъ остаться въ силѣ и дистрибутивный законъ, 
то мы должны имѣть возможность образовать произведете обо-
ихъ чиселъ 

умножая каждый членъ одной суммы на каждый членъ другой, 

О Если, напр., будутъ введены, какъ новыя единицы, 

а 3 еі + ^2' 0 ~ 5 *і + 2 e2 

то 
ab -— 15 Oi Ч + >2 е а ) = - f 11 (ц, ex -f- p2 e 2) + 2 (v t e t + v2 c 2) = -

= (15 \ + 11 И і + 2 vj) «, + (15 ). 2 + 11 щ + 2 v , ) e » 

или, такъ какъ 
ei = 2 a — 6, c 2 — — 5 a 4- 3 b, 

то 
ab= |ij'a + (jj'6, 

гдѣ теперь 
]л,' = 30 л, + 22 + 4 v t — 75 >4j — 55 ц 2 — 10 ѵ а, 

Ks' = — 1 5 ),j — 11 — 2 v, + 45 ) j 4- 33 |x2 + 6 v„, 

конечно, вообще говоря, отличны отъ |J2, несмотря на то, что мы имѣемъ 
дѣло съ той же системой комплексныхъ чиселъ. 
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Слѣдовательно, должно быть: 

ab = ( Œ J P , ) ( е^ , ) - f (ajß 2) (e,e2) - | - (a 2 ß,) (е2ег) - f (a 2 ß 3 ) ( e / 2 ) = 

= ( < * i ß i ) ( Ѵ а + Ѵ г ) + ( a A + a

2 p a ) ( J i je]+ (J 2 e 2 ) + ( a 2 ß 2 ) СѴгЬѵУ 
слѣдовательно: 

(ІУ) а б = (вдру.! - f (a,p\ + a 8ßj)jij - f а 2 р Л ) * , 
+ ( Œ J P J > - 2 + ( a A + a 2 ^ ) | J 2 + a 8 p> 8 )e a . 

Изложенное выше имѣло лишь цѣлью показать, какимъ обра
зомъ мы приходимъ къ равенству ( IV) . Теперь мы о п р е д е 
л я е м ъ правую часть(IV) , какъ п р о и з в е д е н і е д в у х ъ п р с -
и з в о л ь н ы х ъ к о м п л е к с н ы х ъ ч и с е л ъ 

Въ (ІѴ-омъ), заключены ( I I ) и ( I I I ) , к а к ъ частные случаи. Опре-
дѣленіе, конечно, лишь тогда можно считать установленными 
если коеффиціентамъ р., ѵ будутъ приданы опредѣленныя зна-
ченія. 

Такъ какъ правая часть (IV) остается безъ измѣненія, если 
замѣнить a, черезъ (5, и а2 черезъ р 2 , то независимо отъ того, 
какія значенія имѣютъ коеффиціенты À, p., v, имѣетъ мѣсто 

ab - Ъа. 

Изъ опредѣленія равенства двухъ комплексныхъ чиселъ Ъ, с 
и опредѣленія произведенія непосредственно вытекаетъ, что 
если Ъ равно с, то и 

ab = ас. 
Если 

а = аіе1 - | - а2е2, b = ß,e, -f- ß 2 e 2 , с = у ^ , -f- у2е2, 

то 

( я - f i ) с = ((я, - f ß j K + (a 2 - f ß 2 )e 2 ) • ( у Л - f у 2 е 2 ) = -

= [ ( a i + ^ ) Y ^ + ( ( ^ + ^ ) Ï 2 + ( « 2 + p 2 ) Y ] ) ^ + ( « 2 + ^ ) Y 2 V 1 K - f 

+ [ ( « i + ^ ) Y 3 > 2 + ( ( « 1 4 - ß i ) Y 2 + ( a 2 + ß 2 ) r ] ) ^ 2 - f - ( a 2 + ß 2 ) Y 2 ^ J ^ = 

= [ŒlYÀ + ( 2 l Y 2 + a 2 Y > l + < W l f o + 

+ l*lYl>2 + ( a i Ï2 + «2Yl)^2 + a 2 Ï 2 V

2 K + 

+ f hbh + (ßiYa -H ?2Yi)»4 + ^ Y 2 v i > ! + 

+ [РлГЛ H" (PlÏ2 + ?2Ті)М2 + ?2Y2V 2>2= 
= ac - ) - 6c, 
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т . -е . и при произвольныхъ значеніяхъ л,, ). 2 , р.ѵ р 2 , ѵ ] 5 ѵ 2, остается 
въ силѣ и дистрибутивный законъ. 

Чтобы провѣрить справедливость ассоціативнаго закона, мы 
составимъ, съ одной стороны: 

(оЬ)с = [(а,Р 1) («"jej)Ч-(а 3ß 2 + «яPi) ( Ѵ г Ж ^ о ) (e2

ea)3 " (YJ«I ~ЬY2cS") = 

= ( a i h b ) ( W ^ - H a ^ Y i + «2P1Y1) ( e i«2 ß i ) 4- («гРгТі) ( W j ) - f -

+ ( a j ^ Y 2 ) ( W ^ + OjrVb - I " «2?JY2) ( е і е 2 в г)Ч-( а гРгУг) ( W 2 ) » 

и, съ другой стороны, 

афс) = (bc)a— 

= [(^Yi) (e 1e 1)4-(?iÏ2 4-P2Yi) ( е і е

2 Ж Ш ( e

2

e

2 ) l <aiei 4 -<V2)= 

= («ißiYi) ( W x ) 4 - ( a i ß i Y 2 + aiß 2Yi) ( W i ) Ч - ( W i ) + 

+ (a2^iYi) ( W Î ) 4 - («зРіТв "Ь a*№i) iWÙ + ( a 2?2Ï2) («Wb)-

Сравненіе обѣихъ правыхъ частей указываетъ, что несомнѣнно 

(ab)c = «(бе), 
если 

(^е 1 )е 2 =(еі<' 2 У 1 . 
и 

(^р 2)е, = 7 ( r ? 2 P , ) P j . 

Эти оба равенства оказываются и необходимыми, такъ какъ 
они представляютъ, въ силу доказаннаго коммутативнаго закона 

ассоціативный законъ для единицъ, для которыхъ конечно онъ 
также должонъ быть справедливъ, если только онъ будетъ 
имѣть мѣсто для произвольныхъ комплексныхъ чиселъ. Теперь 
возникаешь вопросъ, какіе выводы на основаніи этихъ обоихъ 
равенствъ можно сдѣлать относительно коеффиціентовъ )., р., ѵ. 
Мы получаемъ 

( V J K = ( V i + Ѵ г К = hi^s) + ^( е2 ег) = 

= OuMl + V' 2 ) C J + 0-lJ*2 4" '2V2>2 

и такимъ же образомъ 

(^e2)ej = (Ajj i j - f fx];a2)e1 + ( p . ^ -J- j i 2

2 ) e 2 , 

{v-fièh = (P-i2 + f2 v J) 6 J "h »2 + f 2

v

2 > 2 -

(Va) e ] = 0-JVI Ч - J V ;

2 ) e i + 0 '2 v i Ч - f V 2 K -
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Следовательно, наши оба равенства выполнимы тогда и толь
ко тогда, если одновременно: 

>.2Vj = p.jp2, 
(V) î - l J * 2 + , 8 V 2 = J 1 À + ^ 2 2 i 

Если написать оба послѣднихъ соотношенія въ видѣ 

).2(h— v 2) = p2(Xa — p2) 
(V а) и P j l jXj — v 2 ) = V J ( ) . J — p2), 

то видимъ, что первое равенство вытекаетъ изъ нихъ, за исклю-
ченіемъ того случая, когда одновременно р.3 = ѵ2 и ).3 ~ р 2 , въ 
которомъ и первое изъ условій (V) должно быть удержано. 
Между тѣмъ, какъ коммутативный и дистрибутивный законы 
имѣютъ мѣсто при любыхъ значеніяхъ коеффипіентовъ )., p., v, 
для выполнимости ассоціативнаго закона требуется существова-
ніе равенствъ V и соотвѣтственно V а. Систему значеній )., р., ѵ, 
удовлетворяющихъ этимъ равенствамъ, легко можно представить 
слѣдующимъ образомъ: 

ІІолагаемъ 
Po 

V 2 

) . s 

= k'z 
= Г е 

ь = k"z' 

т . -е . опредѣляемъ наши коэффидіенты умноженія такъ , чтобы 

Xi = * s + *'£'', ).2 = # е , 

( V i a ) р.1 = Г £ , р 2 = *Ѵ, • 

Vj'=JtY, . % = к"г — кг'; 

тогда равенства (V) удовлетворяются при произвольныхъ значе-
ніяхъ /г, к', к", г, г'. Если, обратно, 6 чиселъ ) . ѵ > 2, р. : , р 2 , 
Vj, ѵ2 имѣютъ данныя значенія, удовлетворяющая равенствамъ (V) 
(если мы, следовательно, остаемся при опредѣленномъ процессѣ 
умноженія), то 5 чиселъ к, к', к", г, г' еще не вполнѣ опреде
лены; напротивъ. мы можемъ одному изъ нихъ, напр. £ придать 
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еще произвольное отличное отъ нуля значеніе. Вѣдь тогда-то и 
получаются изъ перваго изъ равенствъ (VI) : 

7, *1 — Vi 

изъ второго: 

( V I Ь) изъ третьяго 

изъ пятаго 

H — "g Ol — v2)= 

£ = ; — > 
А- л, — ftj 
/ / Л 

1* = % 

въ то время, какъ четвертое и шестое, въ силу (V а), выполня
ются сами собой. Въ особомъ случаѣ, когда — р 2 = 0, слѣ-
дуетъ и s' придать произвольное отличное отъ нуля значеніе 

С. Д ѣ л е н і е . 

Пусть даны комплексный числа 

и требуется такъ опредѣлить комплексное число і = = ßjfл —j— ß 2^2» 

чтобы 
ah = c. 

Если aô придадимъ значеніе ( IV) на стр. 381, то для опредѣле-
нія ßj и ß 2 получимъ равенства 

(а//., + a 2jij)ßj + (а, ц, + a 2 v,)ß 2 = у,, 

( V 2 + a 2 p 2 ) ß j + (а, \І2 - f a 2v 2 )fJ2 = y 2-

изъ которыхъ далѣе получаемъ: 

а _ Ті («iMa + а 2 ^ — Та ( а і 1̂ + «gvi) 
PJ g ' 

u _ — 7і( аГ*а + ЪѴІ) + Y a ^ i ' i + «аЦі) 

Pa — Г 1 ' 

i) Если, напр.. 

/., = 1, )2 — 0 , ц, = 0, ѵъ — 1, vj — — 1, va = 0, 

то всѣ равенства ( V I ) удовлетворяются значеніями 

£ = 0, À- = 0, lJ = ~, A ' " = - l , 

гдѣ s' есть любое чисЛо, отличное отъ нуля. 
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ГДЕ 

* = (<Ѵ-і + а Л ) ( а і У 2 + а 2 ѵ 2 ) - ~ ( а 3 р . / + а Л ) (а ;А , + а 2 и 2 ) = 

= « I 2 O l U 2 — 'гИі) + Д 2 2 0 Г ' 8 — f V l ^ + C'-lV2 — V i ) . 

или на основаніи равенствъ (VI а ) : 

Ь = # а , 2 (А- г г' + A'g'g' + Fe г) — к"а2\к'г'г' — Fe Б + * г г') — 

— ka}a2 (jfcee'-j-ЛѴз' — Г е е ) , 

(VI I ) ê = (Л'а^ — F a 2

2 — і а ^ ш , 

гдѣ 
ш = /.-ее' + *'еѴ — Fee. 

Оііредѣленіе fr и fr возможно, т . -е . дѣленіе с : а выполнимо 
тогда и только тогда, если SsgO. Мы представили S въ видѣ 
произведенія двухъ сомножителей, изъ которыхъ второй, о . со
вершенно не зависитъ отъ дѣлителя а, а лишь отъ коэффиціен-
товъ умноженія. Если бы мы выбрали к, к', к", е, е' такъ , что 
ш = 0, то дѣленіе не оказалось бы выполнимымъ ни при какомъ 
дѣлителѣ. Поэтому на числа к, к', к", е, е' мы теперь уже на-
кладываемъ ограниченіе 

( V I I I ) с о ^ О . 

Но если и это условіе выполнено, то кромѣ нуля можетъ ока
заться безчисленно много чиселъ 

дѣленіе на которыя, при произвольномъ выборѣ к, к', к", не вы

полнимо, а именно всѣ тѣ, для которыхъ 

F a 3

2 — F a 2

2 — f a t ^ ^ O . 

Теорія квадратныхъ уравненій показываетъ, что это уравненіе не 
удовлетворяется действительными, отличными отъ нуля, значе-
ніями для а1 и я 2 , если 

( IX) + 4/,-7/ '<0. 

Если на числа к, к', к" наложить еще условіе ( IX) , то въ нашей 
области комплексныхъ чиселъ можно выполнять дѣлевіе на вся
кое отличное отъ нуля число. 

Если въ задачѣ на дѣленіе, изъ которой мы исходили, дели
мое с имѣетъ въ частности значеніе нуль, т . -е . если желаемъ Ъ 
определить т а к ъ , чтобы 

ab. О, 
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то числители выраженій и fi, сдѣлаются равными нулю. Если 
теперь 5 0, т . -е . либо к2 - j - 4/Л:" • < 0, либо а все-таки принад
л е ж и м к ъ числамъ, дѣленіе на которыя допустимо, то для fi 3 и 
ß 2 получаются лишь значенія ß] = 0, ß 2 = 0. С л е д о в а т е л ь н о , 
е с л и п р о и з в е д е н і е д в у х ъ к о м п л е к с н ы х ъ ч и с е л ъ 
и м ѣ е т ъ з н а ч е н і и 0 и о д и н ъ и з ъ с о м н о ж и т е л е й 
п р и н а д л е ж и т е к ъ ч и с л а м ъ , д ѣ л е н і е н а к о т о р ы я 
в о з м о ж н о , т о д р у г о й д о л ж е н ъ б ы т ь р а в е н ъ н у л ю . 

Отсюда сейчасъ же можно сдѣлать дальнейшее заключеніе: 
если а п р и н а д л е ж и м къ числамъ, дѣлоніе на которыя допу
стимо, то изъ 

ah — ас 
необходимо следуетъ 

Ь = с. 

D. Отысканіе двухъ единицъ съ возможно простыми 
коэффициентами умноженія. 

Изложенное до сихъ поръ въ § 2 привело насъ к ъ следую
щему результату: для комплексныхъ чиселъ, составленныхъ изъ 
двухъ единицъ ех и с2, сложеніе, вычитаніе и умножение могутъ 
быть определены т а к ъ . что результата действія всегда однозна-
ченъ, а также остаются справедливыми В С Е законы двйствій, 
установленные для двйствительныхъ чиселъ, если только коеф-
фиціенты умноженія I, ц, ѵ, у д о в л е т в о р я ю т равенствамъ (V) . 
Также и дѣлоніе, вообще говоря, является выполнимымъ, если 
удовлетворено неравенство ( V I I I ) , и возможнымъ даже при всякомъ 
дф.лителе (кроме нуля), если к, к', к" удовлетворяютъ еще нера
венству ( I X ) . Въ силу этого допустимы всв системы комплес-
ныхъ чиселъ изъ двухъ единицъ, коеффиціенты умноженія кото
рыхъ удовлетворяютъ указаннымъ условіямъ. 

Представимъ себе теперь выделенной одну произвольную си
стему, т.-е. выберемъ для ) . ѵ ). 2 , u j 5 д 2 , ѵ 3, ѵ2 какую-либо систему 
значеній,не противоречащую этимъ условіямъ. Уже въ В, стр. 381, 
мы указывали на то, что коэффициенты умноженія изменятся, 
если еѵ с2, заменить двумя иными, другъ отъ друга линейно не 
зависящими числами той же системы. Мы попытаемся теперь 
найти такія два числа, для которыхъ коэффициенты умноженія 
получаютъ особо простыя значенія. 

Чтобы показать , что въ каждой изъ нашихъ системъ комплекс
ныхъ чиселъ (т . -е . при каждой допустимой системе зиаченій 
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X, р.. ѵ) имѣется число, обладающее свойствомъ оставлять при 

умноженіи безъ измѣненія всякое число, вычислимъ частное ™> 

положивъ въ задачѣ на дѣленіе, рѣшенной въ С, с = а, следо
вательно, YJ = 4I; у 2 = а 2 . Тогда мы получимъ: 

ЧГН — *ІМѴ-І — ѵа) — G 2 2 v i „ i — « г ^ + ЧМЧ—+ а'.а= 1 Г Г 2 ' ^ ^ ѵ 2 V -4-
о ' 2>~ 

или. принимая во вниманіе равенства (VI ) и значеніе £ ( V I I ) , 
полученное на стр. 385: 

а . а _ e'("i 2 fc' - a i a a fr— a a 8/ :"j ^ _ ijafk' — a t a 2 ft - afk") fi = 

c o f a ^ / / — a j a 2 f t — a^ft") ] « » ( a ^ f t ' — a j a 2 f t — rfk") 2 

E' S 

Если замѣнить въ w числа ß, Л', k", г, г' при помощи равенствъ 
( V I Ь), стр. 384, черезъ ) ч , Х2, p.,, j i 2 , v t , ѵ 2 , то будемъ имѣть 

„, „ — Vä „r Mi — V 2 

0)== g —; = S 
—14 Ci — V2 

И 
ft t Ct * ' О-ш ' "" " . С g . 

C1C2 —Va № — Va i 

Теперь правая часть зависитъ ' только отъ коэффиціентовъ 
умноженія X, р., ѵ: но она уже не содержитъ коэффидіентовъ 
числа а, а: и а 2 . Отсюда слѣдуетъ, что если n, Ь, с,... озна-
чаютъ какія либо числа данной системы, то каждое изъ частныхъ 

а'.а, Ь'.Ь, с'.с,• • • 
равно одному и тому же однозначно определенному числу 

(X) е = - е — -е = г — *' ~~ ^2
 е9 

которое, следовательно, при умноженіи оставляетъ безъ измѣне-
нія любое число ] ) . 

Число с выбираемъ за одну изъ двухъ окончательно устанавли-
ваемыхъ единицъ и называемъ его поэтому главной единицей. 
Замѣняя ßj значеніемъ, получаемымъ изъ (X) 

' (О , Е 

1) S t o l z и G m e i n e г (Theoretische Arithmetik. X Abschnitt, стр. 282) 
нанередъ преднолагаютъ суіцествованіе такого числа и выводятъ отсюда спра
ведливость ассоціативнаго закона, въ то время какъ выше въ текстѣ нами 
принять Другой путь. 

К. Ферберъ. Ариѳметика. 26 
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мы представляемъ себѣ прежде всего всѣ числа нашей системы 
выраженными черезъ е и е2

Л), что допустимо, такъ какъ между 
ними не имветъ мѣста никакое линейное соотношение. 

Для единицъ е, е2 имѣютъ мѣсто слѣдующія формулы умно-
женія: 

ее = е, 

ее2=е2е = е2

 2), 

е2е2 = Vjfl, - f ѵ / 2 = Ѵі.ѵ о + ( Ѵ і ; + ѵ 2) r2, 

или на основаніи равенствъ ( V I а) , стр. 384: 

е2е2 = Г^Аг(2Гг-Ы)е2. 

Первыя двѣ формулы умноженія настолько просты, насколько 
это только возможно, но не третья. Поэтому попытаемся вы
брать за вторую главную единицу нѣкоторое число і, квадратъ 
котораго есть число вида ре или <зі, гдѣ р и а означаютъ дѣй-
ствительныя числа. 

Если бы мы нашли число / такимъ образомъ, что 

іі — ai, 
то, т а к ъ какъ 

ег = і, 
мы получили бы для него 

И = оег, 
откуда 

г = зе; 

слѣдовательно, і было бы линейно зависимо отъ е. 

Поэтому мы постараемся число 

i = Se-T-r,ea 

опредѣлить такъ , чтобы 
іі — ре. 

') W e i e r s t r a s s сохраняетъ единицы е ь е2 и непосредственно пока-

зываетъ, что существуетъ число Sjej -\- ч 2 е 2 , квадратъ котораго равенъ произ

ведению дѣйствительнаго числа с и величины — ел —• — е«. Но этотъ путь 
г ( O f t ) 

требуетъ нѣсколько болѣе сложныхъ вычисленій. 
*) Эти равенства слѣдуютъ непосредственно изъ выше доказаннаго свой

ства числа е. Само собой понятно, что можно и потомъ убѣдиться въ ихъ 
вѣрности, выполнивъ на самомъ дѣлѣ умноженіе и пользуясь равенствомъ X . 
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Умноженіе даѳтъ: 

Ü = (Se + щ)* = 14 + 2bf2 + rftae + pY2), 

гдѣ для сокращенія принято 

ß = 2//'£ — Äs' = j i , H- v 2 , 
или 

« = ( £ 2 + 0 7 , ^ + 7 , ( 2 5 + ^ ^ . 

Чтобы достигнуть нашей цѣли, выберемъ £ и г, такъ , чтобы 

2S + ßr, = 0, 
следовательно, 

S = — "2 ^ = " У + Ѵ2) Гі • 
Тогда 

» = Ti»({ß* + a)f ; 
итакъ , на самомъ дѣлѣ, 

(XI ) i i = ç>e, 

гдѣ 

= ^ . £ ' 2 ( ^ + 4А-'Г), 

или на основаніи равенствъ ( V I b): 

ѴЧиі —VgV I / O 1 
4 - - Hy 

Смотря по значенію коеффиціентовъ умноженія, р можетъ быть 
положительнымъ, равнымъ нулю или отрицательными 

Ё . Три типа сиетемъ комплексныхъ чиселъ изъ двухъ еди
ницъ. 

Пусть 

( X I I ) 1. Л 2 + 4 1 с ' А " > 0 , 

и соответственно, 

Оі — M 2 ) 2 + 4 > 2 M ! > 0 ; 

тогда для каждаго дѣйствительнаго значенія г, также и 
р > 0 . 

26* 
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Въ этомъ сдучаѣ, еще находящееся въ нашемъ распоряженіи 
число г, опредѣляемъ т а к ъ , чтобы 

г 2 = = 4Ç'l - И»)' 

и принимаемъ за вторую основную единицу число, соответству
ющее одному изъ двухъ значеній, удовлетворяющихъ этому ра
венству: 

h = — у (V-i + V

2 V + 

Для с и ?'j имѣютъ мѣсто слѣдующія формулы умноженія: 

ее = е, 
(ХІГа) fiï = i1r = i v 

Такъ какъ равенства (V), стр. 383, сохраняютъ силу, то всѣ 
законы умноженія оказываются справедливыми, и для произве-
денія двухъ произвольныхъ чиселъ получаемъ: 

а = ае~га1і1, Ъ = h1 І 
ab = (aß -f- a&y + (aßi + a/fr*r 

Такъ какъ w отлично отъ нуля, то и дѣленіе вообще выпол
нимо. Но существуютъ числа, дѣленіе на которыя недопустимо. 
А именно, если мы подберемъ такое значеніе для Ь, чтобы 

o6 = c = Y«- r -Y 1 *„ 

то коеффиціенты ß и fr должны будутъ удовлетворять равен-
ствамъ: 

aß + a, fr = Y > 

Эти коеффиціенты нельзя будетъ определить при произволь
ныхъ значеніяхъ Y и Yii е с л и 

a 2 — a j 2 = 0, 
и, слѣдовательно, 

Œj — + a. 

Поэтому дѣленіе невозможно на безконечно большое число 
чиселъ вида aie^zh)- Отсюда вытекаетъ еще дальнѣйшее укло-
неніе отъ ариометики действительныхъ чиселъ. Произведете 

(e -f- і]) (e — i j ) = ее — — e — e 
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имѣетъ значеніе нуль, хотя ни одинъ изъ сомножителей не обра
щается въ нуль. 

Далѣе возникаетъ вопросъ, разрѣшима ли въ такой системѣ 
задача извлеченія квадратнаго корня изъ произволькаго числа, 
ради которой мы и перешли к ъ системамъ изъ двухъ единицъ. 
Если должно имѣть мѣсто, 

(Se-f Zft)* — ае Ar aijij 

то ; и должны удовлетворять равенствамъ: 

5 * - К * = а, 
2 ^ = 0 , , 

изъ которыхъ непосредственно вытекаетъ: 

Для S и cjj мы только тогда получимъ дѣйствительныя значенія, 
есди 

а - 4 - а і > 0 ) и также а — а} > О, 

т.-е. если одновременно 
а > 0 и а > ' otj : . 

Изъ чиселъ вида ае-^а^, не удовлетворяющихъ этимъ усло-
віямъ, нельзя извлечь квадратнаго корня, напримѣръ, нельзя 
извлечь корня изъ — е . 

При переходѣ к ъ двумъ новымъ единидамъ у и h, онредѣ-
ляемымъ равенствами: 

*7 = - 2 - ( « + » i ) . 

выясняется еще одно свойство сейчасъ разсмотрѣнной системы 
комплексныхъ чиселъ. 

Для у и h формулы умноженія будутъ слѣдующія: 

99 = т (ее + h h + 2 e l i ) = 0> 

yh = T(cc — = 0, 

АД — д ( е е ' г ' i h — 2eîj) — А. 
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Если 
а = ад-\-а'Ь, ô = ß<7 —j— 

два произвольныхъ числа этой системы, то будемъ имѣть: 

а ± b = (а ± Р)9 -f- (а' 4 - ß')Ä, 

ab — a$g-\-a!$'h, 
a a I et' j 

Следовательно, чтобы выполнить одно изъ четырехъ основ-
ныхъ дѣйствій надъ двумя комплексными числами, отнесенными 
к ъ основнымъ единицамъ g и h, слѣдуетъ выполнить соотвѣт-
ствующія вычисленія сначала надъ одной, a затѣмъ, независимо 
отъ этого, надъ другой единицей. Итакъ , мы здѣсь не получаемъ 
ничего новаго, a имѣемъ лишь повтореніе операцій уже изучен-
ныхъ въ области величинъ, образованныхъ изъ одной единицы. 

На основаніи всѣхъ приведенныхъ з д і с ь соображеній мы от
казываемся отъ введенія системъ комплексныхъ чиселъ, коэффи-
ціенты умноженія которыхъ удовлетворяютъ неравенству (XII).. 

Перейдемъ теперь к ъ случаю 

( X I I I ) 2. 0 , - ^ ) 2 + 4 / ^ = О, 

въ которомъ множитель р въ равенстве (XI ) стр. 389 будетъ 
нулемъ для каждаго значенія г,. Если положить для любого 
значенія г, 

»о = — 2 ^ i + v 2 ) r , e + r,e2, 

то формулы умноженія для е и г„ дадутъ: 

ее = е, 

( X I Па) еі0 = і0е = і0, 

і0і0 = 0. 

Послѣднее равенство уже показываетъ, что въ этой системѣ 
произведеніе можетъ обратиться въ нуль, хотя бы ни одинъ изъ 
множителей не имѣлъ значенія 0. 

Если 

а = ае - j - а0і0, 

b = ße - f p o i 0 > 

то 
aè = a f r - f (aß 0 + a 0 ß ) i 0 . 
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Если требуется определить число b т акъ , чтобы 

то ß, ß 0 должны удовлетворять равенствамъ 

которыя лишь тогда даютъ опредѣленныя конечныя значенія 
для ß и ß 0 , если 

а ^ О . 

Следовательно, въ этой системѣ нельзя производить дѣленіе ни 
на одно число вида а0і0. 

Далѣе имѣемъ 

Такъ какъ всегда £ 2 > 0 , то нельзя ни изъ какого числа 
вида ае 4 - а 0 е 0 , при а < 0 извлечь квадратнаго корня, напр. , нельзя 
извлечь его изъ — е. Следовательно, и въ системѣ, охарактеризо
ванной равенствомъ ( X I I I ) , правила дѣйствій значительно уклоня
ются отъ правилъ дѣйствій, имѣющихъ мѣсто въ ариѳметикѣ 
дѣйствительныхъ чиселъ и, кромѣ того, въ этой системѣ является 
даже неразрѣшимой задача, давшая поводъ къ введенію системы 
изъ двухъ единицъ. 

Поэтому обратимся, наконецъ, къ тому случаю, когда 

(XIV) 3. № + Шк'<0, 

и соответственно 

При этомъ условіи, для всЬхъ дѣйствительныхъ значеній 7] фак-
торъ р равенства (XI ) , стр. 389, < 0 . 

Если дать rj одно изъ двухъ, отличающихся другъ отъ друга 
лишь знакомь, значеній, при которыхъ р — — 1, т . -е . определить 
г, изъ равенства 

то будемъ имѣть 
(ХІѴа) й = — е, 
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въ то время, какъ двѣ другихъ формулы умноженія, несомненно, 
будутъ снова имѣть видь: 

ее = е, 
еі = іе — і. 

Такъ какъ равенства (У), стр. 383 при этомъ выполняются, то 
всѣ законы умноженія остаются справедливыми. Изъ ( IX) , стр. 387 
слѣдуетъ уже, что въ разсмотрѣнной теперь системѣ можно дѣ-
лить на всякое число, за исключеніемъ нуля. Чтобы убѣдиться 
въ этомъ также непосредственно, достаточно составить: 

ab = (ае - f <z'i)(ße -f- ß'i) = (api — a"f)e - f (ар" + а'р>. 

Если требуется определить b т а к ъ , чтобы 

а& = г; = ye -f-

то при помощи простыхъ вычислены находимъ значенія 

я-/ 4 - а'у' ті' — о'Y 

( х у ) Р = -,т4. Ѵ=-тт-і> 
а 4 - а а 4 - а 

которыя только тогда становятся неопредѣленными, если одно
временно 

а = 0, а' = 0. 
Слѣдовательно, т акъ какъ въ этой системѣ можно произво

дить дѣленіе на всякое число, кромѣ нуля, то на основаніи 
предложенія, помѣщеннаго въ концѣ С, стр. 387, слѣдуетъ, что 
п р о и з в е д е н і е л и ш ь т о г д а м о ж е т ъ о б р а т и т ь с я в ъ 
н у л ь , е с л и , п о ' к р а й н е й м ѣ р ѣ , о д и н ъ и з ъ с о м н о 
ж и т е л е й р а в е н ъ н у л ю . 

Остается еще изслѣдовать вопросъ о существовали квадрат-
наго корня изъ любого числа этой системы. Если должно имѣть 
мѣсто 

(Se + £'i)3 = ae + a'*, 

то S и ç должны удовлетворять равенствамъ: 

5 2 - 5 ' 2 = а, 

255' = а', 
изъ которыхъ получаемъ: 

(5 2-f-5' 2) 2 = a2 + a'2, 
сг + £ '2 = ^ ^ [ Г ^ 1 
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при чемъ квадратному корню слѣдуетъ придать положительное 
значеніе; слѣдовательно, 

2S8 = i/ rô* + tfâ-r-a, 

2S'2 = / a ~ 2 ^ L ä 7 3 — а . 

Такъ какъ правыя части этихъ равенствъ не могутъ быть 
отрицательными ни при какихъ дѣйствительныхъ значеніяхъ 
а, а', то мы всегда получимъ изъ нихъ дѣйствительныя зна-
ченія для £, это значить, ч т о и з ъ л ю б о г о ч и с л а н а 
ш е й с и с т е м ы м о ж н о и з в л е ч ь к в а д р а т н ы й к о р е н ь . 
Такъ, напримѣръ, при а = — 1, а ' = О получаемъ: 

5 = 0, £' = ± 1 , 
слѣдовательно, 

• | / - ê = ± P ) . . 

Такъ какъ 
х2 -4- e = х2 — і2 — (х — і) (х -)-«.)> 

и произведеніе только тогда можетъ обратиться въ нуль, если 
по крайней мѣрѣ одинъ изъ сомножителей равенъ нулю, то 
уравненіе 

х* + е = 0 

не можетъ имѣть другихъ рѣшеній, кромѣ - j - 1 и — г -
Въ § 4 мы покажемъ, что въ этой системѣ изъ всякаго чис

ла извлекается корень съ произвольнымъ цѣлымъ показате
лемъ, а также вообще разрѣшима и задача о нахожденіи лога
риома любого числа при любомъ основаніи. 

Въ томѣ I I будетъ разсмотрѣна теорема, являющаяся основ-
нымъ предложеніемъ алгебры, о томъ, что каждое алгебраическое 
уравненіе, коэффиціенты котораго .являются числами такой си
стемы, удовлетворяется опять-таки числами этой системы. 

Общее заключеніе. 

Изслѣдованія, выполненный здѣсь въ § 2, привели насъ къ 
тому результату, что существуетъ три типа системъ комплексныхъ 
чиселъ, для которыхъ остаются въ силѣ всѣ законы умноженія, 
а также является выполнимымъ и дѣленіе, по крайней мѣрѣ въ 

') Это равенство здѣсь является не опредѣленіемъ, а, напротивъ, дока
занной теоремой. 
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общемъ случаѣ. Въ каждой системѣ первой группы, охаракте
ризованной неравенствомъ ( X I I ) , стр. 389 существуютъ двѣ еди
ницы е, і ѵ для умноженія которыхъ справедливы равенства (ХІІа) . 
Въ каждой системѣ второй группы (равенство ( X I I I ) , стр. 392) 
существуетъ двѣ единицы е, і0, произведете которыхъ предста
влено форм. ( Х Ш а ) , стр. 394; наконецъ, въ каждой системѣ 
третьей группы (неравенства ( X I V ) , стр. 394) имеются двѣ ве
личины е, г, умноженіе которыхъ определяется равенствами 
ХІѴа. Каждая изъ трехъ группъ въ действительности сводится, 
слѣдовательно, к ъ единственной системѣ, а именно, къ сово
купности в с е х ъ линейныхъ комбинацій соответствующей пары 
единицъ съ дѣйствительными коэффиціентами. Только третья 
система обладаетъ темъ свойствомъ, что въ ней возможно 
деленіе на всякое, отличное отъ нуля число, a вследствіе 
этого и произведете можетъ обращаться въ нуль лишь тогда, 
когда по крайней мѣре одинъ изъ сомножителей есть нуль, 
и, кромѣ того, и з в л е ч е т е квадратнаго корня изъ произвольнаго 
числа этой системы приводить снова къ числу той же системы. 
Слѣдовательно, эта третья система, которую н а з ы в а ю т ъ си
стемой о б ы к н о в е н н ы х ъ и л и п р о с т ы х ъ к о м п л е к с 
н ы х ъ ч и с е л ъ , является во всякомъ случае е д и н с т в е н н о й 
изъ всехъ системъ съ двумя единицами, д л я к о т о р о й с п р а 
в е д л и в ы в ъ т о ч н о с т и т ѣ ж е з а к о н ы д е й с т в і й , 
к а к ъ и д л я д е й с т в и т е л ь н ы х ъ ч и с е л ъ , но передъ 
послѣдними она имѣетъ то преимущество, что въ ней стано
вится разрешимой упомянутая задача, неразрешимая въ дѣйстви-
тельныхъ числахъ. 

Добавленіе. 

Если и не въ силу необходимости разрѣшить неразрѣшенныя до сихъ 
поръ задачи, то все-таки изъ чисто теоретическаго интереса изучались также 
системы чиселъ. составленныхъ болѣе , чѣмъ изъ двухъ единицъ. Какъ было 
уже сказано на стр. 378, въ прим. 2, сложеніе, вычитаніе и умноженіе на 
дѣйствитедьное число безъ затрудненія могутъ быть примѣнены къ такимъ си-
стемамъ, также какъ и къ систѳмамъ изъ двухъ единицъ. Отсюда непосред
ственно вытекаетъ требованіе такого опредѣленія умноженія двухъ комплексныхъ 
чиселъ,. чтобы п р о и з в е д е т е принадлежало къ той же области чиселъ, какъ и 
сомножители, и чтобы всѣ законы умноженія оставались въ силѣ. И эта цѣль 
достижима всегда и при томъ безконечнымъ числомъ способовъ. Н о при этомъ 
обнаруживается, что независимо отъ выбора коеффиціентовъ умноженія, во 
всякомъ случаѣ существуетъ безконечно много чиселъ, на которыя нельзя про
изводить дѣленіе, и вслѣдствіе этого имѣются всегда произведенія, принимающія 
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значеніе нуль, хотя бы ни одинъ изъ сомножителей не былъ равенъ нулю, резуль-
татомъ чего является алгебра, значительно уклоняющаяся отъ обыкновенной і). 

Если пренебречь общностью коммутативнаго закона, то существуетъ еще 
единственная система комплексныхъ величинъ, для которой всѣ остальные за
коны дѣйствительныхъ и комплексныхъ чиселъ остаются въ силѣ, a слѣдова-
тельно, и п р о и з в е д е т е лишь тогда принимаетъ значеніе нуль, если одинъ изъ 
сомножителей есть нуль. Это «кватерніоны» 2 ) , т.-е. числа, составленный изъ 
единицъ 1, і, j, к, для которыхъ формулы умноженія имѣютъ слѣдующій видъ: 

= — 1, jj = —l, kk = —l, 
ij = k, jk = i, ki=j, 
ji = — k, kj = —i, ik = —j. 

Такъ какъ эти соотношенія могутъ быть истолкованы, какъ отображенія опре-
дѣленныхъ соотношеній и операцій въ геометріи пространства, то въ новѣйшее 
время кватерніоны нашли обширное примѣненіе въ геометріи и въ математи
ческой физикѣ. 

Если допустить еще большая отклоненія отъ законовъ, справедливыхъ для 
дѣйствительныхъ чиселъ, то мыслимо еще большое число системъ комплексныхъ 
чиселъ. Системы, составленныя изъ трехъ и четырехъ единицъ, вполнѣ разра
ботаны въ цитированной уже въ § 1 статьѣ Е . S t u d y по теоріи комплексныхъ 
величинъ въ 1 томѣ «Encyklopädie der Mathematischen W i s s e n s c h a f t e n » , гдѣ 
можно найти и новѣйшую литературу этой области. 

M Уже Г а у с с ъ кончаетъ цитированное раньше примѣчаніе въ своей 
второй работѣ о биквадратичныхъ вычетахъ словами ( G a u s s' Werke, т. I I , 
стр. 178): «Авторъ намѣревается разработать современемъ болѣе совершенно 
тотъ предметъ, котораго онъ въ настоящей работѣ коснулся, собственно го
воря, лишь попутно, и тогда будетъ разрѣшенъ вопросъ о томъ, почему та
кого рода соотношенія между вещами, которыя даютъ многообразіе болѣе, 
чѣмъ двухъ измѣреній, не могутъ дать величинъ другого рода, допустимыхъ въ 
общей ариѳметикѣ». Но G a u s s самъ объ этомъ вопросѣ ничего больше не 
опубликовалъ. Н а этотъ вопросъ впервые отвѣтидъ, и именно въ вышеуказан-
номъ смыслѣ H. H a n k e 1 въ своей «Theorie der komplexen Zahlensys teme» 
(Лейпцигъ 1867). стр. 108, и приблизительно въ началѣ шестидесятыхъ годовъ 
прошлаго столѣтія W e i e r s t r a s s въ своихъ университетскихъ лекціяхъ въ 
Берлинѣ. 

2) Теорію кватерніоновъ обосновалъ Г а м и л ь т о н ъ , ср. § 1, стр. 374. 
Въ Германіи съ нею основательно ознакомились, благодаря ясному изло-
женію въ только что цитированномъ сочиненіи H a n k e 1'я. Изъ замѣтокъ, 
найденныхъ послѣ смерти Г а у с с а видно впрочемъ, что этотъ всеобъемлю-
щій умъ, уже въ 1820 году владѣдъ исчисленіемъ кватерніоновъ. То обсто
ятельство, что кватерніоны образуютъ единственную систему комплексныхъ ве
личинъ болѣе чѣмъ съ двумя единицами, для которой остаются въ силѣ всѣ 
законы, имѣющіе мѣсто для дѣйствительныхъ чиселъ, з а исключеніемъ комму
тативнаго закона умноженія, доказалъ уже F r o h e n l u s въ Journal für Mathe
matik, томъ 84, стр. 63, 
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F. П р о с т ы я к о м п л е к с н ы й ч и с л а . Теорема о б ъ а б с о л ю т н о г о » 
з н а ч е н і и . 

Въ послѣдующемъ изложеніи мы ограничимся системой обыкно-
венныхъ комплексныхъ чиселъ, т акъ какъ она, съ одной стороны, 
является единственной, для которой остаются въ силѣ всѣ за
коны дѣйствій, относящіеся к ъ дѣйствительнымъ числамъ, а съ 
другой стороны, ея вполнѣ достаточно для нуждъ ариометики, 
алгебры и анализа. 

Для главной единицы, которую мы обозначали до сихъ поръ 
буквой е, умноженіе на которую не измѣняетъ значенія любого 
числа, мы можемъ теперь, не нарушая общности, ввести сим
волъ 1 и соответственно этому вмѣсто ае писать кратко а, т акъ 
какъ если с означаетъ произвольное комплексное число, то и 

(ае)с, — а(ес) = ас. 

Такимъ образомъ, надъ комплексными числами вида a-f-a'i, мы 
производимъ дѣйствія совершенно такъ же, какъ и съ дей
ствительными числами и только замѣняемъ вездѣ г 2 значе-
н і е м ъ — 1 , а следовательно, г2п — значеніемъ (—1)" и і 2 п + 1 зна-
ченіемъ (— 1)"-г. 

Два комплексныхъ числа a - f -a ' i и a — а'г, отличающіяся лишь 
знакомъ мнимой части, называются (по С а u с h у) сопряжен
ными комплексными числами „ k o n j u g i e r t k o m p l e x " , а 
также „ k o n j u g i e r t i m a g i n ä r " (мнимыми сопряженными), 
произведете ихъ 

(а + а '0 (а — а'г) = а 2 4 - а'2 

называютъ „нормой" ( N o r m ) чиселъ a-f-a'* и a — a'i (по 
Г а у с с у ) , а положительное значеніе j / a 2 - p a ' 2 называютъ „абсо
лютнымъ значеніемъ" ( a b s o l u t e r B e t r a g " по В е й е р ш -
т р а с с у), „модулемъ" каждаго изъ двухъ сопряженныхъ ком
плексныхъ чиселъ. При а' = 0 модуль имѣетъ значеиіе, ука
занное для дѣйствителышхъ (положительныхъ или отрицатель
ныхъ) чиселъ въ гл. I V , § 1. Абсолютное значеніе комплексна™ 
числа обозначаютъ, согласно В е й е р ш т р а с с у , помѣщая так-
лсе и это число между двумя вертикальными штрихами. 

Для абсолютныхъ значеніи комплексныхъ чиселъ легко дока
зать нѣсколько простыхъ тсоремъ. 
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1. Теорема: М о д у л ь с у м м ы д в у х ъ к о м п л е к с н ы х ъ ч и 
с е л ъ а=а-\-а'і и 6 = ß - { - ß ' i , п р и Ъ = ка, г д ѣ к о з н а ч а 
е т е к а к о е - л и б о д е й с т в и т е л ь н о е п о л о ж и т е л ь н о е 
ч и с л о ( и л и н у л ь ) , р а в е н ъ с у м м ѣ м о д у л е й ч и с е л ъ 
а, Ъ, а в ъ о с т а л ь н ы х ъ с л у ч а я х ъ м е н ь ш е э т о й с у м м ы : 

Доказательство: Полагая: 

" - р , - '> :•>•, и а ' Ь р. 
получимъ 

з = h + ?2 = Г * 2 : ^ + 

гдѣ для корней, конечно, слѣдуетъ брать положительный зна-
ченія: 

а 2 = а 2 + а ' 2 -f- ß 2 - f ß' 2 + 2 | / ( a 2 - f a ' 2 )(ß 2 -f- P), 
но 

p 2 = (a + p) 2 + (a' - h ß') 2 = a 2 + a' 2 + p + ß' 2 + 2aß + 2a'p'; 

поэтому 

j (a 2 - р 8 ) = / ( а "* + а ' * ) ( р * + П - (aß + a'ß'), 

или: 

A (a 2 - p2) = / ( a ß + a ' ß ^ + t a ß ^ a 7 ^ - (aß + a'ß'). 

Пусть, во-первыхъ, 

aß' — a'ß = 0. 
Тогда 

ß = jfca, ß' = A-a', 

гдѣ А- означаетъ какое-либо действительное число, и 

aß + a'ß' = Z-(a2 + a' 2). 

Если к > О, то и лѣвая часть послѣдняго равенства положи

тельна и поэтому g ( з 2 — р 2) = 0, слѣдовательно, 
о = р. 

Если же & < 0 , и въ силу этого (aß- j -a 'ß ' ) отрицательно, то 
будемъ имѣть 

J, ( 3 2 _ p 2 j = = _ /.( a2 4- a' 2) — /.:(a2 + a' 2) = — 2£(a 2 + a'2) > 0; 

следовательно, 
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Если 
aß' — a ' ß S ^ O , 

то всегда 

! ( а 2 _ р 2 ) > 0 , 

слѣдовательно, 
a > p . 

Слѣдствіе. Повторнымъ примѣненіемъ только что доказаннаго 
предложенія находимъ для любого числа комплексныхъ чиселъ 
a n ст2, . . . , ап: 

I аі + я2 H ! ",, -t- "2 - i -ЬI an I; 

знакъ равенства можетъ имѣть мѣсто только тогда, если эти и 
чиселъ получаются умноженіемъ одного изъ нихъ на какія-либо 
положительныя дѣйствительныя числа. 

2. Теорема. М о д у л ь р а з н о с т и д в у х ъ к о м п л е к с н ы х ъ 
ч и с е л ъ а = a -f- а'г и ô = ß —j— ß'i, п р и b — ka, г д ѣ Х- о з н а 
ч а е т ъ к а к о е - л и б о д ѣ й с т в и т е л ь н о е п о л о ж и т е л ь н о е 
ч и с л о ( и л и н у л ь ) , р а в е н ъ р а з н о с т и м о д у л е й о б о и х ъ 
ч и с е л ъ , а в ъ о с т а л ь н ы х ъ с л у ч а я х ъ б о л ь ш е ч ѣ м ъ 
э т а р а з н о с т ь . 

Доказательство: Положимъ на этотъ разъ 

р = j а - Ъ \ = /{а - ß) 2 - (a' - fi ') 2 

и, допуская, что р, > р 2 , 

§ = h - h = / « Ч 1 * 2 - / F T P , 

будемъ имѣть 

= a« 4- + a'» H - ß'* — 2aß — 2a'ß', 

ê 2 = a 2 + a' 2 - f ß 2 - j - ß ' 2 — 2 / ( a 2 - f a ' 2 ) (ß 2 + ß ' 2 ) ; 

поэтому: 

4-CP2 — З 2) = / ( a 2 + a ' 2 ) (ß 2 + ß' 2) - И + а 'Ю = 

= / ( a ß + a 'ß ' ) 2 + (aß' — a ' ß ) 2 — (aß - f a'ß'). 

Какъ и при доказательствѣ предыдущей теоремы слѣдуетъ, 
что если 

aß' — a'ß = 0 
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и одновременно съ этимъ 

aß + a ' F ^ O , 
и, следовательно, 

гдѣ к означаетъ какое-либо положительное число (или нуль), то 

Р = §; 

если же aß' — a'ß = 0, но a ß - j - a ' ß ' < 0 , и, следовательно, ß = Л-a, 
ß' = &a', гдѣ к означаетъ какое-либо отрицательное число, а 
также если aft' — a'ß ; 0, то 

_ * » > < ) , 

а, следовательно, такъ какъ р и 5 положительны, 

т . -е . 

Р > Р і — ? 2 -
Слѣдствіе. Если применить теорему 2 къ числамъ а = а-\-а'г 

и —- 6 = — ß — ß'i, то получимъ: 

j a 4 - S | ^ | f f l | — I й I ; 

следовательно, принимая также во вниманіе теорему 1 имеемъ: 

М - | ь | ^ | « + ь | ^ | « | + | й | . 
3. Теорема. М о д у л ь п р о и з в е д е н ь я р а в е н ъ п р о и з в е 

д е н а м о д у л е й с о м н о ж и т е л е й . 
Доказательство. Если опять 

то 

а = а-\-а'і, рд = /а2-\- а'2, 

ай = ар — a ' ß ' - f (a?'4-a'ß)j, 
р = 1 oft j = / ( а р — а'fi') 2 4 - (ар' 4 - a 'ß) 2 . 

Тождество, которымъ мы пользовались при двухъ предыдущихъ 
доказательствахъ, даетъ непосредственно: 

Р = Р]Р2-

Теорема третья справедлива и для произвольнаго числа сомно
жителей. 
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4. Теорема. М о д у л ь ч а с т н а г о р а в е н ъ ч а с т н о м у м о 
д у л е й д ѣ л и м а г о и д ѣ л и т е л я . 

Доказательство. 

a + a ' i aß -4- o'ß' , а'З — aß' . , о п , л 

_ >/(ag+ » ' ? ' ) * + ("'? — ар'"» ____ ^ * + _ а ^ ) < -|- ß'*l 

- j - а'а 

§ 3. Представление обыкновенныхъ комплексныхъ чиселъ 
на плоскости при помощи векторовъ. 

А. Опредѣленіе понятія вектора. Равенство двухъ векто
ровъ. Опредѣленіе вектора посредством^, длины и ампли

туды. 

Въ § 8 гл. V I мы уже познакомились съ отрѣзками, к а к ъ 
съ отображеніемъ дѣйствите льныхъ, раціональныхъ и ирраціо 
нальныхъ чиселъ, и показали, что между соотношеніями отрѣз-
ковъ и чиселъ устанавливается однозначное соотвѣтствіе. Между 
тѣмъ, какъ раньше насъ интересовала лишь длина отрѣзка. мы 
будемъ теперь , разсматривая отрѣзки на плоскости, оцѣнивать 
не только ихъ длину, но и положеніе. Пусть A vi В суть двѣ 
произвольныхъ точки на плоскости; прямую линію, соединяю
щую эти двѣ точки и направленную отъ А къ В, назовемъ 
„векторомъ" AB, понимая подъ этимъ ея длину и положеніе; 
длину соединяющаго отрѣзка, если не принимать во внима-
ніе его положенія, будемъ обозначать \АВ\, а отношеніе этой 
длины къ длинѣ выбранной за единицу — какой-либо грече
ской буквой. 

Два вектора AB и CD, расположенные въ одной и той же 
плоскости, мы считаемъ равными, если: во-первыхъ, \AB\ = \CD\, 
во-вторыхъ, если AB и CD либо расположены на одной и той 
же прямой, либо на прямыхъ параллельныхъ, въ третьихъ, 
если AB и CD расположены на одной прямой, то переходъ 
отъ А к ъ В требуетъ движенія въ томъ же направлении, какъ 
и переходъ отъ С к ъ D , а если AB и CD лежатъ на парал
лельныхъ прямыхъ, то Б и D должны быть расположены по 
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одну сторону прямой, соединяющей А съ С. Если два первыхъ 
условія выполнены, но AB ж CD направлены не въ одну и ту 
же сторону, а въ противоположный, то AB и CD носятъ назва-
ніе „противоположныхъ" векторовъ. Изъ опредѣленія равенства 
векторовъ легко получить, пользуясь элементарными предложе-
ніями о конгруэнтности треугольниковъ и параллелограммовъ, 
слѣдующій выводъ: если 

AB — CD и CD = EF, 
то и 

AB — EF. 

На основаніи этого же опредѣленія далѣе становится возмож-
нымъ, каждый произвольный векторъ въ данной плоскости, за-
мѣнить другимъ, имѣющимъ начало въ произвольной точкѣ этой 
плоскости; слѣдуетъ только провести изъ этой точки прямую, 
параллельную данному вектору и одинаково съ нимъ направлен
ную и отложить на ней отрѣзокъ, длина котораго равнялась бы 
данному вектору. Два вектора, имѣющіе общее начало, могутъ 
быть равны другъ другу только въ томъ случаѣ, если совпадаютъ 
и ихъ концы. 

Для опредѣленія положенія вектора на плоскости слѣдуетъ 
ввести еще одно геометрическое понятіе, а именно понятіе „угла" . 

Всякую прямую данной плоскости, исходящую изъ точки О 
и простирающуюся произвольно далеко („полупрямая" или „лучъ") 
можно поворотомъ около точки О привести въ совпаденіе съ лю
бой другой, имѣющей начало въ той же точкѣ О. Этотъ поворотъ 
можно выполнить двояко: по часовой стрѣлкѣ и противъ. Величи
ну необходимаго поворота (die Grösse der erforderlichen Drehung) 
и называютъ у г л о м ъ . Его можно измѣрить отношеніемъ дли
ны дуги, проходимой произвольной точкой вращающейся пря
мой, к ъ радіусу этого круга, т акъ какъ это отношеніе не за-
виситъ отъ радіуса, к а к ъ это доказывается въ геометріи. Углу 
будемъ приписывать отрицательный или положительный знакъ 
въ зависимости отъ того, будетъ ли вращеніе совершаться по 
часовой стрѣлкѣ или противъ. Полному повороту, т.-е. возраще-
нію луча въ прежнее положеніе, соотвѣтствуетъ отношеніе длины 
всей окружности кърад іусу , т . -е . число, обычно обозначаемое че
резъ 2 тт. Уголътс называется выпрямленнымъ; у г о л ъ - | — п р я м ы м ъ . 
Такъ какъ лучъ можно повернуть сколько угодно разъ , то углы 

К. Ферберъ. Ариѳметика. 27 
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мстутъ быть произвольно большіо. Два угла, отличаю щіеся другъ 
отъ друга на кратное 2тг, приводятъ лучъ въ одно и то же поло-
женіе. Отъ одного положенія луча мы всегда можемъ перейти 
къ другому поворотомъ на уголь , значеніе котораго заключено 
между — ТІ и - j - тт (включая либо нижнюю, либо верхнюю границу). 
Подъ ^АОВ мы будемъ разумѣть наименьшей уголъ, пово
ротомъ на который полупрямая OA, вращаясь въ положитель-
номъ направленіи около точки О, переходить въ положеніе OB. 

Всегда можно сложить любое число угловъ; легко пока
зать г ) , что для сложенія угловъ справедливы коммутативный 
и ассоціативный законы. Такъ к а к ъ существуютъ положительные 
и отрицательные углы произвольной величины, то и вычитаніе 
двухъ угловъ всегда выполнимо. Если за начальное направлс-
ніе на плоскости принять направленіе произвольно заданной по
лупрямой, то какой-либо векторъ плоскости будетъ вполнѣ опре-
дѣленъ, если извѣстна во-первыхъ его длина, а во-вторыхъ его 
уголъ съ начальнымъ направленіемъ. Этотъ уголь , называемый 
амплитудой вектора, опредѣленъ не вполнѣ: значенія его могутъ 
разниться на кратное 2тг, Значеніе амплитуды, заключенное 
между — тг и - j - 7 1 (включая верхнюю границу) назовемъ ея глав-
нымъ значеніемъ. 

В. Сложение в е к т о р о в ъ . 

Чтобы составить сумму двухъ векторовъ AB и А'В', замѣ-
няемъ векторъ А'В' векторомъ ВО, имѣющимь начало въ точкѣ 
В, и затѣмъ у с т а н а в л и в а е м ъ опредѣденіе: 

AB - f А'В' = АВ-\- ВС —АС 

т . -е . подъ суммой обоихъ векторовъ AB и ВС мы понимаемъ 
третью сторону треугольника, который опредѣляется векторами 
AB и ВС2); этотъ треугольникъ AB G превращается въ отрѣзокъ 
АС, если AB и ВС лежать на одной и той же прямой. 

Чтобы провѣрить,»заслуживаетъ ли только что опредѣленная 
операція названія „сложенія", изслѣдуемъ, остаются ли и для нея 

1) Ср. H . T h i e m e , Bio Elemente der Geometrie, A . § 7. 
2 ) Векторъ АС, опредѣленный здѣсь, какъ сумма AB и ВС представляетъ 

изъ себя въ графостатикѣ силу (равнодѣііствующуіо), дѣйствіе которой но те-
оремѣ о параллелограммѣ силъ одинаково съ дѣйствісмъ силъ (составляющая), 
изображенныхъ векторами AB и ВС. 
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въ силѣ тѣ же законы сложенія, что и для всѣхъ разсмотрѣн-
ныхъ нами родовъ чиселъ. 

1. Если 
АВ=А'В' и ВС —VC, 

то и 

АВ + ВС=А'В'±В'С, . 

такъ какъ изъ конгруентности треугольниковъ ABC и А'В'С" 
слѣдуетъ, что 

АС = А'С. 

2. (AB - j - ВС) -|- CD —AB4- (ВС4- CD); 

такъ к а к ъ значеніе лѣвой части есть 

AC4- CD = АП, 

a значеніе правой 

AB-\-BD = AD. 

3. AB ВС=ВС-У AB. 

Въ самомъ дѣлѣ, 
AB + ВС = АС. 

Чтобы получить ВС~\-АВ, проведемъ прямую CD, равную и 
параллельную AB. Тогда имѣемъ 

ВС 4 - AB = ВС + CD=liD. 

Изъ конгруентности треуголь
никовъ ABC и BCD полу
чаемъ: 

АС= BD. 

Если въ рядѣ произволь
наго числа векторовъ А 

АгА2, А2А3, - , Ап__гАп, АпА, 

начало каждаго слѣдующаго совпадаетъ съ кондомъ предыдущего 
и конецъ послѣдняго съ началомъ перваго, то 

АХА2 4 - А2А3 4 - • • • + Ап_,Ап + АпА, = = О, 

и въ частности сумма двухъ противоположныхъ векторовъ 

АВ + ВА = АА = 0. 
27* 
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С. Вычитаніе вѳкторовъ. 

(Фиг. 2). 

Найти разность AB— АС двухъ векторовъ, имѣющихъ общее 
начало А (что мы можемъ предположить, не нарушая общности) 

зиачитъ определить векторъ х т а к ъ , 
чтобы AG - j - X = AB. На основаніи 
даннаго передъ этимъ опредѣленія 
суммы это равенство удовлетво
ряется векторомъ X = GB и ника-
кимъ другимъ, исходящимъ изъ 
точки С; т . -е . разность двухъ вы-
дящихъ изъ одной и той же точки 

векторовъ есть векторъ, направленный о т ъ конца вычитаемаго 
к ъ концу уменьшаемаго. Вычитаніе всегда выполнимо. Если 
уменьшаемое и вычитаемое другъ другу равны, то разность есть 
нуль. Для уменьшаемаго АА=0 имѣемъ 

АА — АС = 0 — АС = CA; 

следовательно, векторъ CA, противоположный вектору АС, мы 
можемъ записать также въ виде 
О — АС или короче — АС. Если 
провести отрѣзокъ BD параллель
ный и равный CA, то 

АВ-\- CA=AB+BD=AD= СБ, 
следовательно, 

AB — АС=АВ+СА. 

т.-е. вместо того чтобы вычитать какой-либо векторъ, можно при
ложить ему противоположный. 

(Фиг. 3). 

D. Умноженіе вектора на действительное число. 

Если а означаетъ какое-либо действительное число и AB 
какой-либо векторъ, то подъ а-AB мы разумеемъ векторъ , 
либо лежащій на той же самой прямой, к а к ъ и AB, либо распо
ложенный на параллели, и имеющій то же направленіе, какъ и 
AB, если а положительно, и противоположное, если а отрица
тельно, и длину равную отрезку | а \ • | AB | ; этотъ отрезокъ на 
основаніи гл. V I , § 8 и въ силу К а н т о р ъ - Д е д е к и н д о в о й 
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аксіомы непрерывности для прямыхъ линій всегда существуетъ 
и въ томъ случав , если a ирраціонально. Съ другой стороны, 
если CD означаетъ какой-либо векторъ, лежащій на той же 
прямой, к а к ъ и AB, или на параллельной е й , то всегда суще
ствуетъ такое действительное, положительное или отрицатель
ное, раціональное или ирраціональное число а, что CD = aAB. 
а есть то число, которое мы въ § 8, гл. V I , опредѣлили, какъ 
значеніе отношенія 

j CD I : j AB [ ; 

при этомъ найденному отношенію приписывается положитель
ный или отрицательный знакъ, смотря потому, имѣютъ ли AB 
и CD одинаковый или противоположный направленія. Если а 
и р суть числа, отличныя отъ нуля, и AB и CD не лежать 
ни на той же самой, ни на параллельныхъ прямыхъ, то равен
ство вида а-АВ~§. CD не можетъ имѣть мѣста. 

Е. Прѳдставленіе всѣхъ векторовъ плоскости при помощи 
какихъ-либо двухъ. 

Пусть 0-Б = е, OJ=\ будутъ два произвольныхъ вектора 
на плоскости, которые * ы опять, не нарушая общности, можемъ 
считать исходящими изъ одной точки. Пусть ОР представляетъ 
изъ себя какой-либо третій векторъ плоскости, перенесенный въ 
в ъ то же самое начало. 

Пусть прямая, прове
денная изъ Р параллельно 
прямой OJ, пересѣкаетъ ОЕ 
въ точкѣ Q, а прямая, па
раллельная ОЕ, пересѣка-
етъ прямую OJ въ Ii. По 
опредѣленію суммы имѣемъ 

OP=OQArQP=OQ-T-OR. (Фиг. 4). 

На основаніи же изложеннаго въ D всегда можно опредѣлить 
два дѣйствительныхъ числа а, ß т а к ъ , что О С — а с и ОВ=$\, 
а, следовательно, 

OP = ae + ßt. 

Если, обратно, сперва будутъ даны произвольныя дѣйстви-
тельныя числа а, р, то можно, выбравъ векторы e, і опредѣ-
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лить векторъ ОР т а к ъ , что послѣднее равенство будетъ удо
влетворено. 

Этимъ самымъ мы уже показали, что всѣ векторы плоскости, 
исходящіе изъ одной и той же точки, образуютъ множество въ 
томъ СМЫСЛЕ , к акъ оно охарактеризовано въ § 2 А. Теперь 
остается только изслѣдовать, будутъ ли дѣйствія надъ векторами 
тѣми же самыми, что и для комплексныхъ чиселъ, полученныхъ 
изъ такихъ же множествъ, опредѣленныхъ въ § 2, и въ частно
сти для простыхъ комплексныхъ чиселъ. 

1. Векторы 

О Р = ае + [5і и ОР' = а'е -4- ß'i 

могутъ быть равны другъ другу только тогда, когда Р 
и Р' совпадаютъ (см. А. стр. 4Ü3), слѣдовательно, если 
а —а' и Но :>то то же условіе, что и данное въ 
§ 2 А для равенства двухъ комплексныхъ чиселъ. 

2. Если OS представляетъ сумму ОР-\-ОР' т . -е . если PS 
равенъ и параллеленъ ОР' и если параллели к ъ линіи Ol, 
проведенныя изъ точекъ Р . Р', S, пересѣкаютъ прямую 
ОЕ соответственно въ точкахъ Q, Q', T, а параллель 
къ прямой ОЕ, проведенная изъ точки Р, пересѣкаетъ 
линію, соединяющую точки S и Т, въ точкѣ II, то изъ 
конгруэнтности треугольниковъ OP Q' и PSB, слѣдуетъ, 
что 

PB=oq, 
следовательно, 

QT= PB = a't 
и 

OT^OQ+QT--=at + a'e = (a-\-a'K (ср. гл. V I , § 8). 

Если линія, проведенная изъ S параллельно ОЕ, пересѣкаетъ , 
прямую 01 въ точкѣ U, то такимъ же образомъ получается: 

следовательно: 

OS= ОТ+ TS= ОТ+ 011 = (a - f а')е + (? - f ß'Jt. 

Сумма двухъ векторовъ, данныхъ въ видь ate —j— ßt и a'c -f- fît, со
ставляется , следовательно, совершенно такимъ же образомъ, какъ 
и сумма двухъ комплексныхъ чиселъ (§ 2 А). Отсюда уже сле 
дуетъ, что и для разности имѣетъ место такое же с о в п а д е т е . 
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Слѣдовательно, всѣ векторы данной плоскости, исходящіе изъ 
одной и той же точки, действительно, образуютъ систему комплек
сныхъ, составленныхъ при помощи дѣйствительныхъ чиселъ изъ 
единицъ с, і, величинъ, для которой равенство и сложеніе опре
деляются такъ же, какъ и для комплексныхъ чиселъ, составленныхъ 
изъ двухъ единицъ. Во всякомъ случаѣ существуетъ весьма 
большое число множествъ, совпадающихъ въ этомъ отношеніи 
съ системой комплексныхъ чиселъ. Теперь поставимъ , себе во
просъ, возможно ли для векторовъ определить такія дѣйствія, 
которыя можно было бы назвать умноженіемъ и дѣленіемь, въ 
силу того, что они у д о в л е т в о р я ю т тѣмъ же законамъ, какъ умно-
женіе и дѣленіе действительныхъ чиселъ, и результаты которыхъ 
находятся въ однозначномъ соотвѣтствіи съ произведеніемъ и 
частнымъ комплексныхъ чиселъ, соотвѣтствующихъ даннымъ 
векторамъ. 

1. Произведеніе, въ которомъ одинъ изъ сомножителей является 
векторомъ, начало и конецъ котораго совпадаютъ, всегда должно 
имѣть значеніе нуль. 

2. Выбравъ какой-либо векторъ OJ57 = с, къ направленію и 
•длине котораго мы будемъ относить направленія и длины всехъ 
векторовъ плоскости, опредѣлимъ произведете двухъ произволь-
ныхъ векторовъ АА' = а и ВВ' — Ь, образующихъ съ е углы 
и <р2, слѣдующимъ образомъ: проводимъ черезъ В, прямую 

3 

(Фиг. 5). 

F. Умноженіе векторовъ. 
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BD равную и параллельную ОЕ, соединяешь D съ В' и стро-
имъ при АА' въ точкѣ А уголъ равный DBB'~y2 и при АА' въ 

точке А' уголъ равный BDB'. 
Если стороны построенныхъ 
угловъ пересѣкутся въ С, то 
АС = с назовемъ произведеніемъ 
обоихъ векторовъ А А' и ВВ'. 
Непосредственно видно, что ам
плитуда вектора АС ср3 относи
тельно ОЕ равна tp2 —f— ер2. Такъ 
какъ треугольники АА'С и BDB' 
подобны вслѣдствіе равенства со-
отвѣтственныхъ угловъ, то имѣетъ 
мѣсто и слѣдующая пропорція: 

AAA = \BB'\:\BD\ 

(Фиг. 6). 

AC\ 
или 

Если обозначить отношеніе длин'ъ отрѣзковъ | а \, \b\, J cj 
к ъ отрѣзку I e j , соответственно черезъ a, ß, у, то изъ послед
ней пропорціи слѣдуетъ, на основаніи § 8, гл. V I , стр. 363:. 

Y : a = ß : l , 
и, следовательно, 

Y = aß. 

После выбора вектора е, къ которому относимъ всѣ векторы 
плоскости, векторъ с будетъ вполне опредѣленъ величинами 

Ъ = Ъ + Ъ и Y = a H -
Если одинъ изъ двухъ данныхъ векторовъ, напр. ВВ' будетъ 

вида ße, т . -е . ВВ' имѣетъ тоже направление какъ и е, следова
тельно, сс2 имѣетъ значеніе нуль, то у3 = уѵ т . - е . с имеетъ тоже 
направленіѳ, что и а. Если, кроме того, ß — 1 , следовательно, 
ВВ'— е, то получается, что и у = а. Откуда с = о. И такъ умно-
женіе на с оставляетъ безъ изменения любой векторъ плоскости. 

Установленное здѣсь опредѣленіе произведенія двухъ векторовъ 
является во всякомъ случае не единственно возможнымъ (ср. 

1) Если положить въ основаніе вмѣсто вектора е векторъ е', длина кото

раго равна и I e I , и который съ е составляетъ уголъ (e, t') — Ъ, то мы полу

чимъ, какъ значеніе произведенія ab, векторъ с' длиной въ ~ | с | , который 

образуетъ съ | с | уголъ (с', с) = Ь. 



§ 3. Предетавл. обыкн. компл. чиселъ на, плоек, при помощи вектор. 4 1 \ 

прим. 1, стр. 379), но оно удовлетворяетъ, какъ мы сейчасъ это 
покажемъ, всѣмъ законамъ умноженія. 

1. Если 
<х = а' и b = b'; 

то и 
аЪ--=а'Ь', 

такъ какъ треугольники, необходимые для построенія произведе-
нія a'b' соответственно конгруэнтны съ тѣми, которыми мы поль
зовались раньше, и соответственный стороны этихъ треугольни-
ковъ параллельны. Следовательно, мы можемъ при построеніи 
произведенія двухъ векторовъ ихъ начало располагать въ произ
вольно выбранной точке . 

2. Справедливость коммутативнаго закона 
a-b = b-ct 

вытекаетъ непосредственно изъ наличности этого закона при 
сложеніи угловъ (уj - | - <р, = <р2 - f <pj) и при умноженіи действи-
тельныхъ чиселъ (aß = ßa). 

То же самое имеетъ мѣсто и для ассоціативнаго закона. 
Теперь остается только привести доказательство г ) дистрибу-

тивнаго закона. 
Пусть ОА = а, О Б = Ь, 0 0 = с три нроизвольныхъ векто

ра, 05' = f = 0А Ar OB (OASB, следовательно, представляетъ 
параллелограммъ). Пользуясь векторомъ ОЕ = е, построимъ 
указаннымъ выше способомъ векторы 
OA'=d, O B ' = b ' , O S ' = f такъ , чтобы 

а' = ас, b' = bc, 

f = fc. 

Теперь остается 
показать, что 

( о 4 - Ь ) с = ас- ( -Ьс , 

или 

fc = ас -f- be, 

или 

Î' — а' + Ь', (Фиг. 7). 

другими словами, показать, что и OA'S'B есть параллелограммъ. 

1) По Н . - H a n k e Гю. Theorie der komplexen Zahlensysteme § 21 и 
0 . S t o l z und I . A . G m e i n e r, Theoretische Arithmetik, X I Abschnitt, 6. 
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Согласно построенію, получаемъ слѣдующія пропорціи 

I OA' ; I oc i 
i OA ! " " I ОЕ I 

и 
I OB' ! _ [_00_l 
I OB I I OA' ( ' 

а, следовательно, также 

I ° '4 ' I [ OB' I 
I OA j J О Б [ ' 

Такъ к а к ъ , кроме того изъ равенства угловъ АОА' и ВОВ 
(каждый изъ нихъ равенъ -§С EOG) слѣдуетъ, что 

ЗС AOB = ^ç ÄOB,. 

то мы можемъ заключить, что 

АЛОВ ГѴ&АОВ'. 

Такимъ же образомъ получается: 

AAOSrsj Д AOS' 
и 

Рассматривая равенство угловъ , вытекающее изъ подобія 
этихъ паръ треугольниковъ, мы убеждаемся что и 

/±ABSrv&A'B8. 

Изъ того обстоятельства, что согласно построеніюѴІO.BS есть 
параллелограммъ, слѣдуетъ д а л ѣ е : 

§С OB'А' = < S'А'В' и <£OÄB' = ^S'B'A'; 

следовательно, OB' параллельно А'& и OA параллельно B'S', а 
поэтому и OA'S'B' также параллелограммъ, откуда и вытекаетъ 
справедливость дистрибутивнаго закона для умноженія векторовъ . 

G. Дѣленіе одного вектора на другой. 

Если требуется определить векторъ b при помощи векто
ровъ с, й, образующихъ съ с соответственно углы со3 и <р2 и 
имеющихъ по длине отношенія къ je ! соответственно равный 
Y и а т а к ъ , чтобы 

ab = с. 
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то амплитуда вектора Ь, ш2, должна удовлетворять равенству 

a значеніе отношенія ß = | b j : ] e j , удовлетворять равенству 

aß = y. 

Эти соотношенія показываютъ, что если а не равно нулю, 
то задачу всегда возможно рѣшить и при этомъ единственнымъ 
образомъ. ГІостроеніе вектора b выполняется такъ : проводимъ 
(см. фиг. 6, стр. 410) черезъ произвольную точку В, векторъ 
BD —г, и на немъ строимъ треуголыіикъ BDB' подобный 
треугольнику ЛА'С. ВВ — Ь и есть векторъ, удовлетворяющей 
равенству ab = с. 

H . Соотвѣтствіе между умноженіемъ (дѣленіемъ) векторовъ 
и умноженіемъ (дѣленіемъ) обыкновенныхъ комплексныхъ 

чиселъ. 

Если с снова обозначаетъ векторъ, умноженіе на который 
оставляетъ безъ измѣненія всякій другой векторъ, a t — некото
рый векторъ, пока произвольный, и кромѣ того (ср. Е, стр. 407). 

a = a1t-ra2\, b = р\е ~ Н 2 Ь с == ab = Уіс• + № 
то возникаетъ вопросъ, будетъ ли зависимость между Y2 И 

аг, ctß, ßj, ß 2 , такою же, какъ и между коэффициентами произ
веден)^ двухъ обыкновенныхъ комплексныхъ чиселъ, и коэффи-
ціентами сомножителей (ср. § 2 Е, стр. 394). Это изслѣдованіе 
начнемъ прежде всего относительно произведѳній ее, et, i t . Не
посредственно на основаніи F имѣемъ 

ее = с, сі = іе = і. 

Если амплитуду і относительно с обозначимъ черезъ о>, а отно-
шеніе j t j : j е ; черезъ i, то, согласно F, и есть векторъ, ампли
туда котораго равна 2ш, а отношеніе его длины къ j e | есть і2. 
Если теперь произведеніе векторовъ it должно быть составлено 
изъ векторовъ с, t такъ же, какъ произведете іі составляется 
изъ комплексныхъ единицъ е, і, (ср. § 2 (XIV а), стр. 394), то 
должно имѣть место 

Н = — с , 

а послѣднее возможно тогда и только тогда, если 

I . 2w = тг или = тт - j - 2Лтг, • 
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гдѣ к означаетъ какое-либо цѣлое число, и 

2. ' . 2 = 1 , следовательно і—І. 

Поэтому теперь за второй изъ двухъ векторовъ, при помощи 

которыхъ мы выражаѳмъ всѣ векторы плоскости, выберемъ век

торъ, имѣющій длину равную е и образующій съ е уголъ у т ; 1 ) . 

Чтобы произведете 

c = ob = ( a 1 c - r - a 2 t X ß ] c + ß 2t) 

привести къ виду у,е -{-ѴгЬ мы можемъ, въ виду того, что въ F до
казана справедливость дистрибутивнаго закона для умноженія 
двухъ векторовъ, каждый членъ первой суммы умножить на ка
ждый членъ второй. Тогда мы получимъ: 

с = ab = (atjßj )ее -f- (a ,ß 2 )e t - f (a 2 ßj) ie - f (a2%)n = 

С л е д о в а т е л ь н о , к о э ф ф и ц и е н т ы п р о и з в е д е н і я 
д в у х ъ в е к т о р о в ъ д о л ж н ы о б р а з о в ы в а т ь с я и з ъ о б о-
и х ъ в е к т о р о в ъ , д а н н ы х ъ , к а к ъ л и н е й н ы я к о м б и -
н а ц і и е, і, с о в е р ш е н н о т а к ъ ж е , к а к ъ и к о э ф ф и 
ц и е н т ы п р о и з в е д е н і я д в у х ъ о б ы к н о в е н н ы х ъ к о м п 
л е к с н ы х ъ ч и с е л ъ и з ъ с о м н о ж и т е л е й , н а п и с а н н ы х ъ 
в ъ ф о р м ѣ л и н е й н ы х ъ с о е д и н е н і й е, г. 

Если при данныхъ значеніяхъ а, , а 2 , у 1 ? у 2 , требуется опре
делить числа ßj, ß 2 , такъ чтобы 

то ßj, ß 2 должны удовлетворять тѣмъ же двумъ равенствамъ пер

вой степени, что и коэффициенты частнаго T l < ~[~ Т24- ; следова-
а1е Т~ а 2 у 

a l T l + a2ÏS2 a l Ï 2 — a 2 ï l 

тельно, они должны иметь те же значенія: — ; и — 5 — • 
- * і « 2 r * 2 i „ ^ 

a l + А1 a l + a ! 

!) Мы могли бы съ тѣмъ же успѣхомъ выбрать также и векторъ, который 
3 

съ с образуетъ уголъ у п. Слѣдовательно, установленіе, что направлеиія е и t 

другъ къ другу перпендикулярны, не есть произвольное соглашеніе; напротивъ, 
оно необходимо вытекаетъ, съ одной стороны, изъ опредѣленія произведенія 
векторовъ, даннаго въ F , съ другой ж е стороны, изъ того требованія, что пра
вила умноженія надъ единицами векторовъ е, І должны совпадать съ такими же 
правилами для единицъ .e, і обыкновенныхъ комплексныхъ чиселъ. 
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J . Взаимнооднозначное соотвѣтствіе векторовъ плоскости 
(а также точекъ на плоскости) и обыкновенныхъ комплек

сныхъ чиселъ. 

Изложенное въ отдѣлахъ Е и Ц приводить насъ къ за
к л ю ч е н а : система векторовъ на плоскости, представленныхъ в ъ 
видѣ Se - j - Tji находится въ однозначномъ соотвѣтствіи съ обыкно
венными комплексными числами Se-f-r,i въ томъ смыслѣ, что, 
если выполнить одно изъ четырехъ основныхъ дѣйствій съ одной 
стороны надъ векторами, и съ другой стороны надъ соответ
ствующими имъ комплексными числами, то снова придемъ къ 
соотвѣтственнымъ индивидуумамъ обѣихъ системъ. Это и служитъ 
доказагельствомъ, о которомъ уже упоминалось въ § 1 этой главы, 
транзіентной реальности комплексныхъ чиселъ. Если принять во 
вниманіе только векторы, исходящіе изъ одной точки О, что не 
является ограниченіемъ общности, то каждый векторъ такого 
рода однозначно определяется своимъ концомъ. Этимъ и уста
навливается однозначное соответствіе точекъ плоскости и обыкно
венныхъ комплексныхъ чиселъ. Комплексному числу Se-j-rjä, или 
£ —j— г(г, соответствуете конецъ вектора Se —j— т̂ і т . -е . та точка Р 
плоскости, которая въ системе координатъ съ осью £, имеющей 
направленіе е, и осью г,, имеющей направленіе t, при выборе | e ! 
за единицу длины, имеетъ координаты £ и г,, и обратно, этой 
точке соответствуетъ комплексное число S-f-ïjt. По теореме П и-
о а г о p а имеемъ 

.- ' I О Р | 2 = | $ е | 2 4 - 1 г ( г | 2 , 

или, полагая отношеніе \ ОР | : j е | = р, 
p2 = e*-f-r,*?. 

Следовательно, отношеніе длины вектора къ .| e | равно модулю 
комплекснаго числа, соответствующаго этому вектору, а отсюда 
видно, что теорема о модуле суммы и разности двухъ комплек
сныхъ чиселъ, доказанная въ § 2 F при помощи вычислений, экви
валентна планиметрической теореме: сторона треугольника меньше 
суммы и больше разности двухъ другихъ. 

Такъ какъ каждый векторъ съ одной стороны определенъ 
числами р, ір, такъ называемыми „полярными координатами" 
точки P, а съ другой стороны соответствуетъ единственному 
комплексному числу S-j-uji, то существуете также и взаимное 
соответствіе между всеми системами значеній (p, <ç) и всеми 
системами значеній (S, rt). S и TJ однозначно определяются че-
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тзезъ р и <р; данной системѣ значеній (3, г,) соотвѣтствуетъ 
единственное значеніе р и безчисленіюе множество значеній <f, 
которыя отличаются отъ главнаго значенія Ф, однозначно опре-
дѣляемаго условіемъ — Î T - < 0 ^ 4 - I T , на числа кратныя 2гг. 

р]сли Sj- j - ï j j i , ^2~{-ті2і комплексный числа, соотвѣтствующія 
векторамъ ОР1 (р 2 , и О Р 2 ( р 2 , <f2j, то произведенію 

к а к ь это показано въ Н, соотвѣтствуетъ векторъ ОР1-ОР2, по-
лярныя координаты котораго согласно F, суть: pj-p 2 , «pj - j — ср2>. 
т .-е . системы значеній 

(Мг — Ѵ і 2 ' Ь і \ + V u ) и (PiP8» ' Ь + f2) • 

соотвѣтствуютъ другъ другу. 
Далѣе слѣдуетъ также, что комплексному числу 

(5і + ъ О ( 5 3 Н - ѵ ) - - - & + ѵ ) 
соотвѣтствуетъ векторъ съ полярными координатами р : р 2 - - - р „ , 
'f j 2 Ч 'fn' a в ъ частности степени (S - j - V ) n соотвѣтствуетъ 
система значеній р", щ. На основаніи этого мы могли бы V ) " 
представить сейчасъ же въ видѣ если были бы въ со
с т о я л и указать для каждой системы значеній въ полярныхъ коор-
динатахъ соответствующую систему въ прямоугольныхъ. Это 
требованіе заставляетъ насъ подробнѣе изучить соотношенія 
между системами значеній (р, <р) и (S, г,). 

К. Выраженіе взаимной зависимости между (р, <р) и (S. г,) 
при помощи тригонометрическихъ функцій. 

Пусть ср есть какой-либо уголь , образованный начальной сто
роной ОХ и кондчной OZ, т . -е . tp измѣряетъ величину поворота, 

СЬ + Ѵ0(=2 + V ) = ^ 2 — ГІ1ГІ2) + («1TI2 J r V J » , 

(Фиг. 8). 

А 

который слѣдуеть вы
полнить въ положи-
тельномъ нанравленіи, 
чтобы ОХ неревести 
въ положеніе OZ. Б^сли 
на OZ возьмемъ про
извольную точку Р и 
опустимъ изъ нея на 
ОХ перпендикуляръ 
РА, то, какъ это ука
зано въ ученіи о по-
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добіи, отношеніе длины OA къ длинѣ OP не зависитъ отъ по
ложения точки Р на OZ; но оно изменяется, вообще говоря, 
вмѣстѣ съ угломъ у и поэтому называется функціей даннаго 
угла и въ отличіе отъ другихъ функцій сокіпи«'омъ (косинусомъ); 
это записываюсь въ такомъ видѣ: 

OA : OP == cos 'f. 

Т а к ъ какъ Р расположено на самой полупрямой (лучѣ) OZ, то 
OP всегда имѣетъ положительный знакъ въ то время, какъ 
OA есть положительная или отрицательная величина, смотря но 
тому, совпадаетъ ли OA съ направленіемъ начальной стороны 
или ему противоположнымъ. 

Если OY образуетъ съ ОХ уголъ и если В есть основа-
nie перпендикуляра, опущеннаго изъ Р на OY, то и отношеніе 
ОВ:ОР представляетъ изъ себя функцію угла а, не зависящую 
отъ выбора точки Р на OZ, называется синусомъ этого угла и 
обозначается : 

ОВ:ОР = sin'f. 

OB будетъ положительно или отрицательно, смотря потому, сов
падаетъ ли OB съ направленіемъ OY или съ ему противопо
ложнымъ. 

Непосредственно изъ опредѣленія cosinus'sa и sinu'a выте-
каютъ слѣдующія свойства этихъ функцій: 

1. Съ возрастаніемъ <р отъ 0 до у 

cosa уменьшается отъ 1 до 0, sin (f увеличивается отъ 0 до 1; 

съ возрастаніемъ ш отъ у до тс 

cos ср уменьшается отъ 0 до — 1, sinus — отъ 1 до 0; 
3 

съ возрастангемъ <р отъ тг до у я » 

cosep увеличивается отъ —1 до0 , sin а уменьшается о т ъ О д о — 1 ; 

съ возрастаніемъ ср отъ у тг до 2тт, 

costp увеличивается отъ 0 до 1, sin ср— о т ъ — 1 до 0. 

2. cos (— ср) = ' cos <f, sin (— f) = — sin к. 
3. cos (cp - j - 2£rc) = cos ip; sinOp-4^ 2/ni)=:sin 'p, 
гдѣ Je означаетъ произвольное положительное или отрицательное 
цѣлое число. 
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Если далѣе отношеніе OB'. OA назвать тангенсомъ угла tp (и 
обозначить: tang to = OB: OA) a отношеніе О A'. OB — котанген-
сомъ угла <р (и обозначить: cotg tp == Oxl : ( Ш ) , то легко ви
деть , что 

. , s i n О C O S » 
4. tangtp — - —-, cotgtp = -.—-

cosy sin (p 

и для любого цѣлаго числа k 

5. tang (tp -f- kn) — tang (p, cotg (tp - | - Z-тг) = cotg tp. 
Четыре функціи cosinus, sinus, tangens, cotangens, имѣютъ 

общее названіе „гоніометрическихъ", или тригонометрическихъ 
функцій. 

Если на фиг. 8 OP принять теперь за векторъ, то при по
мощи только что введенныхъ функцій сейчасъ же получимъ 
соотношенія между прямоугольными и полярными координатами 
конца этого вектора: 

6. cos<p —4> s ù i ! p = ~ ' tang!p = 4 , cotgcp = ~ , 

которыя позволяютъ, при помощи тригонометрическихъ таблицъ, 
для каждой системы значеній (р и tp) найти соответствующую си
стему значеній (S r , ) , ,— и обратно, для каждой системы значеній 
(£, г () — соответствующую систему значеній (p, <р). А именно, съ 
одной стороны, имеемъ: 

7. ' S — р cos tp, г, = р sin tp, 

въ то время, к а к ъ съ другой стороны, р опредѣляется изъ ра
венства 

8. р2 = ^ -f- Tj2 

выведеннаго въ I , и <р изъ одного изъ равенствъ 6, если даны £ 
и г{. При этомъ слвдуетъ заметить , что Ф, главное значеніе tp, 
ключено: 

V если £ > • ( ) , г , > 0 , между 0 и | , 

если S > О, Г( < 0, между 0 и — 

2 ; 

если S • < 0, г, > 0, между и тг, 
2 

если £ < 0 , г ,<<0 , между — и —тт. 
2 
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Если въ 8 для 5 и г, подставить значенія 7, то получимъ 
еще следующее соотношение между функціями cosinus'a и sinus'a: 

9. cos2 ср -4- s i n 2 = 1. 

На основаніи 7 мы можемъ произвольное комплексное число 

Ï + V 
привести также и къ виду 

р (cos tp - f - i sin 'f )> 

который и будемъ называть тригонометрической формой комплек
с н а я числа, при чѳмъ множитель cos у -f- i simp, который въ 
дальнѣйшемь для краткости, слѣдуя A r g a n d 'y (Annales de 

Gergonne, Bd. Y стр. 208), будемъ писать въ видѣ ' <р , на

зывается по A r g a n d'y „факторомъ направленія" . 
Подобно тому, какъ мы использовали предложеніе, доказан

ное въ Н, о томъ, что произведете двухъ векторовъ, согласно 
опредѣленію данному въ F, составляется изъ своихъ сомножите
лей, аналогично тому, какъ произведете двухъ обыкновенныхъ 
комплексныхъ чиселъ изъ этихъ чиселъ, т . -е . использовали ра
венство (стр. 414) 

ab — (a3p\ — а2{$2) e -f- (а3р\, - j - a2[ü3) i 

мы уже на стр. 416, I сдѣлали заключение, что точка, прямо
угольный координаты которой суть £ 3 £ 2 — г„т І 2 > S3r,2 - - j - £ 2 г 1 з , имѣетъ 
нолярныя координаты р 3 р 2 , <р 3 4-тѴ 

Слѣдовательно, на основаніи 7 имѣемъ: 

^ 2 — W>2 = P]p2 COS ftp, + <p2) 
И 

. *1ГІ2 + -2 rU = : ?1?2 (b + > 2 І -

Если теперь лѣвыя части выразить въ полярныхъ координа-
тахъ и раздѣлить почленно получающіяся равенства на р 3 р 2 , то 
найдемъ слѣдующія важныя соотношенія: 

10. cos (<р, -4- 'f2) —
 e o s 'fi ( ' o s Ъ — s i n fi s i n Ъ 

и 
sin ( c p 3 + ( p 2 ) = cos (p3 s in 'p 2 + cos ' f 2 s in Cpj, 

такъ называемый „теоремы сложенія" функцій cosinus'a и sinus'a, 
которыя получились здѣсь непосредственно, какъ слѣдствія изъ 

К. Ферберъ. Ариѳметика. . ^ 
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ц и т и р о в а н н ы х ъ в ы ш е и д о к а з а ш ш х ъ в ъ H т е о р е м ъ ; в а ж н о с т ь 

п о с л ѣ д н и х ъ з а к л ю ч а е т с я в ъ т о м ъ , ч т о и з ъ н и х ъ л е г к о в ы в о д я т с я 

в с ѣ ф о р м у л ы г о н і о м е т р і и , и з ъ к о т о р ы х ъ в ъ в и д у д а л ь н ѣ й ш а г о 

п р и м ѣ н е н і я у к а ж е м ъ т о л ь к о с л ѣ д у ю щ і я : е с л и в ъ J 0, tp2 в е з д ѣ 

з а м ѣ н и т ь ч е р е з ъ — tp,. ч т о д о п у с т и м о , т а к ъ к а к ъ в с ѣ н а ш и р а з -

с у ж д е н і я т а к ъ ж е с п р а в е д л и в ы д л я о т р и ц а т е л ь н ы х ъ у г л о в ъ , к а к ъ 

и д л я п о л о ж и т е л ь н ы х ъ , т о п о л у ч и м ъ 

11. COS (уj — ! f 2 ) = COS i f j COS y2 - j - S in ! f j s i u % 2 

и 

s i n (cpj — (f 2 ) = cos y2 s i n -fj — cos j s i n !f 2. 

И з ъ 10 и 11 п о л у ч а е м ъ д а л ѣ е : 

§ 4. Степени, корни и логариѳмы въ области компленсныхъ 
чиселъ. 

Â . Степени съ цѣлыми показателями. 

Т е п е р ь , п о с л ѣ в в е д е н і я т р и г о н о м е т р и ч е с к и х ъ ' ф у н к д і й , м ы 

м о ж е м ъ у ж е р ѣ ш и т ь у п о м я н у т у ю , р а н ь ш е , в ъ к о н ц ѣ § 3 ,1 , с т р . 416 

з а д а ч у : п р е д с т а в и т ь w - у ю с т е п е н ь п р о и з в о л ь н а я ) к о м п л е к с н а г о 

ч и с л а 

5 - | - г,і = р ( cos ъ -\- / s in ' f ) = р ' s t f j 
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въ видѣ Б-]

ГШ; такъ какъ по § 3, I степень (S —{— г(г')п соотвѣт-
ствуетъ вектору, полярныя координаты котораго суть р", щ, а 
слѣдовательно, прямоугольный координаты р псояиср, р" sin « с р , то 
получаемъ непосредственно: 

( I ) [р (cos ср - | ~ * S ' M ' • ? ) ] " = р" (cos м е р - { - i s in ? ? с р ) . 

Это равенство называется формулой М у а в р а г ) . 

Полагая въ § 2, Е, въ равенствѣ (XF) стр. 394, 

у = 1 , y' — Q, a = coscp, CL = sin с р , 
получимъ: 

1 COS <р Sill 9 

cos s -+- / sin ip cos 2 <f -(- sin'2 ;p c o s 2 » + sin' 2» 

= coscp — isin cp, 

следовательно: 

(cos <e -4-sin ( u ) - n = : -^—:— й = (coses— isin a)" 
v ' 1 (cos <p-f-/ sm f) v T •/ • 

= [COS( С р ) - | - * 8 І П ( cp)]" 

= cos ( — и cp ) - j - ? sin (— n cp); 

т.-е. равенство (I) имѣетъ мѣсто и въ томъ случав , если пока
затель есть отрицательное цѣлое число. 

Такъ какъ степень съ цѣлымъ показателемъ есть лишь част
ный случай произведенія (частнаго), и такъ какъ для умноженія 
и дѣленія комплексныхъ чиселъ остаются въ силѣ гі; же пра
вила, что и въ области дѣйствительныхъ чиселъ, то для сте
пеней комплексныхъ Чиселъ имѣютъ мѣсто и формулы, выведен
ный въ гл. I , § 7 В и гл. V, § 2 С. 

Разлагая въ сумму лѣвую часть равенства (I) по формулѣ 
бинома и сравнивая дѣйствительныя и мнимыя части обѣихъ ча
стей равенства, получимъ выраженія coswcp и sinwcp въ видѣ 
цѣлыхъ раціональныхъ функцій cos ъ и sin с р . 

!) По de M o i v r e ' y , который въ 
стр. 1, о п у б л и к о в а л хоти и не самое 
тѣсно связанное съ нимъ; ср. C a n t o 
видѣ встрѣчаетсн формула M о і ѵ г e'a 
infinitorum. т. I . гл. 8. 

своихъ «Misce l lanea aualytica» (1730). 
вышеуказанное равенство, но все-таки 

г I I I . стр. 046. Въ вышеприведенномъ 
лишь у Эйлера. Introductio in aualysin 

28* ' 
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В. Корни и степени съ дробными показателями. 

Если въ равенствѣ (I) положить 

рп = А, w-tp — ot, 

следовательно, 

где Y А долженъ означать единственное положительное число, 
га-ая степень котораго равна положительному числу А, то (I) 
преобразуется въ 

(Іа) 

Число Y А | ^ |~j , и-ая степень котораго равна комплексному 

числу J - J j a j , мы должны назвать, следуя терминологіи уста

новленной въ гл. I , § 8 А, корнемъ и-ой степени изъ А ( а . 

Теперь спрашивается , будетъ ли это число единственнымъ, обла-
дающимъ указаннымъ свойствомъ. Такъ к а к ъ (I) справедливо для 
каждаго значенія <р, а (Іа) справедливо для каждаго значенія я , 
то мы можемъ въ (Іа) заменить я , черезъ а-\~2ки, гдв к озна
чаетъ произвольное целое число. Если принять еще во внима-
ніе, что (по § 3 К , равенство I I I ) 

cos ( a -J- 2kn) = cos a , sin ( a - j - 2Ы) = sin я , 

то ( Іа ) преобразуется въ 

( l b ) 

Следовательно, п-ыя степени всехъ чиселъ / А 

равны данному комплексному числу А 1 а . Другихъ чиселъ, обла-

дающихъ тізмъ же свойствомъ быть не можетъ; въ самомъ дѣлѣ для 

того, чтобы и-ая степень комплекснаго числа р | ^ tp j имела зна-

ченіе А съ одной стороны, должно рп — А, но, на осно

вании гл. V I , § 7 С, стр. 347, существуетъ лишь одно положи-
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тельное число такого свойства, а именно то, которое мы обозна

чили І/"А; СЪ другой стороны, должно имѣть мѣсто 

cos n <p -4- i sin n if = cos a - j - г sin a, 
следовательно, 

cos n <p = cos a, sin и (f = sin a. 

Cosinus же и sinus двухъ угловъ »<р и a только тогда могутъ 
имѣть одно и то же значеніе, если углы либо будутъ равны, 
либо отличаться другъ отъ друга на кратное 2тг. 

Среди значеній корня и-ой степени изъ J. ^ a j , соотвѣтству-

ющихъ безчисленнымъ значеніямъ к и содержащихся въ f ib ) , не 
всѣ различны. Если кх и к2 суть два значенія к, то 

чі.+Щ 
S \ II

 1 п I 
тогда и только тогда, если 

с i 2к^.\ 
s \ п * п 

1 . ™ L _ i . _ L . 2 m , 

гдѣ ). есть нуль или число цѣлое, следовательно, если 

а п 1 

ИЛИ 
кл — к2 = м. 

или 
к1 = к2 (мод. п). 

Такъ какъ существуетъ какъ разъ п целыхъ, отличныхъ 
другъ отъ друга по мод. и чиселъ, напр. , О, 1, 2, ?>,-••, {п — 2), 
(п—1), то равенство ( ІЬ) даетъ какъ разъ п значѳній, а именно 
числа вида 

при 

к = 0, 1, 2 , . - . , (и — 2 ) , in — 1), 

каждое изъ которыхъ следуетъ называть корнемъ и-ой степени изъ 

A [ j a j . Любое изъ п значеній корня и-ой степени изъ ком

п л е к с н а я числа а—-А ^c

g aj принято обозначать посредствомъ 

\г*а и, такимъ образомъ, 

http://L_i._L.2m
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при 
£ = 0, 1, 2,- • - , (11 — 2), (n — 1). 

„Главнымъ значрніемъ" корня «-ой степени называютъ то, ко
торое при предноложоніи — тс << a тг соотвѣтствуетъ значенію 
/; — 0 . Если пмѣется въ виду главное значеніе, то знакъ * опу-
скаютъ и пишутъ , следовательно, 

п Г 

Действительный значенія корня /«-ой степени изъ дѣйствительнаго 
числа. 

Такъ к а к ъ среди комплексныхъ чиселъ находятся и действи
тельный (для дѣйствительныхъ положительныхъ чиселъ а = 0, 
для дѣйствительныхъ отрицательныхъ чиселъ а = т:), то только 
что изложенное применимо и къ корнямъ и-ой степени изъ дѣй-
ствительныхъ чиселъ. Въ то время, к а к ъ въ области дѣйствитель-
ныхъ чиселъ мы должны были различать (ср. гл. I V , § 7 В), было 
ли подкоренное количество ноложительнымъ или отрицательнымъ, 
показатель степени четнымъ или нечетнымъ, и соответственно 
съ этимъ корень и-ой степени изъ действительна™ числа имѣлъ 
то два, то одно значеніе, или его совсѣмъ не существовало, въ 
о б л а с т и к о м п л е к с н ы х ъ ч и с е л ъ к о р е н ь п-ой с т е 
п е н и и з ъ д ѣ й с т в и т е л ь н а г о ч и с л а и м ѣ е т ъ в с е г д а , 
б е з ъ и с к л ю ч с н і й , и з н а ч е н і й , о т л и ч н ы х ъ д р у г ъ 
о т ъ д p у г а. Если подкоренное количество есть положительное 
действительное число А, следовательно, а —О, то главное значе-
ніе корня м-ой степени, 'УÄ, будетъ также дѣйствительнымъ и поло-
жительнымъ. Второе значеніе можетъ быть действительнымъ только 

2А-- . 1 
тогда, если — = тг, следовательно, / • -= ., //, а это возможно лишь 

II Li 

въ томъ случаѣ, когда п есть число четное. Въ этомъ случаѣ\, 

мы на самомъ дѣлѣ получимъ для 1с = \-п действительное отри

цательное значеніе p / J . cos~ = — у ' А. Если подкоренное коли

чество есть действительное отрицательное число, следовательно, 

а = іт, то главное значеніе 
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н и к о г д а не будетъ дѣйствительнымъ; т а к ъ , напримѣръ, глав

ный значенія \f — i n Y— Г будутъ 

Действительное значеніе можетъ соотвѣтствовать только та
кому к, при которомъ 

г. . 2/,т. = п 
п 1 и 

или 
• • 2 / ; - 4 - 1 = и . 

т . -е . исключительно значенію k — "-^—, которое будетъ дѣлымъ 

числомъ лишь при нечетныхъ значеніяхъ п. Если п есть число 
четное, то всѣ и значеній корня п-ой степени изъ дѣйствитель-
наго отрицательна™ числа — мнимы. Эти выводы включаютъ 
въ себя то, что изложено въ гл. ІУ, § 7 В, стр. 191 и далѣе , 
относительно существованія корней изъ положительныхъ чиселъ. 

Мнимыя значенія корня //-ой степени изъ дѣйствительнаго числа. 

Е с л и к а к о е - н и б у д ь м н и м о е ч и с л о в с т р е ч а е т с я 
с р е д и и з н а ч е н і й к о р н я »-ой с т е п е н и и з ъ д е й с т в и 
т е л ь н а г о ч и с л а , т о и с о п р я ж е н н о е е м у м н и м о е 
ч и с л о в с т р е ч а е т с я с р е д и э т и х ъ п з н а ч е н і й . 

Доказательство: 
1. Если подкоренное количество есть действительное положи

тельное число А, следовательно, амплитуда а равна нулю, то 
мы имѣемъ 

(k = 0, 1,- • - , n — 1 ). 

Въ силу соотношоній 

COS (2TC — ip) = costp, sin (2гс — <р) = — simp, 

значенія правой части, соотвѣтствуюіція двумъ значеніямъ k:k] 
и k2, могутъ быть мнимыми и сопряженными тогда и только 
тогда, если 
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ИЛИ 

к2 = п — кг. 

При /^ = 0, к2-=п, следовательно. к2 0 (мод. н), т .-е. ks 

и к2 даютъ одно и то же действительное положительное значе-

ніе. Если и четное и к1 = -", то и к2 = т . -е . к1 и 'к, даютъ 

одно » то же действительное отрицательное значеніе корня. 
Для каждаго другого значенія к: мы найдемъ отличное отъ него 
значеніе к2, дающее сопряженный корень. 

2. Если подкоренное количество есть действительное отрица
тельное число — А, следовательно, а — г , то 

Значеніямъ числа /•, к1 и к2, соотвьтствуютъ сопряженно-мнимыя 
значенія правой части тогда и только тогда, если 

или 
к2 — п — 1 — kt. 

При кл = " - у - 1 и к2=-"'~\ Въ случае нечетнаго п значе-

н ію/ ; = " - • ' с о о т в е т с т в у е м единственный действительный отри
цательный корень; каждому другому значенію к} соответству-
етъ отличное отъ /:, значеніе к2, удовлетворяющее равенству 
к2 — п—1 — / р следовательно, для каждаго мнимаго корня су
ществуетъ ему сопряженный. 

Геометрическое представленіе н значеній корня н -ой степени изъ 
комплекснаго числа. 

Все данныя въ равенстве ( I I ) п значеній " j / *А aj имеютъ 

одинаковое абсолютное значеніе у^А, следовательно, соответ-
ствующія имъ точки расположены на окружности, описанной изъ 
начала О радіусомъ, отношеніе длины котораго 'къ единице длины 
равно 'УА. Точка, соответствующая главному значенію (к = 0), 
определится к а к ъ пересеченіе этой окружности и луча, обра-
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зующаго съ начальнымъ направленіемъ уголъ Точки, соответ

ствующая остальнымъ значеніямъ получатся, если начиная отъ этой 

точки раздѣлить окружность на и равныхъ дугъ. 

Формулы для дѣйствій съ корнями. 

К а к ъ было уже указано въ гл. I V , § 7 В, справедливость 
для корней равенствъ установленныхъ въ гл. I , § 8 В, по
коится, съ одной стороны, на законахъ возведенія въ степень 
съ цѣлымъ показателемъ, а, съ другой стороны, на однозначности 
корней въ области абсолютныхъ чиселъ. Правила дѣйствій надъ 
степенями пригодны и для комплексной числовой области (см. А, 
стр. 421), корни же въ этой области уже не однозначны; следо
вательно, намъ теперь придется провѣрить справедливость ука
занныхъ формулъ для корней, а въ частности установить, въ ка-
комъ смыслѣ слѣдуетъ понимать равенства, въ правой и лѣвой 
частяхъ которыхъ находятся многозначный выраженія. Мы начнемъ 
съ изслѣдованія равенства 

гдѣ 

'Если каждое изъ чиселъ h, к будетъ пробѣгать рядъ значеній О, 
1 ? . . . ) И — 1 ; то и h-\-k получитъ, какъ разъ п (мод. п) отлич-
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ныхъ другъ отъ друга значеній; поэтому каждому значенію A 4 - / : 
соответствуешь одно изъ значеній I и обратно, т . -е . каждое изъ 
значеніи 'У*а-У*Ь заключается среди значеній У* ab и каждое 
значеніе /*âb— среди значеній {У*а-У*Ь. Такое равенство между 
двумя многозначными выраженіями, въ которомъ каждое значеніе 
лѣвой части равно одному изъ значеній правой части и каждое 
значеніе правой части равно одному изъ значеній лѣвой части, на
зываютъ, по M. O h n r y 1 ) „ п о л н ы м ъ " (vollkommene) равенствомъ. 
Следовательно, въ этомъ СМЫСЛЕ равенство 111 есть полное. 

То же свойство можно доказать и относительно равенства 

( IV) %> *а\У*Ь = Ѵ*(аТЬ). 

Такимъ же способомь можно показать , что и 

(V) Ѵ*У*а==тУ*а 
представляетъ изъ себя полное равенство, но еще короче въ 
этомъ убѣдиться слѣдующимъ образомъ. Такъ к а к ъ произволь
ное число можно возвести въ (мш)-ую степень, возведя его 
сначала въ >/«-ую степень, а полученный результата въ п-ую, 
то отсюда и слѣдуетъ, что (»ш)-ая степень какого-либо значе-
нія лѣвой части равна а, а, следовательно, каждое изъ ея зна
чены несомнѣнно заключается среди значеній т\/*а; съ другой 
стороны имвемъ: 

/нш/Л \тіі \ i тп/л~ ~\>пЪі 

а = { |7*Ö) =|( У*а) \ , 

следовательно, 

и 
тп ' * ' ЧУ * іГ/Л ~ 

t,' *a — r (/ *а, 

т.-е. каждое изъ значеній правой части (V) встречается и среди 
значеній левой части. 
(VI) ( Т * « Г ' = ( У * а . Г 
есть полное равенство. Доказательство такое же, какъ и для ( I I I ) 
или для (V) . 

>) М. О h m, Versuch eines vollkommen konsequenten Systems der Mathe
matik, I I Tei l , стр. 386. 
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Каждое значсній лѣвой части равенства 

(VI I ) (У*а)т = У*а* 

содержится и среди значеній правой части. 
ТІолнымъ же это равенство является лишь тогда, когда m и и 

числа взаимнопростыя. Действительно: 

(* = 0, и — 1 ) , 
и 

(А — 0, 1,- • - , и — 1). 

Каждому значенію к соответствуете одно значеніѳ h; т акъ что 

mk r - h (мод. n), 

каждому же значѳнію h соотвѣтствуетъ значеніе к, удовлетво
ряющее этому сравненію, лишь въ томъ случаѣ, если от и п 
числа взаимно простыя (ср. гл. I , § 12 А и гл. V, § 4 D) . 

Если общій наибольшій дѣлитель I чиселъ m и и отличенъ 
отъ единицы, то одно изъ значеній к соотвѣтствуетъ лишь тѣмъ 
значеніямъ h, которыя кратны і. 

Каждое изъ значеній лѣвой части равенства 

( V I I I ) y*'äM = npr*ä^ 

заключается среди значеній правой части (доказательство та
кое же, какъ и для (V)). Такъ какъ лѣвая часть имѣетъ п раз-
личныхъ значеній, а правая пр различныхъ значеній, то, при 
Р^>\, равенство ( V I I I ) никогда не можетъ быть полнымъ. 

Выраженія обеихъ частей формулъ съ ( I I I ) по ( V I I I ) только 
тогда будутъ однозначны, если каждому корню приписать опре
деленное значеніе, напр. , указанное раньше главное значеніе 
(к = 0). Возникаетъ вопросъ, все ли формулы справедливы для 
этого главнаго значенія. Полагая въ доказательстве ( I I I ) каждое 
изъ чиселъ h, к, I равнымъ нулю, найдемъ, что ( I I I ) справедливо 
для главнаго значенія корней тогда и только тогда, если на 
ряду съ 

— т г < [ а ^ т т . — тс <^ fi ̂ т с , также и — л < [ а -\- ß g я . 
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Если, напримѣръ, подкоренныя количества a, b суть дѣйстви-
тельныя положительныя числа, а, следовательно, а = 0, ß = 0, то 
это условіе выполнено, но оно не выполняется, если a, b дей
ствительный отрицательный числа (а = тг, ß = тс). 

Для формулы ( IV) соответствующее условіе выразится т а к ъ 

— т г < а — Р ^ т т . 

Формулы (V) и (VI ) годны для главныхъ значеній корней, 
к а к ъ это непосредственно видно, если выписать ф а к т о р ы н а -
п р а в л ѳ н і я обѣихъ частей равенства. 

( V I I ) и ( V I I I ) , вообще говоря, не являются справедливыми 
для главныхъ значеній. Для каждой изъ нихъ должно быть тогда 
выполнено особое условіе, которое получимъ сравненіемъ факто-
ровъ направленія обѣихъ частей равенства. Выводъ этихъ усло-
вій можно найти также у S t o l z и G m e i n e r , Theoretische 
Ari thmetik, X I I . Abschnitt, Nr . 4 (стр. 360 и 361). Этимъ самымъ 
полностью исчерпываются вопросы, на которые мы въ гл. IV , 
§ 7 В, стр. 191—195 для области дѣйствитѳльяыхъ относитель
ныхъ чиселъ могли дать лишь неполный отвѣтъ . 

Степени съ дробными показателями. 

m 
Если опредѣленіе п,1=('Уа)т, данное для степени съ дроб-

нымъ показателемъ въ гл. I I . § 5 В, распространимъ и на слу
чай комплекснаго основанія а, то ясно, что послѣднія наши 
изслѣдованія уже содержать въ себѣ теорію этихъ степеней. 

При а—А а 
s 

имѣемъ 

,і f nr т\т elm I n m , \ 

Если m. n имѣютъ общій наибольшій дѣлитель t, то два зна-

ченія h, которыя сравнимы ^мод. ™j даютъ уже одно и то же зна-

ченіе факторовъ направленія; въ такомъ случаѣ, слѣдовательно, 
m 

правая часть, a вмѣстѣ съ тѣмъ и пп, имѣютъ именно ~- отлич-

ныхъ другъ отъ друга значеній. Если t—\, a, слѣдовательно, m 
m 

и п числа взаимно простыя, то ( i ^ a ) ' r t = a" имѣетъ к а к ъ разъ п 
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другъ отъ друга отличныхъ значеній, которыя въ этомъ случаѣ, 
согласно(VII) , совпадаютъ съ п значеніями 1)/*ат, которыя всегда 
имѣетъ этотъ символъ. 

Теперь, слѣдуя К о ш и (Cours d'Analyse V I I , § 1 ) 1 ) , произволь-
т m 

ное значеніе степени ап будемъ обозначать черезъ ((«))" , тогда 
m 

какъ ап должно постоянно означать главное значеніе степени, 
соответствующее 7г = 0. Для д е й с т в и т е л ь н а я , положительнаго 

m 
основанія a ( „ _ _ 0 ) , главное значеніе ап есть единственное дѣй-

т 

ствительное положительное значеніе среди всѣхъ значеній ((«))" . 
Данное здѣсь опредѣленіе главнаго значенія находится въ полномъ 
согласіи съ даннымъ въ гл. IV , § 7- В, стр. 194. Если а есть 
действительное отрицательное число (а = тг) и п есть число чет
ное, то при условіи, что m и п числа взаимно простыя, ни одно 

m 
изъ значеній ((«))" не будетъ действительным^ если при томъ же 
предположены п есть число нечетное, то одно изъ значеній 

m 

((а))п будетъ действительнымъ и отрицательнымъ, но это не бу

детъ главное значеніе, a значеніе соответствующее k = "-^ \ 

С. С т е п е н и с ъ и р р а ц і о н а л ь н ы м и п о к а з а т е л я м и . 

Правый части равенствъ і 

({ajf = А*у ^ (ха -f- 2xkn) 

ах=А 

справедливыхъ прежде всего при раціональномъ х, сохраняютъ 
определенный смыслъ и тогда, если вместо х подставить ирра
циональное число S \хп; Хп). Поэтому мы можемъ установить 
следующее о п р е д е л е н и е : 

((«))= ___l5[;(ea + 2StoT)] 

а% = А'-

i) Oeuvres complè tes , Série I I , т. 3, стр. 157. 
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Чтобы оправдать это опредѣленіо, мы должны убѣдиться въ 
томъ, что если выбрать S-•-•-'„ (а также и Хп— £) достаточно 
малымъ, то модуль и факторъ нанравленія ((«))' '" (соответственно 
((а))хп) будутъ произвольно мало отличаться отъ модуля и фак
тора направленія ((«))', само-собою разумѣется, при одномъ и 
томъ же значеніи А\ Справедливость этого утвержденія для 
модуля слѣдуетъ уже изъ опредѣленія степени положительнаго 
числа съ ирраціональнымъ показателемъ, даннаго въ гл. V I , 
§ 7 D . Если 

S = * n + * 

и для краткости обозначить 

то 

Придавая достаточно **лыд значѳнія §, s in . | y f ia ' j , а этимъ са-

мымъ и разность обоихъ факторовъ направлевія можно сдѣлать 
произвольно малыми. Слѣдовательно, выражение, данное для ((«))-, 
дѣйствительно, является предѣльнымъ значеніемъ, къ которому 
приближается ((«)> г» (соответственно ((а))хп), если I — хи (ео-
отвѣтственно Хп — I) достаточно мало. 

Два значенія (("))S соотвѣтствующія значеніямъ f,\ и /-2 вели
чины к, могутъ быть равны другъ другу лишь тогда, если 

la -f- 2ѴІ{К = la 4 - 25/-2Tt - f 2/тт, 

гдѣ / есть какое-либо цѣлое число, или если 

= 
Такъ к а к ъ I ирраціонально, то это равенство можетъ имѣть 

мѣсто лишь при /•, — к2 — Г—0; двумъ различнымъ значеніямъ 
к соотвѣтствуютъ, слѣдовательно, всегда и различный значенія 
(('«))S т . -е . с т е п е н ь с ъ и р р а д і о н а л ь н ы м ъ п о к а з а т е -
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л е м ъ и м ѣ е т ъ в ъ о б л а с т и к о м п л е к с н ы х ъ ч и с е л ъ 
б е з к о н е ч н о м н о г о з н а ч е н і й . 

Коли основаніе а есть некоторое действительное положитель
ное число (а = 0), то среди безконечнаго множества значеній 
((«))% главное значеніе aï есть единственное действительное зна-
ченіе. Если а действительно и отрицательно, то все значенія 

( ( « ) / мнимы. Такъ , напримвръ, ни одно изъ значеній (— 
не оказывается дѣйетвительнымъ; такимъ образомъ, въ этомъ 
случае среди безконечнаго множества значеній ((a)f имеются 
такія , мнимая часть которыхъ произвольно мала, следовательно, 
при геометрическомъ представленіи они соответствуютъ точ-
камъ, хотя и не лежащимъ на самой оси двйствительныхъ чи
селъ, но зато, лежащимъ въ непосредственной близости къ ней. 

D . С т е п е н ь , к а к ъ ф у н к ц і я п о к а з а т е л я . 

Ограничивая сперва освованіе а действительными и положи
тельными значеніями, будемъ придавать показателю х взевозмож-
ныя действительный раціональныя и ирраціональныя значенія. 
Каждому изъ этихъ значеній х соответствуете единственное опре
деленное действительное положительное значеніе ах, определен
ное для раціональнаго значенія х уже въ гл. I , § 7, С, а для 
ирраціональнаго х — въ гл. V I , § 7 D. Поэтому главное значеніе 
а* называютъ о д н о з н а ч н о й ф у н к ц і е й г . Такъ какъ безко
нечно малому изменение х всегда соответствуешь безконечно 
малое измененіе этой функціи (см. гл. V I , § 7 D), то ее назы
ваютъ н е п р е р ы в н о й ф у н к ц і е й х . Если то ах по
стоянно увеличивается съ возрастаніемъ х ; если « < Ч , т о ах съ 
возрастаніемъ х постоянно убываешь (гл. V I , § 7 D). Измененія 
значеній функцій ах можно наглядно представить при помощи 
чертежа, а именно слБдующимъ образомъ: выбираемъ на безко-
нечной прямой линіи произвольно точку О за соответствующую 
х — 0, принимаемъ произвольный отрезокъ за единицу длины, 

- а за изображеніе какого-либо значенія х ту точку прямой, 
отношение разстоянія которой отъ О к ъ единице длины равно 
X (ср. гл. V I , § 8); наконецъ, на перпендикуляре, возставлен-
номъ к ъ данной прямой въ этой точке , откладываемъ отрьзокъ, 
отношеніе которого къ единице длины есть у а*. Такъ какъ 
ах есть непрерывная функція х , то и точки располагаются на 
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непрерывной кривой, любое число точекъ которой можетъ быть 
на самомъ дѣлѣ найдено указаннымъ способомъ. 

Приложенный здѣсь чертежъ, на которомъ за единицу длины 
принятъ отрѣзокъ въ 5 миллиметровъ, соотвѣтствуетъ значеніямъ 
а = 1 , 5 и а = 0,8. К а к ъ только кривая построена, то можно, 
приближенно, по каждому значенію х непосредственно получить 
соответствующее значеніе у = а* и, 'обратно, по каждому значенію 

у = ах найти соответству
ющее значеніе х, т . -е . ло-
гариомъ у при основаніи а. 

Функція, определяющая 
зависимость значенія сте
пени отъ показателя, мо
жетъ также быть представ
лена въ виде числового вы-
раженія, а именно, т акъ на-
зываемымъ „степеннымъ ря-
домъ" , т . - е . въ виде суммы 
съ безконечнымъ числомъ 
членовъ, каждый изъ кото
рыхъ есть произведете ц е 
лой- положительной степени 
x на некоторое определен
ное число. Н а д ъ такими сте-

Фиг. 9. 

пенными рядами можно про
изводить действія такъ же , к а к ъ и надъ цѣлыми раціональными 
функціями, если только эти ряды „сходящіеся", т . -е . если сумма пер-
выхъ п членовъ произвольно приближается к ъ определенному ко
нечному предѣльномѵ зчаченію, при п безгранично возрастающему 
Чтобы доказать только что высказанное утвержденіе, намъ придется 
воспользоваться некоторыми свойствами особенно важнаго р я д а а ) . 

1. Безконечный рядъ 

^ Т + А + ь Т Г з Н h^r l h in inf.. 

l ) Здѣсь мы уклонились отъ принципа, котораго придерживались все время, 
а именно, подробно доказывать всѣ предложенія необходимый намъ; это укло
нение нами сдѣлано потому, что изложение анализа, къ которому относится 
теорія степенныхъ рядовъ, не входитъ въ планъ нашей книги. Безъ указан-
ныхъ же предложено} обойтись нельзя, чтобы довести ариѳметику до конца; 
здѣсь собственно ариометика до нѣкоторой степени сливается съ анализомъ.. . 
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будетъ сходящимся х ) для всѣхъ конечныхъ, дѣйствительныхъ и 
комплексныхъ значеній х; значеніе, къ-которому приближается 
сумма п первыхъ членовъ этого ряда при безграничномъ воз
р а с т а л и числа », обозначимъ посредствомъ Е(х). 

• 2. Е{хі) = cos X - j - i sin X2). 

3. Для двухъ произвольныхъ значеній х : хл и х2, всегда 
имѣетъ мѣсто 

Цх1-\-.е2) = Е(.гі).Е(х])*). 

Изъ 1 непосредственно вытекаетъ: 

1.(0) = 1 
и 

= 2,718281828459-. . . 

Это число, которое намъ пришлось упомянуть еще въ гл. У, 
§ 5 А, стр. 261, въ математикѣ всегда обозначается черезъ е.. 
Опредѣленіе Е(х) даетъ возможность непосредственно убѣдиться 
въ томъ, что для каждаго положительнаго значенія х справед
ливо неравенство _ _ ( _ ) > • 1. Для какого либо о т р и ц а т е л ь н а я зна-
чен ія ( — х), изъ Е(—х)-Е (х)== Е (0)= [ слѣдуетъ, что Е(—х) 
положительно и меньше единицы. Съ возрастаніемъ (дѣйствитель-
наго) X, Е(х) постоянно увеличивается, такъ к а к ъ , если 

Х'о ^> t 

Доказательство очень нетрудно, если вывести раньше наиболѣе простые 
признаки сходимости безконечныхъ рядовъ. 

2) Это равенство, данное Э il л с р о м ъ (Introdiietio in analysin infînito-
rum. т. I , r.i. 8) можно доказать, если въ степенномъ ряду Е(х) замѣнить х 
мниіѵіымъ числомъ zi, рядъ привести къ виду C(z).-\- г • S(z) и показать, что безко-
нечные ряды С (г) и S(z) при всѣхъ дѣгіствіітельныхъ значеніяхъ г совпадаютъ 
съ ранѣе введенными функціями cos z и s i n j . Если затѣмъ эти функціи для 
комплексныхъ значенііі z опредѣлить при помощи рядовъ C(z) и S(z), то ра
венство 2 будетъ имѣть мѣсто при всѣхъ значеніяхъ х. 

3) Равенство 3 можетъ быть, нанримѣръ, доказано, если показать только. 
Е (х 4- « ) - , 

что производная отъ ^ Е{у)' К а К Ъ П° Х' Т Ж Ъ и п 0 У равна О, следова
тельно, эта дробь имѣетъ значеніе; независящее отъ х и у, и равное 1, что 
непосредственно получается при подстановкѣ у = 0. Впрочемъ, для мнимыхъ 
значеній хх и х2 равенство 3 слѣдуетъ изъ равенства 2 и изъ теоремы сло-
женія функцііі косинуса и синуса, уже доказанной для дѣііствнтельныхъ зна-
ченій аргумента въ § 3 К, стр. 419. 

К Ферберъ. Ариѳметика. 2^ 
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и, следовательно, 
х2~х1~[-'Ь, гдѣ 5 > 0 , 

то 

но т а к ъ какъ 

то 

E(x2) = E(xl).E(è); 

Д ( * ) > ! , 

£ ( х 2 ) > Е ( . г 1 ) . 

При этомъ jEf(ô), для достаточно малыхъ значеній 5, произвольно 
•мало отличается отъ 1, следовательно, Е(х2) произвольно мало 
отличается отъ Еіх^, т . -е . Е(х) есть непрерывная функція х. 

Изъ равенства (3) получаемъ для х1 = 1, х2 = 1; 

Е(2) = Е(\у.Е(}) = е*, 
для 

х1 = 2, х2 = 1: 

Е(3) = Е(2)-Е(1)^е2-е=^е3. 

Пользуясь заключеніемъ отъ m—1 къ т, легко найти для 
каждаго цѣлаго положительнаго числа т, что: 

£ > « ) = «« 

Если (— т) означаетъ какое-либо цѣлое отрицательное число, 
то на основаніи 3 имѣемъ: 

E (— m) • E (m) = E (— m + m) = E (0) = 1, 

следовательно: 

E ( — « 0 = -TJ-- ,- = -1,Ï = e~m. K h(m) <r 

Далѣе, согласно 3, если ш есть положительное или отрица
тельное цѣлое число, а ѣ — положительное цвлое число, то 

(п сомножителей) 

следовательно, E I —J содержится среди значеній ((e)) п . Т а к ъ к а к ъ 

Е j есть действительное положительное число, то £ должно 

быть равно единственному действительному положительному зна-
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m m 
ченію ((e))", т .-е. равно главному значенію е" . Пусть, наконецъ, 

ji = K ; MJ 

есть какое либо действительное ирраціоналыюе число (тп, Жп — 

раціональны, см. гл. V I , § I ) . Такъ какъ , по опредѣленію ирра-

ціональныхъ чиселъ, 

и разность Мп — тп при достаточно большихъ значеніяхъ п мо
жетъ быть сдѣлана произвольно малой, то 

1. Е(тп)>Е(іі)<Е(Мп); 

принимая во вниманіе непрерывность Е(х), находимъ, что разность 

2. Е(Мп)-Е(тп) 

при достаточно большихъ значеніяхъ п становится произвольно 
малой. (Е(тпу, Е(Мп)) является двойнымъ рядомъ, значеніе ко
тораго есть Е {]!.), въ смыслѣ, указанномъ въ гл. V I , § 7 А, 
стр. 344. Такъ какъ теперь (согласно гл. V I , § 7 D, стр. 349). 

еѵ- = («*""; емп) 

и, какъ доказано ранѣе , 

Е(тя) = е"» и Е { М п ) = емп, 

то и для ирраціональнаго числа и. получаемъ также 

с^Е(р.). 

ЭТИМЪ показано, что п р и в с ѣ х ъ д е й с т в и т е л ь н ы х ъ з н а -
ч е н і я х ъ X , г л а в н о е з н а ч е н і е с т е п е н и с р а в н о з н а 
ч е н і ю ф у н к ц і и Е (х), о п р е д е л е н н о й с т е п е н н ы м ъ 
р я д о м ъ 1. Распространяя постепенно въ теченіе всехъ нашихъ 
изслвдованій понятіе степени на новые виды показателей степе
ней, мы теперь при помощи функціи Е(х), которая поэтому и 
получила названіе „показательной функдіи", пришли к ъ опреде-
ленію степени, охватывающему все встречавшіеся до сихъ поръ 
отдельные случаи. 

И для произвольнаго действительнаго значенія х непосред
ственно слѣдуетъ 

((c)r = E(x)[l(2k™)]=Fk(z) 
29* 
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Двумъ различнымъ значеніямъ Je соотвѣтствуютъ двѣ совер
шенно различныхъ функціи Fk(x). Символъ ((e))11 означаетъ, с л е 
довательно, не единственную определенную функцію, а, напро-
тивъ , это есть символъ безконечно-многихъ функцій Fk(x), кото
рыя для каждаго цѣлаго х, во всякомъ случаѣ, имѣютъ одно 

и то же значеніе, а для ж = — , гдѣ m и п числа взаимно про
стыя, имѣютъ всего лишь п отличныхъ другъ отъ друга значе
на и ни чѣмъ болѣе другъ съ другомъ не связаны. Единствен-
нымъ дѣйствительнымъ положительнымъ значеніемъ, которое 
имѣетъ ((e))z при какомъ либо значеніи показателя , всегда 
является главное значеніе ех, т . -е . значеніе функціи F0(x). Если 
же ((e))* имѣетъ вообще дѣйствительное и отрицательное значе-
ніе, что и имѣетъ мѣсто, если х равно дроби, въ приведен-
номъ видѣ которой знаменатель оказывается числомъ четнымъ, 
то это действительное и отрицательное значеніе, во всякомъ 
случаѣ, не является значеніемъ одной и той же функціи Fk{x) 

при всякихъ значеніяхъ х такого рода. Такъ , при х— гдѣ 

m и 2п числа взаимно простыя, ((е))х будетъ, дѣйствителыіымъ 
и отрицательнымъ числомъ, если 

Леи • = m, 
2.11 ' 

гдѣ I означаетъ какое-либо нечетное цѣлое число, или если 

le = ri-rn 

(такъ какъ m и и числа взаимно простыя, то / должно дѣлиться 
на m,), т.-е. если Je равно нечетному числу, кратному п. Дѣйстви-

пь 
тельное отрицательное значеніе ((<").)-'" соотвѣтствуетъ функціямъ 
*'„(•*".). J ' ' 3 F b J x ) > " * и т. д., следовательно, въ зависимости 
отъ значенія знаменателя 2п, определяется различными функціями 

Fk(x). Такъ , действительное и отрицательное значеніе — Е (| j 
1 

степени ((e)ß получается изъ функціи 

F1 (х) = Е(х) (

s(2ux) 

(а также изъ функцій F3(x), F5(x),---) при напротивъ, 
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действительное отрицательное значеніе — Е 

изъ функціи 

' 1 \ степени ((e)h 

• ) при 
1 
V 

i 

дѣйствитель-

изъ функціи 

и т. д. 

F2(x) = E(x) 

(а также изъ функцій FG(x), F10(x), 

ное отрицательное значеніе — ^ ( | ) степени 

F.Jx) = E(.r) Ѵ>7Т./| 

(а также изъ функцій F 9 ( . T ) , FVj(X)- • •) при х-

Топерь мы узнаемъ действительную причину того, почему мы 
уже въ области относительныхъ чиселъ (гл. IV, § 8, стр. 196) 
лишь тогда называли а логариомомъ числа а, при положительномъ 
основаніи е, когда главное значеніе е« оказывалось равнымъ п, 
такъ какъ лишь при наличности этого условія логариомъ является 
обращеніемъ одной и той же функціи F0(x), въ то время какъ 

если принять ^ и за логариомъ — - М ^ ) П Р И основаши с, 4 — з а 

логариомъ —• Е \ ~ ) і ~ — какъ логариомъ — Е ^ і ) и т. д., лога
риомъ одинъ разъ оказался бы обращеніемъ функціи F}(.r). другой 
разъ—обращеніемъ функціи FJ.r) и вътретій разъ—функціи F3(x). 
Конечно, хотя и допустимо изученіе обращенія функціи Fk(x) и 
при к отличномъ отъ нуля, т . -е . установлено зависимости между 
величинами х и у, зависимости, определяемой уравненіемъ 
y = Fk(x), мы все-таки не имѣемъ права эту функцію х на
зывать логариомомъ у; для нея следовало бы ввести другое, 
отдѣльное для каждаго значенія к названіе. Игнорированіе этихъ 
соображеній является причиной того, что еще недавно, снова 
могло быть высказано неверное утвержденіе 1 ) будто бы отрица-

1) Наиримѣръ. H о у m a u 11'омъ въ сочиненіи: «Die- Logarithmen negativer 
Zahlen und ihr Auftreten bei der Auf lösung transzendenter Gle ichungen». Zeits
chrift f. mathem. u. naturwissensch. Unterricht, т. 32 (2901). стр. 1 GO--180. 
Утверждение прерывности логариома для отрицатольныхъ аргументовъ въ дан-
нон работѣ объясняется также и постояшшмъ переходомъ отъ одной функціи 
къ другой. Начинающему, эти соотношенія станутъ, быть можетъ, еще яснѣй, 
если вмѣсто числа с взять за основание степень какого-нибудь цѣлаго числа, напр., 

число 4096. Если бы при такомъ оснвваиіи ~ также разсматривать, какъ ло-
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тельныя числа при положительномъ основаніи могутъ имѣть дей 
ствительный логариомъ. Равенство y=F0(x) приводить въ соот-
вѣтствіе съ каждымъ дѣйствительнымъ значеніемъ х лишь одно 
положительное значеніе у; при & >> 0 равенству у — F k ( x ) могутъ, 
все таки, удовлетворять системы значеній х и у, въ которыхъ 
X действительно и у отрицательно. 

Пока при изследованіи зависимости значеній степени отъ по
казателя мы ограничивались основаніемъ е . На основаніи же 
изложеннаго въ гл. УІ , § 7 Е, каждое действительное положи
тельное число а можетъ быть представлено въ виде главнаго 
значенія степени основанія е съ д е й с т в и т е л ь н ы м ^ однозначно 
определеннымъ показателемъ. Этотъ показатель, логариомъ а при 
основаніи е, называется также „натуральнымъ логариѳмомъ" 
числа а и въ далыгьйшемъ будетъ обозначаться черезъ „ L n a " . Изъ 

a — eLna 

следуетъ для каждаго действительнаго значенія х : 

а х _ exLn а _ fi (X Ln а). 

Поэтому мы видимъ, что и главное значеніе ах степени ((а)}1 

можетъ быть представлено для каждаго действительнаго положи
тельнаго основанія а въ видь ряда, расположеннаго по стеде-

нямъ X, въ которомъ X" имееть коэффиціентъ • Рядъ для е х , 

въ сравненіи съ рядомъ для ах, имеетъ лишь то преимущество, 

что его коэффиціенты особенно просты. 

Е. Степени съ комплексными показателями и логариомы 
комплексныхъ чиселъ. 

I. Степени основанія е, показатели которыхъ комплексны. 

Для всвхъ двйствительныхъ значеній х въ D было доказано, 
что 

е* = Е(х) 

а, 1 о 1 

гариѳмъ числа — Ь4. какъ логариомъ числа — a. g какъ логариѳмъ — 4. 

Р какъ логариомъ — 2, то каждый изъ этихъ «логариомовъ» былъ бы о б р а -

щеніѳмъ другой фуикщ'и (а именно, послѣдовательно: функцій Ft, Fit F3. Ft), и 
1 1 1 1 , • 

числа - - , - - , -fr, слѣдовательно, не были бы значеншми тон же 'самой 
2 4 о 12 

функціи. 
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я (2І-ПХ) = Е(х) Е(2къхі) = Е{х -f- 2knxi). 

Такъ какъ степенной рядъ Е(х) имѣетъ определенный смыслъ 
и определенное значеніе для каждаго конечнаго комплекснаго 
значенія х, то мы о п р е д е л я е м ъ ех и ((e))* для комплексныхъ 
значеній показателя при помощи только что приведенныхъ ра
венствъ. Это определеніе будетъ обосновано въ F. 

II. Натуральные логариѳмы комплекснаго числа. 

Чтобы имвть теперь возможность, установить смыслъ сте~ 
пени съ комплекснымъ показателемъ и при произвольномъ 

комплексномъ основаніи а —А 

число ч такъ , чтооы главное значеніе 

попытаемся определить 

Для 

где S и г, действительны, это равенство переходитъ въ 

( л (cos r, -f- i sin Г|) = A (cos a -f- і sin a), 

откуда следуегъ 

е ; cos г, — Л cos а и sin г. /1 sin а 

Возводя въ квадратъ обе части и затемъ складывая ихъ, по
лучаемъ 

Такъ какъ с= и J. суть числа положительныя, то 

следовательно: 
5 = І Л і Х 

(въ смысле гл. V I , § 7 Е, стр. 351). 
Изъ получающихся теперь равенствъ 

côs г, — cos а и sin r, — sin a 

заключаемъ далве , что 

r, = a-|- 2£тт', 

где Ä- есть нуль или какое-нибудь делое число. 
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Поэтому, въ качестве рѣшенія уравнения 

с А а 

получаемъ для Ç безчислеішое множество значеній 

^ = L i i ^ + a i - f ЗА'тг/, 

каждое изъ которыхъ называемъ „натуралышмъ логариомомъ" 

числа а А и обозначаемъ „In а" . 

Логариомъ, мнимая часть котораго заключена между — тг/ и 
—|— тг * (включая последнюю границу) будемъ называть „главнымъ 
логариомомъ" и обозначать его черезъ „Ln au. 

Если, что всегда возможно, а выбрать такъ , чтобы 

— т с < а 5 5 т с , 

то главный логариомъ будетъ соответствовать значенію /- = 0; 
тогда, следовательно, 

Ln а = Ln А -(•- ai 
и 

ln а — Ln n -f- 2 kni = Ln A-\-ai -f- 2Лгтгі. 

Если a будетъ дѣйствительнымъ положительнымъ числомта, 
следовательно, а~А и а — 0, то 

Ln а = Ln А 
и 

ln а — Ln A - j - 2 /-TU, 

т.-е. изъ безчисленнаго множества значеній In а лишь главное 
значеніе, соответствующее /1 = 0 действительно, — остальныя всѣ 
мнимы, нанримѣръ, 

Ln I = 0 и In 1 = 2 *тг/. 

Если а действительное отрицательное число, следовательно, 
а — — А и а = тг, то 

L n а = L n A -f- TU 
и 

l n a = Ln 4 ' - | - ( 2 -f- Птгі. 

Следовательно, к а к ъ главное , такъ и все остальныя значенія на-
туральнаго логариома отрицательнаго числа—мнимы, такъ какъ 
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(2A-J-1) не можетъ обратиться въ нуль ни при одномъ цѣломъ 
значеніи /.•; такъ , напримѣръ, 

L n ( — I ) = ттг и I n f — \) = (2k-\- l ) rw . 

Мнимое число имѣетъ также лишь мнимые логариомы 

Ілі(/) = | / и 1п(0 = | * + 2А-тіг 1). 

lit. Степень коиплекснаго основанія съ комплекснымъ показателеиъ. 

Теперь мы въ состояніи опредѣлить степень п р о и з в о л ь н а я 
коиплекснаго основанія съ произвольнымъ комплекснымъ пока
зателеиъ. Если 

а = л [ £ а ] , ( — п < а ^ т г ) . 

и 
X = 11 - j - I V, 

гдѣ », г действительны, то полагаемъ 

((а))* = р*іп« = Е(XIn а) = 

= £ ' ( (и - f іv) [ L n Л 4 - (я - f 2 far) i ] ) = 

= Е(п Ln Л — v (a 4- 2A-TT) -{ - ; [ r Ln Л 4-м (a + 2 Атг)])= 

= £ ' ( « Ln Л — r (a 4- 2kn)) (t- Ln A 4- и fa + 2 kit))] , 

1) Первыми математиками, основательно изложившими вопросъ о существо-
ваніи логариомовъ отрицательныхъ. а также и мнимыхъ чиселъ. были Л е й б-
н и ц ъ и І о а н н ъ Б е р н у л л и . которые въ 1712 и 1713 гг. долго перепи
сывались но поводу этого вопроса, не придя, однако, къ какому-нибудь согла-
шенію. Лишь послѣ того, какъ эта переписка была опубликована въ 1745 г.. 
этотъ вопросъ былъ разрѣшенъ Л. Э й л е р о м ъ, который открылъ безконеч-
ную многозначность логариома и этимъ самымъ устранилъ всѣ трудности и 
противорѣчія въ теоріи логариомовъ. Свое открытіе Э й л e р ъ впервые вы-
сказалъ въ двухъ письмахъ къ (Г А 1 e m b e r t'y отъ 15 апрѣля 1747 г. и 
отъ 19 августа 1747 г., а затѣмъ подробно изложилъ въ трактатѣ: «De la 
controverse entre Mrs. L e i b n i z et B e r n o u l l i sur les logarithmes des 
nombres négatifs et imaginaires», Histoire de l 'Académie de Berlin, A n n é e 1749. 
т. V, стр. 139—179, напечатано въ 1751 г. Ср. M. C a n t o r , Vorlesungen I I I . 
стр. 371 и стр. 722—726, и Е. L a m p e . «Zur Enstehung der Begriffe der 
Exponentialfunktion und der logarithmischen Funktion eines komplexen Argu
ments bei L e o n h a r d E u l e г», въ Festschrift zur Feier der 200. Geburt
stages L e o n h a r d E u 1 e г s, Leipzig u. Berlin 1907. 
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и главное значение 
ах — ех L n а _ ( Ж L n — 

= Е ((и 4 - fy) (Ln 4 4 - а»)) = 

= Е(и LnA — va 4 - i (v L n 4 4 - ua)) 

— JB (M L n 4 — t'a) (v L n 4 ~ j - м a) 

напримѣръ , 

и /' : • - E l — ^ • 

Если ж действительное число, а, следовательно, ѵ = 0, то это 
опредѣленіе совпадаетъ съ даннымъ въ С опредѣленіемъ степени 
комплекснаго числа съ произвольнымъ дѣйствительнымъ пока
зателемъ. 

IV. Логариѳмы произвольнаго номпленснаго числа при произвольномъ 
комплексномъ основаніи. 

Мы называемъ х логариомомъ числа а = А 

ваніи g = G если главное значеніе 

a при осно-

т . -е . если 

откуда имѣемъ: 

рх Ln g , plnrt 

lu a L n A 4 ai + 2kr.i 
L n g L u G' -f- f /' 

Опредѣленіе x становится невозможнымъ, если одновременно 

Ln G= 0 и у = О, 

. 9 = 1 . 
и, следовательно, 

Числитель дроби, полученной для значенія х, многозначенъ, зна
менатель однозначенъ. Если // действительно и положительно, 
а, следовательно, у = 0, знаменатель будетъ действителенъ, а 
x действительнымъ или мнимымъ, смотря по тому, будетъ ли In а 
дьйствительнымъ или мнимымъ. Следовательно, действительное 
отрицательное число не и м в е т ъ действительнаго логариома ни 
при какомъ положительномъ основаніи. Умножая числитель и 
знаменатель дроби на разность L n G — уі, получимъ: 

L u .4 • L n (i + (a -)- 2 / ; - ) - ' + ((a + 2 kr) L u U — - L u Л ) / 
X — 

(Lu Uf + fi 
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Достаточнымъ и необходимымъ условіемъ для того, чтобы х 
быль действительным^ является существованіе равенства 

( а - ] - 2 £тт) L n G = ^LnA, 

которое во всякомъ случаѣ не выполняется ни при какомъ цѣ-
ломъ значеніи k, если g есть отличное отъ единицы действитель
ное положительное, а а действительное отрицательное число. 

F. Формулы обобщенныхъ натуральныхъ логариомовъ и 
обобщенныхъ степеней въ области комплексныхъ чиселъ. 

Намъ остается теперь изследовать справедливость формулъ 
для вычисленій съ логариѳмами и степенями, установленныхъ 
для натуральныхъ чиселъ уже въ гл. I , § 7 В и § 8 С и распро-
страненныхъ въ следующихъ главахъ на любыя действительныя 
числа. Особаго вниманія требуетъ то обстоятельство, что мы те
перь имеемъ дело съ равенствами, об в части которыхъ имеютъ 
безчисленное множество значеній. Намъ, следовательно, придется 
разсмотреть, аналогично тому, какъ это сделано въ изследованіи 
корней въ В, стр. 427 и д., содержится ли каждое значеніе одной 
части среди значеній другой. Важнейшія теоремы и формулы мы 
сообщимъ полностью; при доказательствахъ, ради краткости, мы 
ограничимся лишь указаниями, а въ остальномъ отсылаемъ къ 
подробному изложенію у S t o l z und G m e i n e r, Theoretische 
Ari thmetik (Лейпцигъ 1902, X I I . Abcshnitt, Nr. 7 u. 9). 

I. Теоремы для натуральныхъ логариѳмовъ. 

Если: 

% = А ^ ~ \ , ( - т т < а ^ я ) , 

» 1 = 1 , 2, . . . , т, 
то равенство 
1. In «j + In e 2 - | 1— In ат — In (ntffl2. . . aj 

будетъ „полнымъ равенствомъ'- въ томъ смысле (см. В, стр. 427), 
что если произвольно выбрать для каждаго логариома левой 
части одно изъ его безчисленныхъ значеній, то л е в а я сумма бу
детъ равна тогда определенному значенію правой части, и если 
выбрать для логариома произведенія правой части одно изъ его 
значеній, то для (т—1) слагаемаго левой части можно еще 
взять произвольное значеніе логариома, а для оставгаагося т-ѵо 
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слагаемаго придется тогда взять определенное значеніе. Для 
главных- значеній имѣетъ мѣсто равенство 

L u rtj - j - L u a2 -\- • • • - j - L H am = Ln (а}а2 . .. am) 

тогда и только тогда, если 

— т т < а 1 + а 2 -1 Ь « и ^ я » 

условіе, выполняющееся напр. если числа «ѵ а2, ат н е 
действительны и положительны. 

Доказательство получается очень просто, если положить 

1п я„ == Ln _1- + а„ і 4 - 2 тг /. 
Равенство 
2. In «j — ln а2 =•- ln (V/j : « 2 ) 

будетъ полнымъ въ томъ же смыслѣ и справедливымъ для глав-
ныхъ значеній логариомовъ тогда и только тогда, еели 

— тг < аг — O j S i t , 

Чтобы убедиться въ справедливости равенства 

3. In У*а = 1 In а, 

гдЬ n должно быть положительнымъ целымъ числомъ, напишемъ 

с ,' a _j_ 2kr. 

S \ II
 1 n 

гдЬ к означаешь одно изъ чиселъ 0, 1, 2, 3 . . . . (и — 1), и 

і п Г ^ = ь п ; ' / ^ + ( \ ; + 2 ^ ) ^ і - - 2 ^ , 

где А означаетъ нуль или какое-либо положительное или отри
цательное целое число. 

Такъ какъ съ другой стороны. 

-1-1па= 1 _ п Л + ^ + ^ я ' - . ' и и 1 н 1
 II 

гдЬ р. также равно нулю или какому-нибудь другому целому 
числу, то получимъ, к а к ъ достаточное и необходимое условіе 
для существованія равенства 3: 

2 kr. . , 0 . . 2(і- . — г 4-2 і.т ----- г и 1
 II 

ИЛИ 

A*-j-)w = u. 
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Если одно изъ значеній левой части 3, т . -е . система значеній к 
и ). выбрана произвольно, то всегда можно найти значеніе р., 
удовлетворяющее этому условію. Обратно, можно каждое цѣлое 
число р. привести к ъ виду к-\-).п, гдѣ к и л суть числа цѣлыя. 
при чемъ к<^п; следовательно, и каждому значенію. правой части 
соотвѣтствуетъ одно значеніе лѣвой, п о э т о м у р а в е н с т в о 3 
п о л н о е . 

Для главныхъ значеній корней, а соответственно и для глав-
ныхъ значеній логариомовъ, т . -е . для к —0, ), = 0, р . = 0 усло-
віе р. выполнено; следовательно, имѣетъ МЕСТО равенство 

Ln V а = 1 Lu а. ' и 

Сдѣлаемъ подобное же изслѣдованіе и равенства 

4. w In а = In (а") 

гдѣ' п опять цѣлое и положительное число (большее, чѣмъ 1 ) 
Получаемъ 

и In а = n Ln A -f- n ai - j - n • 2 р.тц 

(р. нуль или число цѣлое) и 

ап _ J_„ Ana) 
s • 

ln (an) — Ln A n -\- n ai -f- 2 km 

(к нуль или число цѣлое). 

Следовательно, условіе справедливости 4 напишется такъ : 

п]і = к. 

Хотя для каждаго цѣлаго значенія pi можно найти цѣлое значе 
ніе к, удовлетворяющее этому условію, однако обратное, т . -е . найти 
для каждаго цвлаго к и целое значеніе р., невозможно; иными 
словами, хотя каждое значеніе лввой части 4 содержится среди 
значѳній правой части, однако не каждое значеніе правой части 
содержится среди значеній левой. С л е д о в а т е л ь н о , р а в е н 
с т в о 4 е с т ь н е п о л н о е 1 ) . Главному значенію I n a , при на-

J) Если въ равенствѣ 4 положить а — — е (следовательно. А — е, а = г. и 
п = 2, то получимъ равенство 2 In (—е) — In ((— е ) 2 ) . Этимъ равенствомъ (или 
ему подобнымъ) какъ раньше, такъ и въ нослѣднее время нерѣдко старались 
воспользоваться, чтобы доказать дѣйствительность логариома отрицательнаго 
числа. Одно изъ значенііі In ((— e) 2 ) = 2 - f 2г. / 4- 2 кт.і и на самомъ дѣлѣ 
действительно, а именно, зяаченіе, соответствующее к~ — 1. Ему равнымъ 
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шемъ обычномъ предположѳніи — u < a ^ i t , соотвѣтствуетъ зна-
ченіе JJL = 0. Для справедливости равенства 4, на основаніи 
соотношенія мр. = &, требуется чтобы и Іе = 0. Главное значеніе 
In (ап) соответствуете k = 0 лишь тогда, если — п < ^ ш ^ і т ; 
следовательно, лишь при этомъ условіи имѣетъ МЕСТО 4 для 
главныхъ значеній. 

II. Теоремы для обобщенныхъ степеней. 

Равенства 

получаются непосредственно изъ опредѣленія главнаго значенія 
степени въ Е, стр. 444 и теоремы сложенія показательныхъ 
функцій. 

Р а в е н с т в а . 

((а))х+ѵ = ((а))-•((«)> и ((а))х~у = ({а)г:((а))у 

в о о б щ е г о в о р я , т . -е . п р и л ю б ы х ъ з н а ч е н і я х ъ 
я в л я ю т с я н е п о л н ы м и . Именно, каждое значеніе 
части содержится среди значеній правой, такъ какъ 

((«))*+ ѵ = е(х+'Ліпа = е Х І а а .еУ1па — ((а))х-((а))» 

и 
((«))В- У = еХ~У^А = exlna:е»іпа_((п^:((а))», 

и если ((a)f и ((«))" образованы при помощи одного и того же 
значенія Ina, то и ({а))х-((а))», а соответственно и ('(а))*:((а))», 
равны тому значенію ((я))* + * или ((а))*-», которое также соотвѣт-
ствуетъ этому значенію I n a . Если же ((а))х и ((«))» соотвѣтствуютъ 
различнымъ значеніямъ In a, то при произвольныхъ значеніяхъ 
х н у ихъ произведете (частное) можетъ и не встретиться среди 
значеній (і[а)У+у (сответственно. ({а))х~ѵ). 

Р а в е н с т в а . 

2. ((а))х• {(Ъ))х = ((о• Ъ)У. и ((в))»:((6))» = ((а:é))* 

можетъ быть лишь то значеніе лѣвоіі части, которое соотвѣтотвуетъ цѣлому |і, 
онредѣляемому изъ соотношенія 2 \i = k = — 1. Но такъ какъ такого цѣлаго 
числа и. не существуетъ, то дѣнстиительноо значеніе правой части совершенно 
не встрѣчаѳтся среди значеній лѣвой части и «доказательство» действитель
ности In (—е) невѣрно. 
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будутъ полными, но справедливы для ' главныхъ значеній лишь 
тогда, если, и л и — т г < а - } - ^ т £ ( с о о т в е т с т в е н н о — т г < а — ^ т г ) 
или X есть число цѣлое. 

Доказательство основывается на I , 1 и 2, стр. 445 и 446. 
Для повѣрки равенства 

3. ((а)У»-==(((Шх)У> 

составимъ, съ одной стороны, 

((а))х« — е х У ы а = еху(Ьпа+2к-і) 

и съ другой стороны: 

((а)) х = е г 1 п я = е г ( Ь п й 4 - 2 ' - » ) 

( ( ((a)F ))ѵ = еУ(х(Ьпа + 2Хгі> + > ы 1 , 

гдѣ к, )., j ! могутъ быть нулями или какими-нибудь целыми 
числами. 

Равенство 3 удовлетворяется, если 

ху (Ln a -J- 2кт) = у (х(Ьъ a - j - 2lm) -f- 2р.та) - } - 2ѵте, 

гдѣ v также есть нуль или число цѣлое, или если 

xyk = xyl-\-y\i-\-\. 

Если дано определенное значеніѳ ((«))*», т .-е. если дано к, то 
числа )., р. и v можно всегда определить такъ , что это условіе 
будетъ выполнено; следуетъ лишь положить ) . = / ; и р . = 0 , ѵ = 0 . 
Поэтому каждое значеніе ((«))*» заключается среди значеній 
((((а))*))". Если мы будемъ исходить изъ опредвленнаго значенія 
правой части и, следовательно, >. и р. будутъ иметь указанный 
значенія. то, вообще говоря, т . - е . при произвольныхъ значеніяхъ 
X, у, не всегда возможно будетъ найти целыя числа к, ѵ, удо
влетворяющая этому условію. Следовательно, равенство 3 при 
произвольныхъ значеніяхъ х и у — неполное. 

Далее , пусть главное значеніе будетъ 

ах = е х Ь п а , 

или для 
X = и -\- vi, Ln а = L n A -f- ст* 

(Iх = g M L n A — ( t ' L n A + M O ! ) 

Показатель степени числа e тогда и только тогда равенъ 
Ьп(ах), если 

— I Î < v L n Л -f- иа S я . 
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Во всякомъ же случаѣ' можемъ опредѣлить цѣлое, положи
тельное или отрицательное, число m т а к ъ . что 

— т < V L n А -J- на -f- 2жл :S ~. 

Тогда имѣетъ мѣсто: 

L n (o c ) = и Ln A — cet - j - i (y L n Л - j - «a - j - 2«m) = 
== L n я -f- 2//ЩІ 

и поэтому 
(axf = L n a f 2 w - i ) _ 

Такъ к а к ъ теперь 
атУ = сх«Ыа, 

т о р а в е н с т в о 3 и м ѣ е т ъ м ѣ с т о д л я г л а в н ы х ъ з н а ч е -
н і й т о г д а и только тогда, если 

у (Л L n а - ( - 2што) = ху L n « - } - 2/лті 

(гдѣ k — 0 или цѣлому числу) или если 

my = k. 

Согласно этому условію к можно онредѣлить, во -первыхъ , 
если при произвольномъ у число m равно нулю, т . -е . если 
— n < [ V Ln А -)- иа я и, во-вторыхъ, если при w» отличномъ 
отъ нуля произведеніе my есть цѣлое число. 



Предметный у к а з а т е л ь 
(числа означаютъ страницъ.) 

Абакъ, абацисты 39—40. 
Абсолютное значеніе 127, 179. 398— 

402, 415. 
Аксіома Архимеда 360. 
Лксіома Кантора и Дедекинда 359, 366. 
Алгориомъ, алгориѳмики 41. 
Амплитуда вектора 404. 
Антилогариомм, таблица 281. 
Ариометическіе ряды перваго порядка 25. 
— — любого порядка 228. 
Архимедъ, его аксіома 360. 
Ассоціативный (сочетательный) законъ 

для сдоженія 11, 334—336, 377, 405. 
— для умноженія 21, 93, 188. 339, 

379—383, 411. 

Безобидный раздѣлъ ставки между игро
ками 308—309. 

Бсйесъ (BayesV его теорема 317—319. 
Бернулли. его теорема 237. 
— , числа 237. 
Биномъ 38. 
Биноміальные коаффиціенты 218. 
Биноміальная теорема 218. 
Большихъ чиселъ, законъ 309—317. 
Бриггъ, его логариомы 263, 276. 
Буквы, какъ изображеніе неопредѣ.чен-

ныхъ чиселъ 7. 
Бюрги (Bürgi) 260—263, 292. 

Венерштрассъ , его теорія ирраціональ-
ныхъ чиселъ 367. 

— , комплексныхъ чиселъ 374. 
Векторы на плоскости 402—420. 
Взаимно простыя числа 70. 
Вычисленіо вероятностей (подробности 

см. въ оглавленіи) 296—321. 
Вычитаніе натуральныхъ чиселъ 16—18. 
— систематическихъ чиселъ 46. 
— простыхъ дробей 90. 
— систематическихъ дробей 113. 
— сокращенное 156. 
- неточныхъ чиселъ 171. 

— относительныхъ чиселъ 182—184. 
— ирраціональныхъ чиселъ 336—338. 

— комплексныхъ чиселъ 377. 
— векторовъ 406. 

Геометрическіе ряды 32. 122—124. 
Главное значеніе амплитуды 404. 
-— логариѳма 442. 445—448. 
— степени 431, 437. 439, 444,448—450. 
— корня 193, 424, 429. 

Двойные ряды раціональныхъ чиселъ 
326. 

— ирраціональныхъ чиселъ 344. 
Дедекиндъ, его теорія ирраціоналышхъ 

чиселъ 366—367. 
Десятичная система чиселъ 5, 38—57. 
Десятичныя дроби (см. дроби). 
Дисконта, формула дисконта 288. 
Дистрибутивный (распределительный) за 

конъ 22—23, 93. 188, 339, 382, 411. 
Дроби, простыя 80—107. 
— , систелатическія (въ особенности 

десятичныя) 108—175. 
Действія 4 ступени 37. 
Дѣленіе натуральныхъ чиселъ 26—29. 
— систематическихъ чиселъ 48—50. 
— простыхъ дробей 95. 
— систематическихъ дробей 114—117. 
— сокращенное 160—167. 
— неточныхъ чиселъ 155. 
— относительныхъ чиселъ 190. 
— цѣлыхъ раціональныхъ функцій 223— 

226. 
— ирраціональныхъ чиселъ 340—-342. 
— комплексныхъ чиселъ 384—386, 390, 

393. 394. 
— векторовъ 412—413. 
Делимость систематическихъ чиселъ 

74—79. 

Дѣлитель общій (см. также мера) 58—61. 

e 261, 276, 279, 292, 4 3 5 - 4 4 8 . 

Знакъ равенства 7. 
— неравенства 8—9. 
— сложенія 9. 

К. Ферберъ. Ариометика. £0 
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Заключоніе отъ п къ ( н 4 - 1 ) 11. 
Знакъ внчитанія 10. 
- умноженія 19. 

— дѣленія 27. 
— корня 33. 
Знаменатель 81. 
Знакъ дроби 84. 
— числа 183. 
Законъ большихъ чиселъ 309—317. 

И з в л е ч е т е корня, см. корень. 
Инверсія 201—202. 
Индукція. методъ полной индукціи 11. 
Интерполяція 2 8 0 - 2 8 2 . 
Историческія замѣтки о систематиче

скихъ числахъ 39—41. 
— о простыхъ дробяхъ 83—85. 
— о систематическихъ дробяхъ 108— 

109. 
— б комбинаторикѣ 198—199. 
— о суммахъ степеней натуральныхъ 

чиселъ 237. 
_— о непрерывныхъ дробяхъ 237—238. 
— о логариомахъ 259—2G4. 
— о теоріи кѣроятности 290. 
— объ ирраціональныхъ чИслахъ 364— 

369. 
— о комплексныхъ числахъ 370—374. 

Канторъ, его теорія нрраціональныхѣ 
чиселъ 367. 

Кантора-Дедекинда, аксіома 359, 366. 
Квадратный корень изъ систематиче-

скаго числа 52—56. 
— изъ цѣлаго или дробнаго числа 

102—106. 
— изъ систематической дроби 117—118. 
— , сокращенное вычисленіе 168—170. 
-— изъ неточнаго числа 173. 
— изъ цѣлой раціональной функціи 227. 

изъ отрицательнаго числа 370—371. 
— изъ комплскснаго числа 391, 393, 

394—395. 
Кватерніоны 374, 397. 
Комбинаторика (подробности см. въ 

оглавленіи) 198—215. 
Коммутативный (перемѣстите.тыіый) за 

конъ сложенія 11, 334—336, 377, 405. 
— умноженія 19, 92—94, 188, 339, 381, 

411. 
Корни изъ натуральныхъ чиселъ 33— 

34. 
— изъ систематическихъ чиселъ 52— 

57. 
— изъ дробныхъ чиселъ 101—106. -
— изъ систематическихъ дробей 117—-

119. 
— , сокращенное вычисленіе 167—170. 
— изъ неточныхъ чиселъ 173. j 
— изъ относительныхъ чиселъ 190—194.1 

Корни изъ цѣлыхъ раціональныхъ фѵнк-
цій 227. 

— изъ любыхъ положительныхъ дѣй-
ствительныхъ чиселъ 346—349. 

— изъ комплексныхъ чиселъ 422—430. 
Коэффиціентъ 210. 
Кратное , общее 61—62. 
Кубичный корень изъ систематическаго 

числа 50. 
— изъ систематической дроби 118. 
— , сокращенное вычисленіе 170. 

Литическое соединеніе 28. 
Логариомическая линейка 283. 
Логариомы, опред/Ьленіе 33—34, 106, 

196—197, 264—208. 
- - , формулы для вычисленій съ лога-

риомамй 35, 1 0 0 - 1 0 7 . 197, 445—448. 
— въ области раціональныхъ чиселъ 

259—284. 
— . историческій очеркъ 259—264. 
- - Bürgi 200—263. 292. 
— Н е п е р а 260—263. 
- - Бригга 263. 276. 
- - натуральные 276. 278, 292, 432—440, 

441—443, 445—447. 
— , пріемы вычисленія 268—276. 
— , системы и таблицы 277—281. 
— суммъ и разностей 282—284. 
— любыхъ дѣйствительныхъ положи

тельныхъ чиселъ 3 5 1 - 3 5 3 . 
— отрицательныхъ чиселъ 439, 442— 

' 443, 447. 
— комплексныхъ чиселъ 441—443,444—• 

448. 

Мантисса 277. 
Математическое ожиданіе 316. 
Мнимыя сопряженный числа 398. 
Мнимое число,воображаемое (imaginaire) 

371, 376. 
Модуль сравненія 65. 
Модуль системы логариомовъ 279. 
Мономъ 38. 
де-Муавръ (de Moivre), его формула 421. 
Мѣра, общая мѣра двухъ соизмѣримыхъ 

величинъ (см. также дѣлитель) 353— 
354. 

Названіе чиселъ 1—6. 39—43. 
Наибольшій обіцін дѣлитель 60. 
Наименьшее общее кратное 01—62. 
Натуральный рядъ чиселъ 5, 6, 41. 
Неправильный дроби 89. 
Непрерывный дроби (подробности см. 

въ огдавленіи) 237—259. 
Непрерывность показательной функціи 

437. ц 

— свойство области величинъ 359. 
Неравенства 14—16, 24—25, 30—32, 

94, 189—190, 219—220, 340, 348, 349. 
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Несоизмѣримыя величины 355—364. 
Нуль 2, 40, 43. 

Обратное значеніе 89. 
Обращение простой дроби въ система

тическую 120—128. 
— систематической дроби въ простую 

128—129. 
Общій знаменатель 87. 
Ожиданіе, математическое 316. 
Оенованіе , см. «Логариомы», «Степени». 
Отношенія величинъ. какъ действитель

ный числа 353—364. 
Отношенія двѵхъ соизмеримыхъ вели

чинъ 353—354. 
— двухъ любыхъ величинъ одного и 

того же рода 358. 

Partes proportionales 281. 
Перемѣстптельный законъ (см. комму

тативный). 
Перестановка 198—203. 
Періодическія систематически дроби 

(подробности см. въ оглавленіи) 120— 
149. 

Перманентность (см. принцинъ перма
нентности). 

Пиѳагоръ, его теорема 415. 
Поверка одиннадцатью 69. 
— девятью 69. 
— дѣйствій 69. 
Показатель положительный и целый 30, 
95, 190. 346, 420. 
— дробный 96—-100, 191—194, 346— 

349. 430—431. 
— отрицательный 194—196, 346, 421. 
— ирраціональный 349—351, 431—433. 
— комплексный 440—441, 443—444. 

448—450. 
. Показательная функція 433—440. 

Полиномъ 38. 
Полиноміальная теорема 220—223. 
Полная индукція 11. 
Полное равенство 428—430, 445—450. 
ІІо.іярныя координаты 415. 
Правильный дроби 89. 
Представленіе числа въ видѣ произве-

денія простыхъ чиселъ 62—63. 
Приближенный- значенія ирраціональна-

го числа 338. 
— непрерывной дроби 242—250, 253— 

255. 
— логариома 353. 
— неріодической систематической дро

би 131—133. 
— , вычисленія съ приближенными зна-

ченіями 132—133,152 -175,342—343. 
Принципъ перманентности формадьныхъ 

законовъ 92. 
Пронорція 363. 

Простое число 62. 
Проценты простые 285—286. 
— сложные 280—296. 
Пуанкаре, его выводъ теоремъ полной 

и сложной вероятностей 305—307. 

Разложеніе дроби въ сумму дробей 258. 
Разложсніе числа на простые множи

тели 62—63. 
Распределительный законъ (см. дистри

бутивный). 
Раціональная функція 215—227. 
— ирраціональныхъ чиселъ 342—343. 
Рента 292—295. 
Ряды ариеметическіе 25, 228. 
— геометрическіе 32, 122:—124. 
— степенные 434. 
— сходяіціеся 334. 

Скобки 10—11, 22. 30. 38. 
j Сложеиіе натуральныхъ чиселъ 9—14. 
j — систематическихъ чиселъ 44—45. 
; — простыхъ дробей 89—90. 

— систематическихъ дробей 112. 
J — сокращенное 155—156. 

— неточныхъ чиселъ 171 — 172. 
j — относительныхъ чиселъ 180—181. 

— ирраціональныхъ чиселъ 334—335. 
— комплексныхъ чиселъ 375. 

j — векторовъ 404—405. 
j Соединеніе, тетическое и литическое 28. 

Соизмѣрпмыя величины 354—355. 
i Сокращеніе дробей 86. 
[ Сокращенное сложеніе 155—156. 
I — вычитаніе 156. 
i — умноженіе 156—160. 
I — дѣленіе 160—167. 
1 — и з в л е ч е т е корня 167—170. 
! Сочетательный законъ {-см. асеоціатнв-

ный). 
Сочетанія безъ повтореній 206—211. 
— съ новтореніями 211—213. 
Сравненіе натуральныхъ чиселъ 7—9. 
— систематическихъ чиселъ 41—42. 
— простыхъ дробей 85—89. 
— систематическихъ дробей 111—112. 
— относительныхъ чиселъ 184—186. 
— непрерывной дроби съ ея прибли-

женіями 246—250, 255. 
— прраціональныхъ чиселъ 330--333. 
— комплексныхъ чиселъ 376—377. 
— векторовъ 402—403. 
Сравненія 66—69, 2 5 5 - 2 5 9 . 
Степени (см. также показатель) нату

ральныхъ чиселъ 29—32. 
— систематическихъ чиселъ 50—52. 56. 
— дробныхъ чиселъ 95—100. 
— относительныхъ чиселъ 190—196. 
— ирраціональныхъ чиселъ 346 -351. 
— комплексныхъ чиселъ 420—450. 
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Степенно» рядъ 434. 
Степенные вычеты 71 —74. 
Степень, какъ фѵнкція показателя 433— 

440. 
Стирлингъ (Stirling), его формула 312. • 
Сходящіііся рядъ 334. 
Счетная линейка 283. 
Счетъ 2 ^ 6 . 41—42. 
Сѵм.ча безконечнаго- геометрическаго 

ряда 123 —125. 
— степеннаго ряда 434. 
— степеней натуральныхъ чиселъ 232— 

23G. 
— цыфръ числа 7G. 
Сѣченіе іДедекинда) 3G6—367. 

Таблица смертности 31G. 
Таблица антилогариомовъ 231. 
Теорема сложенія показательныхъ функ-

цііі 435. 
— тригонометрическихъ функцій 419. 
Теорема Фермата 74. 
— Пиѳагора 415. 
Тетическое соединеніе 28. 
Тетраэдральный числа 211. 
Типы системъ комплексныхъ чиселъ изъ 

двухъ единицъ 389—396. 
Транспозиція 201. 
Треугольный числа 210. 
Тригонометрическія функціи 416—420. 
Триномъ 38. 

Уголь 403—404. 
Умноженіе числителя и знаменателя на 

одно u то же число 86. 
Умноженіе натуральныхъ чиселъ 18— 

25. 
— систематическихъ чиселъ 46—48. 
— простыхъ дробей 90—95. 
— систематическихъ дробей 113—114. 
— сокращенное 156—160. 
— неточныхъ чиселъ 171. 

Умножение относительиыхъ чиселъ 186— 
189. 
— цѣлыхъ раціональныхъ фѵнкцій 217— 

223. 
— ирраціональныхъ чиселъ 338—340. 
— комплексныхъ чиселъ 378—384.386 — 

395. 
— векторовъ 409—412. 
Уравненіе ренты или амортизаціи 293. 

Ферматъ. его теорема 74. 
Функція. цѣлая раціональная 215—227.' 
— показательная 433—440. 
—• тригонометрическая 416 —420. 

Характеристика логариома 278. 

Число способовъ полученія суммы іпро-
изведенія) и различныхъ слагаемыхъ 
(сомножителей) 213 —214. 

Число чиселъ. меньшихъ даннаго числа 
m и простыхъ съ нимъ 69—71. 

Число (Numerus) 33. 
Число простыхъ чиселъ 64. 
Числа натуральный 1—79. 
— систематически 4—7. 38—58. 
— . представленный въ видѣ произве-

денііі простыхъ чиселъ 62—63. 
— дробныя 80—175. 
— неточный 170—175. 
— относительный 176—197. 
— положительныя и отрицательны 

178. 
— раціональныя 198. 
— фигурный 2 1 0 - 2 1 1 . 
— ирраціональныя 323—369. 
— комплексный 370—450. 
Числовая система (см. также «Числа 

систематическія» ) 5—6. 
Числовыя системы съ различными осно-

ваніями 57—58. 
Числитель 81. 
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